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感谢 


我 的 《论文 选集 > (Lo0-Kenp Hua, Selected papers,Springer- 
Verlag, 1988) 在 斯 普宁 格 出 版 社 出 版 后 ， 上 海 教育 出 版 社 又 工 即 
组 织 出 版 我 的 k 科 普 和 著作 选集 >, 我 深 感 荣幸 与 喜悦 ， 

在 我 从 事 数学 普及 工作 的 三 十 多 年 中 ， 帮 助 过 我 的 人 实在 六 
多 ,使 我 无 法 一 一 列举 ,来 表示 我 的 衷心 感谢 ， 

在 我 从 事 “ 数 学 竞赛 "活动 时 ， 我 要 感谢 各 省 (市 ) 广 大 的 中 学 
老师 、 同 学 及 教育 厅 ( 局 ) 负 责 同 志 的 大 力 支 持 与 他 们 的 宝贵 意见 . 
我 写 的 儿 本 小 期 子 中 也 有 他 们 的 心得 ， / 

特别 在 我 从 事 “ 优 选 法 与 “统筹 法 推广 工作 的 近 二 十 年 
中 , 走廊 了 我 国 二 十 多 个 省 、 市 或 自治 区 , 几 百 个 城市 ， 几 千 个 工 
厂 ,给 数 以 百 万 计 的 工人 师 伟 .技术 人 员 与 厂矿 领导 讲 过 课 . 从事 
推广 工作 的 过 程 ,对 我 来 说 ,首先 是 一 个 学 习 的 过 程 ， 工 厂 的 工人 
师傅 ,技术 人 员 与 领导 干部 教 给 了 我 生产 与 管理 知识 ,然后 我 们 共 
同 研究 ,共同 设法 运用 数学 方法 以 改进 生产 与 管理 水 平 。 我 对 他 
们 的 感谢 更 是 无 法 用 童 语 来 形容 ， 

我 也 要 感谢 多 年 来 协助 我 工作 的 很 多 学 生 . 

最 后 我 要 感谢 上 海 教育 出 版 社 的 支持 与 帮助 ， 

， 
LE'S NH 
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华罗庚 阅历 


华罗庚 1910 年 11 月 12 日 出 生 于 江苏 省 金 坛 县 一 个 贫苦 家 
庭 。 他 仅 念 过 九 年 书 。14924 年 初中 毕业 后 ， 即 离开 学 校 协助 其 父 
亲 料 理 一 个 很 小 的 杂货 铺 ,并 利用 业余 时 间 刻 苦 自 学 数学 , 取得 优 
异 成 绩 . 1930 年 他 在 “科学 杂志 上 发 表 文 章 “ 苏 家 驹 之 代数 五 次 
方程 式 解 法 不 能 成 立 的 理由 ”, 受到 能 庆 来 的 攀 赏 , 被 洲 到 清华 大 
学 工作 。 由 管理 员 , 助教 , 再 升 为 讲师 . 1934 年 成 为 文化 基金 会 
研究 员 。 1936 年 至 1938 年 ， 作 为 访问 学 者 去 英国 剑桥 大 学 工作 
两 年 。 

抗日 战争 爆发 后 ,华罗庚 回国 。 由 于 他 成 绩 卓 著 , 在 1938 年 
至 1946 年 间 , 他 受聘 为 昆明 西南 联合 大 学 教授 ,1946 年 春 , 他 应 
苏联 科学 院 邀 请 到 苏联 访问 三 个 月 . 1946 年 至 1947 年 ， 他 应 美 
国 著 林 斯 顿 高 等 研究 院 邀 请 任 研究 员 ， 并 在 普林斯顿 大 学 执教 ， 
1948 年 至 1950 年 ,他 为 伊利 诺 ( 在 乌 尔 巴 那 ) 大 学 教授 ， 

中 华人 民 共 和 国 成 立 ， 华 罗 庚 于 1950 年 率领 全 家 回 到 北京 ， 
先后 任 清华 大 学 教授 ,中 国 科 学 院 数 学 研究 所 所 长 ,中 国 数学 会 理 
事 长 ,中 国 科学 院 数理 化 学 部 委员 、 学 部 副 主 任 , 中 国 科 学 技术 大 
学 数学 系 主任 、 副 校长 ,中 国 科 学 院 应 用 数学 研究 所 所 长 ， 中国 科 
学 院 副 院 长 .主席 团委 员 等 职 。1979 年 他 加 入 了 中 国共 产 党 . 

1979 年 后 , 他 到 英国 、 法 国 、 联 邦 德国 、 和 荷兰 与 美国 几 十 个 大 
学 与 研究 所 讲学 与 访问 ,受到 热烈 欢迎 与 高 度 评价 ， 
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华罗庚 是 美国 科学 院 国 外 院士 ， 法 国 南 锡 大 学 与 香港 中 文大 
学 荣誉 博士 
华罗庚 是 有 世界 声 誉 的 数学 家 ， 他 在 数论 , 算 阵 几何 学 ,典型 
群 , 自 守 函数 论 , 多 个 复 变 数 函 数论 , 偏 微 分 方程 及 高 维 数值 积分 
等 很 多 领域 都 作出 了 卓越 的 贡献 。， 著 有 论文 二 百 余 篇 ,专著 十 本 ， 
其 中 有 八 本 已 在 国外 翻译 出 版 ， 有些 可 列 为 经 典 著 作 。 他 关于 在 
中 国 普及 应 用 数学 方法 的 工作 , 具有 高 度 开创 性 , 影响 深远 , 效果 
巨大 。 他 对 中 国 数学 事业 的 组 织 领导 ， 教 育 及 培养 青年 数学 家 等 
工作 都 有 特殊 贡献 ,他 也 是 中 国 数学 竞赛 活动 的 创始 人 。 
编辑 委员 会 
一 九 八 三 年 五 月 一 月 


中 国 古 代数 学 曾 有 过 祝 为 光荣 的 传统 与 贡献 .由 于 我 国 长 其 
处 于 封建 社会 ,而 西方 已 进入 资本 主义 社会 , 我国 的 数学 落后 了 . 
我 国 现代 的 数学 研究 是 本 世纪 二 十 年 代 开始 的 华罗庚 教授 是 中 
国 解析 数论 ， 典 型 群 ， 矩阵 几何 学 , 自 守 函 数论 与 多 个 复 变数 函数 
论 等 很 多 方面 研究 的 创始 人 与 开拓 者 ， 也 是 我 国 进入 世界 著名 数 
学 家 行列 最 杰出 的 代表 。 迄今 他 共 发 表 学 术 论文 约 二 百 篇 ,专著 
十 本 , 其 中 有 八 本 被 国外 翻译 出 版 ,有 些 可 列 入 本 世纪 经 典 著 作 之 
列 。 他 被 选 为 美国 科学 院 国外 院士， 法 国 南 锡 大 学 与 香港 中 文大 
学 授予 他 荣誉 博士 。 他 的 名 字 已 进入 美国 华盛顿 斯 密 司 - 宋 尼 博 
物 馆 ， 也 被 列 为 艺 加 哥 科 学 技术 博物 馆 中 当今 八 十 八 个 数学 伟人 
之 一 。 外 国 报刊 上 征 引 了 很 多 著名 数学 家 对 他 的 赞扬 : “由 于 他 
工作 范围 之 广 ,使 他 堪 称 世界 名 列 前 茅 的 数学 家 之 一 ”( 劳 埃 尔 "能 
飞 尔 德 ),“ 他 是 绝对 第 一 流 的 数学 家 ,他 是 作出 特 多 贡献 的 人 ”( 李 
普 曼 .贝尔 斯 ).“ 受 他 直接 影响 的 人 也 许 比 受 历史 上 任何 数学 家 
直接 影响 的 人 都 多 ,他 有 一 个 著 及 数学 的 方法 ”( 罗 兰 德 .格雷 汉 )， 
等 等 ， 这 些 绝 非 溢 美 之 词 ,他 是 当之无愧 的 ， 

本 文 不 准备 介绍 他 的 学 术 成 就 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参看 最 近 
斯 普宁 格 出 版 社 出 版 的 < 华罗庚 论文 选集 > 及 他 的 一 些 著 作 ， 但 
是 , 华罗庚 教授 不 仅 是 一 位 卓越 的 数学 家 ,他 对 组 织 领导 工作 、 孝 
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育 工作 、 普 及 工作 也 作出 了 出 色 的 贡献 。 特别 是 他 多 年 来 从 事 应 
用 数学 的 研究 与 推广 工作 , 收效 极为 丰富 ,影响 甚 为 深远 。 本 文 将 
就 这 些 方面 作 一 些 简略 的 介绍 ， 


t， 


正当 他 年 富力 强 , 风华 正 茂 , 创作 处 于 最 高 潮 的 时 刻 ,中 国 新 
民主 主义 革命 成 功 了 。 中 华人 民 共 和 国 成 立 的 消息 很 快 传 到 了 美 
国 。 他 毅然 放弃 了 伊利 诺 大 学 终身 教授 席位 ,于 1950 年 带领 全 家 
回 到 北京 。 那 时 帝国 主义 封锁 我 们 , 旧 中 央 研 究 院 数学 所 的 图 书 
馆 又 搬 到 台湾 去 了 。 他 就 在 这 个 时 刻 担 当 起 中 国 科学 院 数学 研究 
所 所 长 职务 , 负责 新 建 数学 所 的 重任 .。 在 这 样 艰难 的 工作 与 生活 
条 件 下 ,以 他 为 核心 与 榜样 ,数学 所 上 下 团结 一 致 ,艰苦 工作 ,不 到 
五 年 , 就 初 具 规模 , 涌现 出 一 批 出 色 的 成 果 与 人 才 , 受到 国内 外 的 
高 度 赞 扬 。 这 与 他 卓越 的 领导 是 分 不 开 的 ， 

他 深 知 培养 中 国 青 年 数学 家 的 重要 。 解放 后 , 他 始终 抓紧 这 
项 工作 ,不 仅 向 他 们 传授 数学 知识 和 治学 方法 ,更 注意 教育 他 们 热 
爱 祖 国 和 人 民 , 教 育 他 们 有 良好 的 学 术 品 德 和 作风 . 

他 的 宝贵 治学 经 验 只 有 较 少 一 些 已 写成 文章 发 表 ， 特 别 在 六 
十 年 代 以 后 ， 他 很 少 有 时 间 再 去 撰写 这 方面 的 文章 ， 这 是 很 可 异 
的 ， . 
早 在 五 十 年 代 初 , 他 就 提出 “天 才 在 于 积累 , 联 明 在 于 勤奋 ， 
虽然 他 聪明 过 人 ,但 他 从 不 夺 泡 自己 的 天 分 ,而 是 把 比 “ 联 明 重要 
得 多 的 “勤奋 ”与 “积累 ”看 做 两 把 成 功 的 钥匙 ， 反 复 告诉 青年 人 ， 
要 他 们 学 数学 做 到 “ 举 不 离 手 , 曲 不 离 口 ,经 常 地 锻炼 自己 ， 

当时 他 领导 的 两 个 数论 讨论 班 ,一 个 是 基础 性 的 , 由 他 每 周 讲 
一 次 ,讲义 交 给 学 生 分 别 负 责 仔 细 阅 读 , 反 复 讨论 后 再 定稿 。 田 一 
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个 是 哥 德 巴 兢 问题 讨论 班 ， 由 学 生 软 流 报告 ,每 一 点 疑难 ,他 都 要 
当场 追问 清楚 ,学 生 常常 被 挂 在 黑板 上 下 不 了 人 台 ， 在 节假日 , 他 还 
常 到 宿 合 找 学 生 谈 数学 问题 。 除 此 而 外 ,他 还 领导 了 代数 学 与 多 
个 复 交 数 函数 论 的 研究 工作 ， 对 全 所 的 研究 工作 ,他 都 亲自 过 问 ， 
在 不 到 五 年 的 时 间 里 ， 受 他 直接 领导 而 很 好 成 长 的 学 生 就 有 越 民 
义 ,万 芹 先 , 陆 启 锋 , 效 升 , 王 元 , 许 孔 时 , 陈景润, 吴 方 , 魏 道 政 , 严 
士 健 与 潘 承 洞 等 。 这 些 人 现在 都 成 为 教授 了 ， 是 我 国 数学 界 的 时 
干 , 有 些 已 是 国际 知名 数学 家 。 受过 他 影响 的 数学 家 更 是 不 胜 枚 
举 ， 

其 实 早 在 四 十 年 代 , 他 就 在 昆明 西南 联 大 领导 了 一 个 讨论 班 ， 
在 讨论 班 中 受到 教 益 而 成 为 著名 数学 家 的 有 段 学 复 , 闵 油 物 , 樊 钱 
与 徐 贤 修 等 人 。 

五 十 年 代 中 期 ， 他 又 提出 “要 有 速度 ， 还 要 有 加 速度 >。 所 谓 
“速度 ”就 是 出 成 果 ， 所 谓 “ 加 速度 ”就 是 成 果 的 质量 要 不 断 提 高 . 
这 是 针对 当时 数学 所 已 经 出 了 一 批 成 果 , 有 些 人 有 自满 情绪 , 写 了 
一 些 同 等 水 平 的 文章 。 他 这 一 意见 , 正 是 针对 这 种 倾向 ,鼓励 大 家 
千 万 不 要 自满 , 要 继续 攀登 高 峰 ， 

在 治学 方面 ,他 总 是 不 吃 老 本 ,永远 向 前 看 。 当 他 成 为 世界 著 
名 数论 学 家 时 仍 不 停 步 , 宁可 另起炉灶 ,研究 新 领域 代数 学 与 复 分 
析 。 到 他 老年 时 , 还 勇敢 地 接触 新 的 数学 领域 , 如 近似 积分 与 偏 币 
分 方程 等 。 他 要 大 家 不 要 “ 划 地 为 牢 ”， 要 抓紧 机 会 学 习 别 人 的 长 
处 与 锻炼 自己 。 特 别 他 提出 了 “ 专 ”与 “ 漫 ” 的 关系 。 首先 要 专 ， 使 
研究 工作 深入 , 然后 必须 注意 从 自己 的 专长 出 发 ,向 有 关 方 面 漫 出 
去 ,扩大 研究 领域 . 

十 年 洪 动 中 ，, 受 了 宁 帆 “四 人 攻 ” 的 毒害 , 一 些 人 包括 青年 人 
中 不 良 学 风 颜 为 万 行 。 表 现在 粗制滥造 , 争 名 夺 利 ,任意 吹 喧 ， 这 
些 作风 ， 使 他 深 感 痛心 。1978 年 ， 他 语重心长 地 提出 “ 早 发 表 ， 晚 
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评价 ” 后 来 又 提出 “努力 在 我 , 评价 在 人 ”， 自 然 科学 的 成 果 ， 常 
需 经 时 间 检 验 , 才能 逐渐 清楚 其 价值 , 刚 一 发 表 就 吹 哮 , 本 身 就 是 
违反 科学 的 客观 规律 的 . 

他 对 自己 的 要 求 比 对 其 他 人 更 严格 了 。 当 他 以 古稀 高 龄 到 西 
欧 与 美国 讲学 时 , 他 向 自己 提出 “和 弄 从 必 到 班 门 ”” 意思 是 到 一 个 
单位 去 演讲 ， 最 好 讲 该 单位 专长 的 内 容 ， 这 样 才能 得 到 更 多 的 者 
助 . 

他 深 知 年 龄 是 不 贷 人 的 。 在 1979 年 , 他 指出 : “ 树 老 易 空 , 人 
老 易 松 , 科学 之 道 , 戒 之 以 空 ， 式 之 以 松 ， 我 愿 一 辈子 从 实 以 终 , 这 
是 我 对 自己 的 鞭策 , 也 可 以 说 是 我 今后 的 打算 ,” 

他 正 是 以 “ 实 ” 与 “ 紧 ” 要 求 自己 , 即使 在 卧病 之 中 ,仍然 坚持 工 
作 . 并 且说 ;“ 我 的 哲学 不 是 生命 尽量 延长 ,而 是 工作 尽量 多 做 ,” 


当然 ,能 够 在 华罗庚 教授 身边 工作 ,承受 他 的 身 教 与 言 教 的 学 
生 总 还 是 极 少数 人 。 早 在 五 十 年 代 ， 他 就 注意 发 现 社会 上 的 卓越 
人 才 。 陈景润 就 是 他 发 现 并 推荐 到 数学 所 工作 的 。 他 是 由 于 见 到 
陈景润 对 塔 内 问题 有 些 见解 ， 而 看 出 陈景润 是 一 个 可 造就 的 人 才 
的 。 这 件 好 事情 , 居然 使 他 在 历次 政治 运动 中 受到 错误 的 批判 , 说 
他 重视 “只 专 不 红 ? 的 人 ,使 他 无 法 再 作 推 荐 人 才 的 工作 ， 

他 是 我 国 在 中 学 进行 数学 竞赛 活动 的 热心 创始 人 、 组 织 者 与 
参加 者 。 五 十 年 代 北 京 的 历次 数学 竞赛 活动 , 他 都 参与 组 织 , 从 出 
试题 ,到 监考 , 改 试卷 都 亲自 参加 , 也 多 次 到 外 地 去 推动 这 一 工作 . 
特别 在 竞赛 前 , 他 都 亲自 给 学 生 作 报告 ,作为 动员 。 他 写 的 几 本 通 
俗 读物 < 从 杨辉 三 角 谈 起 ?>、&《 从 祖冲之 的 圆周 率 谈 起 ?>、< 从 和 孙子 的 
(神奇 抄 算 ” 谈 起 ?、< 数 学 归纳 法 ?等 ， 都 源 出 于 当时 的 报告 。 这些 
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报告 不 仅 是 传授 知识 , 富 于 启发 性 ,更 重要 的 是 这 些 报告 都 是 极 好 
的 爱国 主义 教材 . 杨辉、 祖冲之 都 是 我 国 古 代 的 卓越 数学 家 . “ 神 
奇妙 算 ” 是 < 孙子 算 经 > 中 的 光辉 篇 章 . 《数学 归纳 法 > 中 有 一 个 李 
善 兰 恒等式 的 证 明 , 这 还 有 个 故事 ,， 当 匈牙利 数学 家 保 尔 " 吐 朗 来 
北京 访问 时 ， 曾 讲 了 这 个 恒等式 ， 并 用 兰 向 达 多 项 式 等 高 深 知识 ， 
给 出 了 一 个 证 明 。 中 国人 难道 不 能 给 他 们 祖先 提出 的 问题 一 个 数 
学 证 明 吗 ? 他 和 连夜 思考 ,终于 在 与 此 朗 临 别 时 ,给 了 他 一 个 非常 初 
等 、 漂 亮 的 证 明 。 这 些 书 一 版 再 版 , 在 青年 中 广 为 流 传 ， 是 他 们 最 
喜欢 的 课外 书籍 之 一 . 

他 撰写 < 数论 导 引 >、<《 典 型 群 ? 与 < 多 个 复 变 数 典 型 域 上 的 调和 
分 析 » 的 同时 ， 曾 引导 一 些 青 年 人 进入 数学 研究 领域 , 使 他 们 成 为 
很 好 的 数学 家 。 从 1958 年 开始 , 他 到 中 国 科学 技术 大 学 数学 系 授 
课 , 由 王 元 任 助 手 。 他 计划 撰写 四 卷 < 高 等 数学 引 论 >, 作为 近代 数 
学 的 基础 丛书 。 可 惜 只 出 版 了 一 卷 半 ， 手 稿 都 在 十 年 浩劫 中 丢失 
7 了. 

在 教 课 过 程 中 , 他 非常 注意 教学 改革 . 他 提倡 启发 式 教学 , 强 
调 数学 各 分 科 之 间 的 内 在 联系 . 因此 基础 课 统一 成 一 门 课 ， 共 三 
年 半 时 间 ， 这 种 体系 被 称 为 “一 条 龙 "， 他 还 特别 强调 理论 联系 实 
际 。 例如 在 讲 到 用 有 理 数 贯 盈 近 实 数 时 , 当 给 了 实数 ,如 何 构造 有 
理 数 贯 ?他 介绍 了 “ 连 分 数 ”， 连 分 数 在 天 文学 上 的 一 系列 应 用 也 
就 顺带 讲 了 . “数值 积分 “到底 用 到 纯 里 去 ? 我 们 向 地 理学 家 与 地 
质 学 家 请 教 ,学 会 了 不 少 实用 的 有 效 方 法 ,他 从 理论 上 对 这 些 方 法 
加 以 总 结 提高 。 弄 清 了 他 们 之 间 的 关联 与 误差 估计 . 这 些 成 果 总 
结 于 “关于 在 等 高 线 图 上 计算 矿藏 储量 与 顽 地 面积 的 问 题 ” 之 中 ， 
在 中 、 小 学 数学 课 中 , 学 习 的 都 是 “离散 性 的 数学 ”, 但 大 学 一 开始 
学 习 的 微 积分 就 是 “连续 性 数学 。 容易 造成 一 个 错觉 , 即 连续 性 
数学 ” 比 “ 离 散 性 数学 ”更 优越 或 更 能 解决 问题 。 在 文章 “有 限 与 无 
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穷 ， 离散 与 连续 中 , 用 一 系列 生动 的 例子 说 明了 “离散 性 数学 的 
重要 性 , 特别 指出 , 本 来 是 离散 性 的 数学 问题 , 最 好 采用 离散 性 方 
法 来 处 理 . 文章 发 表 后 二 十 年 的 数学 发 展 表明 ， 离散 性 数学 方法 
在 应 用 数学 中 的 重要 性 已 经 日 趋 显 要 。 这 充分 表明 他 当时 的 见解 
是 有 深刻 预见 性 的 。 
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旱 在 五 十 年 代 初 ， 华 罗 庚 教授 就 热情 地 倡议 并 支持 应 用 数学 
的 发 展 , 使 数学 能 更 好 地 为 社会 主义 建设 服务 .数学 所 网 成 立 , 他 
就 建议 并 在 数学 所 中 成 立 电 子 计 算 机 研制 小 组 与 力学 研究 组 ， 为 
我 国 培养 了 这 些 方面 的 研究 上 明王， 他 还 建议 将 微分 方程 与 概率 论 
”作为 中 国 数 学 发 展 的 重点 , 以 此 作为 数学 应 用 的 “触角 ”. 

1958 年 ， 他 倡议 在 我 国 工业 生产 中 ， 推 广 使 用 运筹 学 中 的 数 
学 方法 ,并 亲自 和 他 的 学 生 越 民 义 ,万 哲 先 , 王 元 等 一 起 ,走出 研究 
所 ,到 我 国运 输 部 门 从 事 运 输 问题 中 的 数学 方法 的 普及 工作 .。 推 
广 与 应 用 线性 规划 中 的 数学 方法 ， 一 度 曾 在 北京 市 与 山东 省 形成 
了 群众 运动 。 但 由 于 这 些 方法 使 用 的 范围 有 限 ,计算 也 比较 复 末 ， 
所 以 这 些 方法 在 中 国 至 今 主 要 还 是 在 少数 部 门 ， 例 如 运输 部 门 中 
推广 使 用 . 

早 在 1958 年 ,他 就 倡议 在 制订 国民 经 济 计划 时 使 用 “投入 - 产 
出 法 ， 他 不 仅 宣讲 这 一 方法 ,并 进行 了 深入 的 研究 ， 他 还 讲授 了 
与 这 一 理论 相关 的 非 负 元 素 矩 阵 理论 ， 并 指出 菜 些 理论 上 的 重要 
结果 在 经 济 学 上 的 重要 意义 . 

这 一 期 间 , 他 千方百计 地 探索 着 数学 为 经 济 建设 服务 的 途径 ， 
在 大 哉 数学 之 为 用 ”一 文中 ,他 从 各 个 方面 , 精辟 地 阐述 了 数学 的 
用 途 。 他 又 以 非常 通俗 的 语言 , 在 总 标题 为 “数学 的 用 场 ” 的 一 系 


ee OQ 。 


列 小 品 文中 ,介绍 了 一 些 有 用 的 数学 方法 , 登 在 “人 民 日 报 ” 上 ， 他 
还 提出 近似 计算 多 重 积 分 的 新 思想 ， 他 的 想法 现在 已 发 展 成 为 系 
统 的 理论 , 受到 国内 外 的 高 度 评价 . 

在 中 国 工业 部 门 真正 很 好 地 进行 普及 数学 方法 的 工作 ， 是 
1965 年 重新 开始 的 , 一 直 延 续 到 现在 。 这 段 工作 时 间 最 长 , 工作 
量 最 大 .他 精辟 地 总 结 了 这 些 年 来 从 事 普 及 数学 方法 工作 的 经 
验 。 他 提出 并 解决 了 普及 数学 方法 的 目的 、 内 容 及 方法 。 也 就 是 
他 所 说 的 “三 条 原则 ”， 即 (1) 为 谁 ”(2) 什 么 技术 ? (3) 如 何 推 广 ? 
(为 谁 ?” 是 一 个 指导 思想 问题 。 他 指出 : “无穷 维 空间 对 一 个 数学 
家 来 说 很 引人入胜 ,但 对 工人 来 说 ,他 不 关心 这 一 点 。 他 着 望 尽快 
地 找到 砂轮 或 锡 林 的 平衡 位 置 ， 因 此 搞 普及 工作 ,首先 要 找到 讲 
者 与 听 者 问 的 共同 目标 。 有 了 共同 目标 , 就 能 为 产生 共同 语言 
开道 路 ”( 见 本 选集 “在 中 华人 民 共 和 国 普 及 数学 方法 的 若干 个 人 
体会 ”). 

首先 建立 了 以 华罗庚 教授 为 首 的 普及 数学 方法 小 分 队 ， 他 的 
学 生 陈 德 泉 与 计 雷 为 主要 队员 。 他们 二 人 一 直 跟 他 一 起 东 奔 西 
走 ,协助 他 做 了 很 多 工作 .这 期 间 , 他 的 学 生 李 志 赤 , 那 吉 生 , 裴 定 
一 也 较 多 地 协助 了 华罗庚 教授 的 工作 . 

华罗庚 教授 选择 了 以 改进 生产 工艺 问题 的 数学 方法 为 内 容 的 
“优选 法 ”与 处 理 生产 组 织 与 管理 问题 为 内 容 的 “统筹 法 ”作为 普及 
工作 的 内 容 。 这 两 大 类 方法 又 简称 为 “ 双 法 ”。 在 浩如烟海 的 应 用 
数学 文献 中 , 找 出 适合 中 国 这 样 一 个 有 众多 小 工厂 ,工业 水 平 比较 
落后 的 国家 中 普及 应 用 的 数学 方法 , 而且 又 要 讲 得 通俗 易 懂 ,使 中 
国 广大 的 普通 工人 都 能 听 懂 ， 能 运用 ， 这 本 身 就 是 非常 困难 的 事 . 
为 此 他 撰写 了 < 优选 法 评话 及 其 补充 ?与 《统筹 法 评话 及 补充 ?两 本 
科普 谈 物 , 以 极为 深入 浅 出 的 方式 讲述 了 这 两 个 方法 , 深 受 广大 中 
国 工 人 的 欢迎 。 计算 起 来 , 他 从 事 数 学 方法 普及 所 耗 去 的 精力 与 
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时 间 ， 并 不 少 于 他 作为 第 一 流 的 数学 家 在 纯粹 数学 几 个 领域 进行 
开拓 性 研究 所 耗 的 精力 与 时 间 。， 当然 ,在 近 二 十 年 中 ,他 仍 科 用 点 
滴 时 间 从 事 数 学 理论 工作 . 对 于 他 接触 过 的 应 用 数学 方法 ， 他 总 
是 认真 研究 它们 的 理论 及 严格 的 数学 证 明 。 

从 1965 年 开始 ， 华 罗 广 教授 及 其 小 分 队 到 过 中 国 二 十 多 个 
省 、 市 或 自治 区 的 几 百 个 城市 , 几 千 个 工厂 , 给 几 百 万 工人 及 技术 
人 员 讲 过 课 , 使 他 位 学 会 “优选 法 与 “统筹 法 ， 并 用 于 改进 他 们 自 
己 的 工作 ， 

小 分 队 每 到 一 个 省 , 即 到 一 个 工厂 或 矿山 所 在 地 , 把 全 省 及 外 
省 的 二 百 个 左右 的 同志 集合 起 来 , 举办 约 一 周 的 学 习 班 。 除 三 、 四 
次 讲课 外 ， 都 是 小 组 讨论 。 讨论 的 内 容 主 要 为 如 何 将 “优选 法 与 
“统筹 法 应 用 于 各 人 自己 的 工作 ,或 当地 的 生产 过 程 中 去 。 一 膨 
后 , 他们 即 分 别 奔赴 全 省 各 工业 单位 , 与 名 厂 的 领导 、 工人 师 侍 与 
技术 人 员 结 合 起 来 共同 工作 。 在 这 个 过 程 中 ,华罗庚 教授 总 是 软 
流 到 全 省 各 主要 城市 及 工厂 中 去 亲自 指导 ， 及 时 了 解 一 些 成 功 的 
经 验 及 失败 的 教训 ， 然 后 再 召集 其 他 城市 的 代表 到 茶 工厂 或 矿山 
现场 去 开会 ,学 习 这 些 经 验 , 以 便 进一步 改进 自己 的 工作 ， 因 此 他 
们 的 工作 范围 与 领域 很 广 。 每 到 一 个 省 ,常常 得 到 上 万 项 成 条 , 产 
生 了 巨大 的 经 济 收 益 。 并 能 在 小 分 队 离开 后 ， 自 己 将 “优选 法 与 
“统筹 法 ?用 于 以 后 的 工作 。 

在 各 处 讲 走 搞 应 用 数学 方法 普及 工作 的 时 候 ， 他 常常 在 深夜 
唤醒 他 的 助手 共同 研究 数学 的 理论 问题 ,例如 ,在 乌鲁木齐 ,他 得 到 
了 分 圆 域 独立 单位 组 的 一 些 结果 ; 在 杭州 ,他 得 出 了 用 VY 数 构 造 
伪 随 机 数列 的 方法 ; 在 哈尔滨 时 ,他 得 到 了 用 初等 方法 处 理 哥 德 巴 
苗 问 题 主 项 的 办 法 等 等 。 这些 成 果 痢 成 为 他 在 1979 年 以 后 去 尖 
国 , 法 国 , 联邦 德国 , 荷兰 与 美国 等 讲学 的 内 容 。 他 从 来 认为 理论 
是 基础 ， 他 之 所 以 对 应 用 有 些 成 绩 , 得力 于 他 多 年 的 理论 研究 及 坚 
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实 的 数学 基础 与 修养 ， 

当然 ,普及 数学 方法 的 工作 在 中 国 取 得 这 样 的 成 功 , 与 华 罗 诬 
,教授 本 人 在 中 国人 民 中 曹 有 的 声誉 是 分 不 开 的 。 

华罗庚 教授 将 他 普及 数学 方法 的 宝贵 经 验 总 结 在 他 的 论文 
“在 中 华人 民 共 和 国 普 及 数学 方法 的 若干 个 人 体会 之 中 。 这 一 报 
告 曾 在 第 四 届 国 际 数学 教育 会 议 上 作为 全 会 报告 之 一 ， 这 一 报告 
还 在 伦敦 数学 会 ， 美 国 数学 会 与 西欧 及 美国 很 多 大 学 与 研究 所 报 
告 过 , 受到 高 度 赞 扬 。 目 前 已 根据 这 篇 报告 扩充 成 专著 , 即将 在 内 
尔 克 豪 斯 (波斯 顿 ) 出 版 社 出 版 
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应 该 指出 , 这 三 十 多 年 来 , 他 的 各 项 工作 都 受到 不 应 有 的 干扰 
破坏 , 致使 他 未 能 发 挥 更 大 作用 . 从 1958 年 开始 ,“ 左 ” 倾 思想 与 做 
法 就 不 断 地 冲击 着 数学 界 .。 他 所 领导 的 数论 研究 及 关于 哥 德 书 赫 
问题 的 研究 被 “批判 ”成 “理论 脱离 实际 的 典型 ”, 而 被 扎 解 散 了 ,从 
那 时 开始 , 他 已 无 法 再 继续 领导 数学 研究 所 的 工作 ， 他 倡导 的 数 
学 竞赛 活动 与 撰写 的 介绍 治学 方法 的 文章 ， 都 被 胡说 成 是 所 谓 宣 
扬 “ 封 、 资 、 修 ”的 一 套 , 而 被 迫 中 断 了 这 些 科普 工作 . 

十 年 浩 动 中 ,他 的 家 更 被 “查抄 ”了 好 几 次 ， 手稿 散 失 殉 尽 ,至 
今 没 有 下 落 , 使 不 少 工作 无 法 继续 进行 。 奇 怪 的 是 除 手稿 丢失 外 ， 
其 他 东西 并 不 少 ， 

在 他 从 事 数 学 方法 普及 工作 的 二 十 年 中 ,更 有 种 种 流言 草 语 ， 
甚至 人 身 攻击 。 并 且 有 人 从 中 破坏 ， 企 图 解散 他 领导 的 小 分 队 ， 
以 致 他 在 1975 年 患 了 严重 的 心脏 病 . 

他 的 学 生 也 因此 遭 到 不 同 程度 的 攻击 与 迫害 . 

在 这 种 情形 下 , 即使 在 科研 或 科普 方面 作出 一 点 点 成 绩 来 ,又 
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该 是 多 么 不 容易 啊 ! 
这 一 切 已 经 过 去 了 .党 的 十 一 届 三 中 全 会 给 中 国 带 来 了 美好 
的 前 程 。 我 们 深信 他 在 古稀 之 年 还 会 作出 更 出 色 的 贡献 . 


VAN 

在 这 本 选集 中 ,搜集 的 都 是 正式 发 表 过 的 著作 。 他 还 有 大 量 
未 发 表 的 著作 与 手稿 ， 可 惜 都 在 十 年 洼 劫 中 丢失 了 。 例如 不 少 人 
见 过 的 至 少 就 有 “投入 - 产 出 法 ”与 “运输 问题 中 的 数学 方法 ”手稿 ， 
部 是 1960 年 前 后 写成 的 。 特 别 在 近 二 十 年 中 , 他 从 事 应 用 数学 方 
法 普及 工作 ， 在 各 地 作 了 大 量 生动 而 有 启发 性 的 演讲 ， 都 没有 正 
式 发 表 . “优选 法 ”与 “统筹 法 ”在 工业 生产 中 具体 问题 的 应 用 的 大 
量 出 色 经 验 ,也 没有 写 出 来 。 这 些 材料 都 只 能 在 以 后 陆续 搜集 出 
版 。 
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从 声效 三 角 谈 起 


写 在 前 面 


这 本 小 册子 第 2 页 上 所 载 的 图 形 , 称 为 “ 杨 盗 三 角 ”. 杨辉 三 
角 并 不 是 杨辉 发 明 的 ， 原 来 的 名 字 也 不 是 “三 角 ”， 而 是 “ 开 方 作法 
本 源 ”， 后 来 也 有 人 称 为 “ 乘 方 求 廉 图 "。 这 些 名 称 实在 太古 奥 了 
些 , 所 以 我 们 简称 之 为 “三 角 ”. 

杨辉 是 我 国 宋朝 时 候 的 数学 家 , 他 在 公元 1261 年 著 了 一 本 趾 
做 < 详解 九 章 算法 的 书 ,里 面 画 了 这 样 一 张 图 , 并 且说 这 个 方法 是 
出 于 < 释 锁 算 书 >, 贾 完 曾经 用 过 它 。 但 k 释 锁 算 书 > 早已 失传 , 这 书 
刊行 的 年 代 无 从 查考 , 是 不 是 贾 宪 所 著 也 不 可 知 , 更 不 知道 在 费 完 
以 前 是 否 已 经 有 这 个 方法 。 然而 有 一 点 是 可 以 肯定 的 , 这 一 图 形 
的 发 现在 我 国 当 不 迟 于 1200 年 左右 。 在 欧洲 , 这 图 形 称 为 “ 巴 斯 
加 (Paseal) 三 角 ”。 因为 一 般 都 认为 这 是 巴 斯 加 在 1654 年 发 明 
的 。 其 实在 巴 斯 加 之 前 已 有 许多 人 论 及 过 ,最 早 的 是 德国 人 阿 批 
纳 斯 (Pertrus Apianus)， 他 曾经 把 这 个 图 形 刻 在 1527 年 著 的 一 
本 算术 书 的 封面 上 ， 可 是 无 论 怎样 ,杨辉 三 角 的 发 现 , 在 我 国 比 在 
欧洲 至 少 要 时 800 年 光景 

这 本 小 册子 是 为 中 国 数学 会 创办 数学 竞赛 而 作 的 ， 其 中 一 部 
分 曾经 在 中 国 数学 会 北京 分 会 和 天 津 分 会 举办 的 数学 通俗 讲演 会 
上 讲 过 . 它 的 目的 是 给 中 学 同学 们 介绍 一 些 数学 知识 ， 可 以 充当 


中 本 书 第 对 页 。 


中 学 生 的 课外 读物 . 因此 ,我 们 既 不 锁 进 考证 的 领域 , 为 这 一 图 形 
的 历史 多 费 笔 墨 , 也 不 只 征 限 于 下 代 的 有 头 杨辉 三 角 的 知识 , 而 古 
从 我 国 圳 代 的 这 一 优秀 创造 谈 起 ， 讲 一 些 和 这 图 形 有 关 的 数学 赂 
识 。 由 于 读者 对 和 象 主要 古 中 学 生 , 我 们 不 得 不 把 论述 的 范围 给 与 
适度 的 限制 ， 

我 必须 在 此 感谢 潘 一 民 同 志 ， 本 书 的 绝 大 部 分 是 他 根据 我 的 
非常 简略 的 提纲 写 出 的 ， 


一 ”杨辉 三 角 的 基本 性 质 


我 们 先 来 考察 一 下 杨辉 三 角 里 面 数字 排列 的 规则 .一 般 的 杨 
辉 三 角 是 如 下 的 图 形 : 


1 4 6 4 1 
1 5 10 10 5 1 
1 6 15 20 15 6 1 


第 1 行 ], O71, 四 O%-1, On_1, 四 CO 了 
第 多 十 工行 1, Oi, O%, sooneoes O07, sre ， (2 ， 1 


间 要 站 


这 里 ,记号 C 是 用 来 表示 下 面 的 数 . 


Or nn—1):.…(n—7r+1) 
” r! 


而 记号 w! (同样 7! 和 (mn 一 7) !), 我 们 知道 它 是 代表 从 1 到 % 的 连 
乘积 n(n 一 1) (n 一 2)…3.2.1, 称 为 n 的 阶乘 .学 过 排列 组 合 的 读 
者 还 可 以 知道 , 0; 也 就 是 表示 从 nn 件 东 西 中 取出 7 件 东 西 的 组 合 
数 . 

从 上 面 的 图 形 中 我 们 能 看 出 什么 呢 ? 就 已 经 写 出 的 一 些 数目 


各 5 


字 来 看 ,很 容易 发 现 这 个 三 角形 的 两 条 余 边 都 是 由 数字 二 组 成 的 ， 
而 其 余 的 数 都 等 于 它 户 上 的 两 个 数 相 加 ， 例如 2=1 十 1，8=1 十 
2, 4 一 上 十 3 6 二 8 十 3, …。 其 实 杨辉 三 角 正 就 是 按照 这 个 规则 作 
成 的 。 在 一 般 的 情形 , 因为 


1 《7 一 十 12 一 站 1 rim—i—r)! 
2 一切 加 
六 (9 一人) ! 二 下] 
ni Hr 
7!(n—1)! Cn 


这 说 明了 ,上 图 中 的 任 一 数 On 等 于 它 户 上 的 两 数 Cs-i 和 Oz 的 
和 和 ， z 
为 了 方便 起 见 ， 我 们 把 本 来 没有 意义 的 记号 0? 和 Ox_; 令 它 
们 分 别 等 于 1 和 0, 这 样 就 可 以 把 刚才 得 到 的 结果 写成 关系 式 ， 

] On-1+ On-1= Ox, (7=1, 2, 机 9 ) ， 


而 称 它 为 杨辉 恒等式 .这 是 杨辉 三 角 最 基本 的 性 质 ， 
/ 对 于 杨辉 三 角 的 构成 ， 还 可 
以 有 一 种 有 趣 的 看 法 ， 
如 图 i， 在 一 块 倾斜 的 木板 
上 上 条 上 一 些 正六 角形 的 小 木 块 ， 
在 它们 中 间 留 下 一 些 通道 ， 从 上 
部 的 漏斗 直通 到 下 部 的 长 方 杠 
子 。 把 小 弹子 倒 在 漏斗 里 , 它 首 
乞 会 通过 中 则 的 一 个 通道 落 到 第 
二 层 六 角 板 上 面 , 以 后 , 落 到 第 二 
i 层 中 间 一 个 六 角 板 的 左边 或 右边 
1 的 两 个 坚 直通 道里 去 ， 再 以 后 ， 


它 又 会 落 到 下 一 层 的 三 个 竖 直 通道 之 一 里 面 去 。 这 时 , 如 果 要 弹 
子 落 在 最 左边 的 通道 里 ， 那 末 它 一 定 要 是 从 上 一 层 的 左边 通道 里 
洲 下 来 的 才 行 (1 个 可 能 情形 ); 同样 , 如 果 要 它 落 在 最 右边 的 通道 
里 , 它 也 非 要 从 上 一 层 的 右边 通道 里 落下 来 不 可 (1 个 可 能 情形 ); 
至 于 要 它 落 在 中 间 的 通道 里 ， 那 就 无 论 它 是 从 上 一 层 的 左边 或 右 
边 落下 来 的 都 成 (2 个 可 能 情形 ). 

这 样 一 来 ， 弹 子 落 在 第 三 层 (有 几 个 竖 直通 道 就 算 第 几 层 ) 的 
通道 里 , 按 左 、 中 、 右 的 次 序 , 分 别 有 上 十 2, 工 个 可 能 情形 。 不 难看 
出 ， 在 再 下 面 的 一 层 ( 第 四 层 )， 左 、 右 两 个 通道 都 具有 工 个 可 能 
情形 (因为 只 有 当 弹 子 是 从 第 三 层 的 左边 或 右边 落下 来 时 才 有 可 
能 ); 而 中 间 的 两 个 通道 , 由 于 它们 可 以 接受 从 上 一 层 的 中 间 和 一 
边 ( 靠 左 的 一 个 可 以 接受 左边 ， 靠 右 的 一 个 可 以 接受 右边 ) 掉 下 来 
的 弹子 ， 所 以 它们 所 有 的 可 能 情形 应 该 分 别 是 第 三 层 的 中 间 和 一 
边 ( 左 边 或 右边 ) 的 可 能 情形 相 加 ， 即 是 3 个 可 能 情形 。 因此 第 四 
层 的 通道 按 从 左 到 右 的 次 序 , 分 别 有 1，8, 3, 1 个 可 能 情形 . 

照 同 样 的 理由 类 推 下 去 ,我 们 很 容易 发 现 一 个 事实 ,就 是 任何 
一 技 的 左右 两 边 的 通道 都 只 有 一 个 可 能 情形 ， 而 其 他 任 一 个 通道 
的 可 能 情形 ,等 于 它 左 右 户 上 两 个 通道 的 可 能 情形 相 加 。 这 正 是 
杨辉 三 角 组 成 的 规则 。 于 是 我 们 知道 , 第 n 十 1 层 通 道 从 左 到 右 ， 
分 别 有 工 O01, 02 …, O01 1 个 可 能 情形 . 

我 们 还 可 以 这 样 来 看 上 面 的 结论 ， 如 果 在 倾斜 板 上 做 了 mw 二 1 
层 通 道 ; 从 顶 上 漏斗 里 放下 i 十 QO1 十 C2 十 … 十 Ox-+ 十 1 颗 弹 子 ,让 
它们 自由 地 落下 , 掉 在 下 面 的 n 十 1 个 长 方 框 里 ， 那 末 分 配 在 各 个 
框 子 中 的 弹子 的 正常 数目 (按照 可 能 情形 来 计算 )， 正 好 是 杨辉 三 
角 的 第 n+1 行 ,注意 , 这 是 指 “ 可 能 性 ?而 不 是 绝对 如 此 .这 种 现 
象 称 为 概率 现象 ， 

以 下 我 们 来 讨论 杨辉 三 角 的 一 些 应 用 。 


二 项 式 定 理 


和 杨辉 三 角 有 最 直接 联系 的 是 二 项 式 定 理 。 学 过 初中 代数 的 
人 都 知道 . 
(gag+6b)i=~ag+b, 
(CC 十 0)2 一 02 十 250 十 02 
(g++40)3=@3+ 8 + B60?+03, 
(@+0)4=0t+ dab -二 Ga202 十 4053-H 84， 
这 里 , (4-+0)" 展开 后 的 系数 1，3, 3, 就 是 杨辉 三 角 第 四 行 的 数 
字 。 不 难 算出 (c 十 0) 的 系数 是 工 6, 15, 20, 15, 6, 1， 即 杨辉 三 
角 第 七 行 的 数字 .所 以 杨辉 三 角 可 以 看 做 是 二 项 式 的 乘 方 经 过 分 
离 系数 法 后 列 出 的 表 。 实际 上 , 我 们 可 以 证 明 这 样 的 事实 : 一 般 地 
说 , (C 十 0 的 展开 式 的 系数 就 是 杨辉 三 角 中 第 史 十 [ 行 的 数字 
1, Ol, O2, ..., Or, .., O"-1, 1, 


2 


即 
(g++0)"=a"+no"1d+ Pm Cr-252 4 .. 
上 Cm 1) Ct y 
一 0 十 CC 十 Or-202 十 十 OO0n 0 十 十 0 
这 便 是 有 名 的 二 项 式 和 定理 ， 
要 证 明 这 个 定理 并 不 难 ， 我 们 可 以 采用 一 个 在 各 门 数学 中 都 
被 广泛 地 应 用 到 的 方法 一 一 数学 归纳 法 . 数学 归纳 法 的 用 途 是 它 
可 以 推断 某 些 在 一 系列 的 特殊 情形 下 已 经 成 立 了 的 数学 命题 ， 在 
一 般 的 情形 是 不 是 也 真确 。 它 的 原理 是 这 样 的 : 
假如 有 一 个 数学 命题 ， 合 于 下 面 两 个 条 件 ，(1) 这 个 命题 对 
二 1 是 真确 的 ; (2) 如 设 这 个 命题 对 任 一 正 整 数 见 一 有 一 工 为 真确 ， 
就 可 以 推出 它 对 于 n= 上 也 真确 。 那 末 这 个 命题 对 于 所 有 的 正 整 


* BB 。 


PTDr -二 二 0 


数 nn 都 是 真确 的 . 
事实 上 , 如 果 不 是 这 样 ,就 是 说 这 个 命题 并 非 对 于 所 有 的 正 整 
数 mn 痢 是 真确 的 ， 那 末 我 们 一 定 可 以 找到 一 个 最 小 的 使 命题 不 真 
” 确 的 正 整数 %w， 显 然 m 大 于 1, 因为 这 个 命题 对 n=1 已 经 知道 是 
其 确 的 (条 件 ( 了 D)， 因 此 tw 一 4 也 是 一 个 下 整数 ， 但 mw 是 使 命题 
不 真确 的 最 小 的 正 整 数 , 所 以 命题 对 %=m 一 1 一定 真 多 。 这样 就 
得 出 , 对 于 正 整 数 m 一 1 命题 是 真确 的 , 而 对 于 紧 接 着 的 正 整 数 
命题 不 真确 ， 这 和 数学 归纳 原理 中 的 条 件 (2) 相 冲突 ， 
数学 归纳 法 是 数学 中 一 个 非常 有 用 的 方法 ， 我 们 在 以 后 各 节 
中 还 将 不 止 一 次 地 用 到 它 。 读 者 如 果 想 详细 了 人 解 这 一 原理 和 更 多 
的 例题 ,我 建议 去 读 索 明 斯 基 (H. 0. Cowacgai) 著 的 小 册子 < 数学 
归纳 法 > 外 。 但 我 想 在 这 儿 赣 上 上 一句:， 归纳 法 的 难点 不 在 于 证 明 ， 
而 在 于 坊 样 预知 稍 论 。 读者 在 做 完 归 纳 法 的 习题 以 后 , 试想 一 下 
这 些 习题 人 家 是 怎样 想 出 来 的 ! 
现在 我 们 砚 用 数学 归纳 法 来 证 明 二 项 式 定 理 . 
从 本 和 开头 所 列 兴 出 来 的 而 为 大 家 所 束 知 的 恒等式 (这些 书 
等 式 可 以 把 它们 的 左边 直接 乘 出 而 得 到 证 明 ) 可 以 看 出 ,二 项 式 定 
理 对 于 %==1, 2, 3 的 情形 的 确 是 成 立 的 。 这 全 满足 了 数学 归纳 法 
的 条 件 (1) (其 实 只 要 对 n=1 成 并 就 够 了 )。 另 一 方面 , 假设 定理 
对 任 一 正 整 数 %=k 一 1 成立。 那 末 ,因为 
(gto0)*= (g++b) (g++ 0)* 
~ (a+b) (oliOxr 0 360+ OF A0r 0 二 -DO 一 甘 
= (gr+ Or"lbd + Or idc-rBr 十 …- 十 gx 
+ (gti0+ .+ Orior br .. OIo0r 1 0*) 
—0+ (1+Or or Ot (Oi Or 1 0 ot... 
十 (OF-3+1)o0* 1+o*, 
QD 《数学 归纳 法 >, 高 彻 至 ,中国 育 年 出 版 社 出 版 。 


再 由 杨辉 恒等式 (注意 Cx-1 一 Ok-1 一 1), 便 得 到 . 
(gt+b)*=ar+ Or b+ + Or "b+ tO abet + bY,. 
所 以 条 件 (2) 也 是 满足 的 ， 于 是 我 们 的 定理 用 数学 归纳 法 得 到 了 
证 朋 ， 
顺便 指出 , 由 二 项 式 定理 可 以 得 出 一 些 有 趣 的 等 式 , 例如 ; 
一 《1 十 1)*==1 十 Qi 十 CO2 十 … 十 O* 1 十 14， 
0= (1—1)"= [1+(—1)]” 

一 工 一 CC 十 (一 十 (一 二 CO 十 (一 二 
第 一 个 等 式 说 明 杨 辉 三 角 的 第 nn 十 1 行 的 数字 的 和 等 于 2 而 第 
二 个 等 式 说 明 它 们 交错 相 加 相 减 ， 所 得 的 数值 是 0。 利 用 前 一 式 ， 
我 们 可 以 把 第 一 节 中 图 工 所 表示 的 结论 讲 得 更 清楚 些 ， 如 果 倒 进 
漏斗 的 小 弹子 数 是 2”%， 那 未 掉 在 第 nw 十 1 层 各 框 子 里 的 数目 是 1， 
Cr,，…， Ox，, 1( 注 意 概率 现象 ). 


三 开 方 


杨辉 三 角 在 我 国 古代 大 多 是 用 来 作为 开 方 的 工具 ， 直到 现 
在 ,我 们 在 代数 学 中 学 到 的 开平 方 和 开 立 方 的 方法 , 仍然 是 从 杨辉 
三 角 中 得 来 的 。 

譬如 拿 开 平方 来 说 吧 , 因为 有 等 式 

(g++ 60) =o +2ab+0 = 二 (24+ 6)b, 

所 以 我 们 可 以 把 一 个 数 的 平方 根 分 成 几 位 数字 来 求 ， 先 求 出 平方 
根 的 最 高 位 数 4@, 再 从 原来 的 数 减 去 初 商 4 的 平方 而 得 出 余数 ， 
如 果 原 来 的 数 可 以 表 成 (a+5)? 的 形式 , 那 示 这 个 余数 一 定 能 写成 
(24 十 5b)b 的 样子 .我 们 可 用 2 去 试 除 余数 , 看 看 商 数 是 多 少 , 然 
后 定 出 平方 根 的 第 二 位 数 (次 高 位 数 ) 5 (2 一 定 不 会 大 于 2a 除 余 


QD 这 里 ,十 位 数 二 十 位 数字 X10; 百 位 数 一 百 位 数字 X100; 以 下 类 推 。 


s 1O 。 


数 的 商 )。 假如 (2c 十 02 刚好 等 于 这 个 余数 ， 那 末 原 数 的 平方 根 
就 等 于 (ga 十?); 不然 的 话 ,我 们 又 可 以 把 gc 二 2 当成 原来 的 &, 而 将 
这 一 手续 继续 进行 下 去 ， 
同样 , 如 果 要 求 一 个 数 的 立方 根 , 根据 等 式 
(4+ 0) = +80%0 + 38300?+b° 
: 一 中 十 (80 十 38400 十)b， 
可 以 先 求 出 它 的 最 高 位 数 4， 再 从 原来 的 数 减 去 & 的 立方 而 得 出 
余数 。 然 后 用 3c 去 试 除 余数 ， 定 出 立方 根 的 次 高 位 数 2， 再 从 余 
数 减 去 (3w -32 十 2)D， 如 果 得 到 的 新 余数 等 于 0， 那 末 立 方 根 
就 是 5& 二 2; 不 然 的 话 ， 又 可 以 把 gc 十 8 当成 w 而 继续 进行 这 些 步 
又 . 
失 理 论 上 说 ， 有 了 杨辉 三 角 ， 就 可 以 求 任何 数 的 任意 高 次 方 
根 , 只 不 过 是 次 数 愈 高 ,计算 就 愈加 繁复 守 了 。 下 面 我 们 举 一 个 开 
5 次 方 的 例子 : 
例 求 1419857 的 5 次 方 根 ， 
因为 
(g++b) =o +bo b+100b?+1002D3 + bab os 
: 一 心 二 (50 十 10 十 410c2852 十 Babs+ bs)b, 
所 以 有 算式 ， 
z 10 + 7..(aF+5) 
14,19857 
41, 00000...0 
Gaerne 5X104 一 50000 | 13, 19857 
TI0c30… :.…..10x103x7=7?0000 
100252。……， 10 x 102x 人 一 49000 
5CQB3…………: Sx10x7—=17150 
i! 


bat+i0abTt+ 10052 
+ 5ab3 +t 6 sorrento 188551 | 13,19857.…(5a4 十 10a30D 十 10a202- 5a03+ 54) 5, 


于 是 得 出 /1419857 = 17. 


四 ”高 阶 等 差 级 数 


大 家 都 知道 ， 如 果 一 个 级 数 的 每 一 项 减 去 它 前 面 的 一 项 所 得 
的 差 都 相等 ,这 个 级 数 就 叫做 等 差 级 数 . 但 对 于 某 些 级 数 而 言 , 这 
样 得 出 来 的 差 并 不 相等 , 而 是 构成 一 个 新 的 等 差 级 数 , 那 末 我 们 就 
把 它们 叫做 二 阶 等 差 级 数 . 列 成 算式 来 说 ,二 阶 等 差 级 数 就 是 满 
足 条 件 
(as 一 ga) 一 (aa 一 0i) = (gt 一 Ms) 一 (as 一 Ca) 一 … 
一 (oa 一 br-1) 一 (Cn 1 一 Go-3) 一 … 
的 级 数 , 而 这 里 的 ci，cs，…，9an 分 别 是 这 个 级 数 的 第 工 第 2，…， 
第 多 项 。 同样 ， 如果 一 个 级 数 的 各 项 同 它 的 前 一 项 的 差 构成 一 个 
二 阶 等 差 级 数 , 便 叫做 三 阶 等 差 级 数 . 这 个 定义 很 自然 地 可 以 推 
广 到 一 般 的 和 情形， 设 7 是 一 个 正 整 数 ， 所 谓 7 阶 等 差 级 数 就 是 这 
样 的 级 数 ， 筷 的 各 项 同和 它 的 前 一 项 的 差 构 成 一 个 了 一 芋 阶 等 差 级 
数 。 二 阶 以 上 的 等 差 级 数 我 们 总 称 高 阶 等 差 级 数 . 
高 中 程度 的 读者 都 熟悉 求 等 差 级 数 的 和 的 公式 .本 节 的 任务 
就 是 利用 杨辉 三 角 来 讨论 一 般 的 高 阶 等 差 级 数 的 和 ， 
我 们 先 从 以 下 的 一 批 公 式 入 手 .: 
1 十 十 十,… 十 = 二 %， 


j 十 2 十 3 十 … 十 (n% 一 1) = n(n), 
1 二 38 二 6 十 …… 二 到 一 TD (n-2) 一 二- n(n 一 (nm 一) 
1 二 4 十 10 二 十 本 Oo 一 DO 人 人 -3) 


= 地 n(n) (n-2) (n—3), 


| 


一 般 性 的 公式 可 以 猜 到 应 当 是 ; 
(二 CH 十 Cr 十 十 Oo 一 Oo , (n>7). (1) 
十 面 列 举 的 式 子 分 别 是 7=0, 1, 2, 3 的 情形 ， 
这 些 恒等式 的 正确 性 可 以 从 杨辉 三 角 中 直接 看 得 出 来 .因为 
杨辉 三 角 的 基本 性 质 是 . 


1 
其 中 任 一 数 等 于 它 左 右 遍 1 
一 个 确定 的 开始 ， 它 1 
是 它 左 右 肩 上 的 二 数 的 1 fF 省 1 


和 ; 然后 把 左肩 固定 ,而 考  ， 和 人行 
虐 右 肩 ， 它 又 是 它 的 左右 ， 7 1 
肩 上 的 二 数 的 和 .这 样 扒 
上 去 , 总 是 把 左肩 固定 , 而 对 右 肩 运 用 这 个 规则 , 最 后 便 得 出 ， 从 
一 数 的 “ 左 户 ” 出 发 ,向 右上 方 作 一 条 和 左 针 边 平行 的 直线 ,位 于 这 
条 直线 上 的 各 数 的 和 等 于 该 数 . 如 果 选 择 杨 次 三 角 的 第 n+1 行 
的 第 > 二 个 数 作为 开始 的 数 , 那 末 这 里 的 结果 正 就 是 我 们 所 要 证 
明 的 恒等式 (1) .图 中 所 举 的 例子 是 
10=4 二 6=4+ (83+8) 一 4 二 [3 十 (2 十 1)]， 

即 得 1 十 2 十 8 十 4 二 410. 

用 数学 归纳 法 来 证 明 恒等式 (1) 也 是 不 困难 的 ,不 过 得 首先 说 
明 一 点 ， 在 数学 归纳 原理 中 ， 如 果 把 条 件 (DD 中 的 nw=i 改 成 n=a 
(a 是 一 个 确定 的 正 整数 )， 而 条 件 (2) 对 于 任 一 大 于 的 正 整 数 都 
适合 ， 那 末 同 样 可 以 证 明 命题 对 于 所 有 大 于 或 等 于 w 的 正 整数 m 
都 是 真确 的 (我 们 让 读者 去 补 出 详细 的 证 明 ). 

现在 我 们 就 在 作 了 这 样 说 明 的 基础 上 来 对 恒等式 (DD) 中 的 nn 
施行 归纳 法 ， 当 m=7 十 时，( 了 式 的 左边 是 二 而 右边 是 0!#1= 
1, 所 以 是 真确 的 ， 又 假定 (四 式 对 mw 一 丰 (> 人 门 真 确 , 即 


Cr 十 OCT 十 二 OO 
那 末 束 有 
CrtOrat dO it Or = OF + Or; 
再 由 杨辉 恒等式 ， 上 式 的 右边 又 等 于 CU1， 所 以 推出 (四 式 对 于 
一 Kk 十 1 的 其 确 和 性。 这样, 归纳 原理 的 两 个 条 件 部 已 满足 , 于 是 可 
以 断言 , (1) 式 对 于 所 有 大 于 7 的 正 整 数 % 都 是 成 立 的 ， 
依据 同一 原则 ,还 可 以 把 (1) 式 的 证 明 写 成 
Cr 十 Of 十 Or 十 十 CI 十 CO 1 
= Crt1i+ (Cri2— OF1) 十 《05 有 一 CH 有) 十 … 
+ (O%t1— O13) 二 (Co 一 CH 


=—OTi 
为 了 便于 记忆 , (1D) 式 也 可 以 改写 成 为 
Cr 十 Cr 十 (Cr 十 二 CO (2) 


在 7=1, 2, 3 的 情形 ,这 了 可 分 别 是 等 式 
1 十 2 十 3 十 … 十 m 一 总 n(n 二 二)， 
L3464 tnt Dnt1) (nt2), 
1 十 4 二 10 十 … 十 二 n (rat 1) (+2) 
= nni+1) (nt2) (nt+3)., 
读者 试 证 ，(2) 式 是 一 个 7 阶 等 差 级 数 . 
有 了 这 些 公 式 ， 我 们 就 能 够 研究 一 切 高 阶 等 差 级 数 的 问题 ， 
在 未 讨论 一 般 情 形 之 前 , 先 举 几 个 例子 ， 
例 工 求 等 差 级 数 的 前 nm 项 的 和 . 
以 a 为 首 项 和 以 4 为 公差 的 等 差 级 数 的 一 般 项 是 a 二 (k 一 
1)a, 根据 上 面 已 有 的 公式 ,就 有 


+ 1 和 » 


十 (十 oO) tet20 t+ (gt+n 10) 
一 Q( 十 1 十 十 … 十 1) 十 4(1 十 2 十 … 十 n 一 1) 


n 个 
1 1 ,oo 
一 00 十 可 n(n—1)d= n(28n—i0), 


这 个 结 采 是 我 们 记 熟 知 的 . 
例 2 求 二 十 2 十 委 十 … 十 吕 的 和 . 


把 及 写成 为 3. 地 (6 一 1) 二, 而 一 般 项 为 和 Mb 一 和 的 


级 数 是 已 有 公式 可 以 求 和 的 , 所 以 
二 十 到 十 3 十. 十 2 


=2(0+1+3+6+.… TT) (Lt8+ + 
1 1 
一 2 二 人 一 1 n(n 1) 十 可 n(n 二 1) 


-二 n(n 二 1) (2nTi+1), 


例 3 求 卫 十 23 填 3 十 … 十 中 的 和 @， 


把 如 写成 为 6: 二 bp 一 1)(% 一 2)++6: 志 hh 一 1 二 如 以 
于 2 一 了 (2 一 3)， 喜 b(h 一 1)， 为 一 般 项 的 级 数 部 包含 在 已 有 
的 公式 里 ,所 以 


个 十 33 十 吾 十 .十 9 这 


6. 二 (一 2 一 Tan 十 
十 台 。 去 Co 一 1)n(n 十 二 ) 十 n(nt1) 


Q@ 求 这 个 和 的 公式 , 在 我 国 元 代 的 数学 家 朱 世 杰 所 著 的 《四 元 玉 鉴 3 一 书 《1203 
) 中 便 已 发 现 , 比 西 详 最 旱 得 出 这 个 公式 的 德国 数学 家 来 本 尼 兹 《Leipbniz) 要 早 二 日 
多 年 ， 


。« 15 。 


4 
_1 
4 


一 nn+t+1)[m—1)(n—2)+4m—1)+2] 


n(nt1)nnt1)= = n(n+1) | 


由 此 可 砚 ， 


二 2 二 人 十 十 拉 一 《1 十 2 十 8 十 … 十 mW)” 

由 上 面 的 几 个 例子 很 容易 看 出 , 要 求 一 个 级 数 的 和 , 可 以 先 把 
它 的 一 般 项 用 公式 中 诸 级 数 的 一 般 项 表 出 来 , 再 分 别 用 公式 求 得 . 
很 自然 地 会 发 生 这 样 的 疑问 ， 对 于 任何 一 个 以 的 多 项 式 为 一 版 
项 的 级 数 , 这 种 表 法 常 是 可 能 的 吗 ? 如 果 可 能 的 话 ,又 人 怎样 求 出 它 
的 表示 式 呢 ? 这 恕 是 在 下 面 两 节 中 要 解决 的 中 心 问 题 ， 
我 们 先 引 进 一 些 新 的 概念 . 


五 差分 多 项 式 


定义 1 如 果 f(w) 是 的 多 项 式 , 那 末 多 项 式 
f+1)—f(r) 
级 差分 ,用 4f(w) 表示 它 ; 所 以 


你 为 fo) 的 差分 ,用 4f(%) 表 示 它 。4f(w) 的 差分 叫做 下 (%) 的 二 
A4f(%)=ALf (s+1)—f (2)] 


=f (z+2)—2f(%+1) +f (2). 
又 用 人 4f(w) 表示 全 f(w) 的 差分 ,叫做 Fa) 的 三 级 差分 ; 显然 有 
Af(r)=f (s+3) —3f(2+2)+3f (z+1)—f(%). 
一 般 地 ,我 们 定义 了 (2) 的 级 差分 小 Fa 是 它 的 7 一 1 级差 
分 4' 下 (ww) 的 差分 ， 
个 难 证 出 ， 


SFT)=f LT+r) ~—Olf+r—1) 
t+Orf(v+7—2)—…+(—1)f()., 


(1) 


要 证 明 这 个 公式 可 以 用 数学 归纳 法 。 我 们 已 知 这 个 公式 当 7=1， 
2, 3 时 都 丰 确 ， 假 定 它 对 7=£ 一 二 仍 真 确 , 即 
Htf (2) =f (w+h—1) —Ot 1f (w+k—2) 
TOrAAf (LtE—3) oi (—1)*f(%), 
那 末 根据 定义 得 出 ， 
个 Fo = MATL (8)) 
= [f(s+h) -O81f (otE—1) 
十 Ci (wth—2) ot (1)" ft1)l 
[fwtk—1) Ol f(tk2) + 
+ (—1)*20-2f (ot1) + (—1)*1f(0)1, 
合并 和 祖 同 的 项 , 由 杨辉 恒等式 立 得 
kf (wv) = fr Ek) — Of (wt Em1) +O2f wt Ek—2) 
一 十 (一 1])* OF f(z+1D) + (~—1) °F (2%). 
所 以 (了 ) 式 对 于 任何 正 整 数 7 都 是 真确 的 . 

如 果 f(w) 是 一 个 nm 次 多 项 式 , 那 末 4f lz) 是 一 个 (m 一 1) 次 多 
项 式 ; 再 依次 推 下 去 , 就 知道 4?f (x) 是 一 个 常数 ， 因 此 , 恕 条 7 二 
%， 那 末 小 f(z) =0， 从 这 里 还 很 容易 看 出 如 下 的 事实 : 以 6 有 的 mm 
次 多 项 式 f(8) 为 一 般 项 的 级 数 

f OO TAD +FO + + nL) +f nm) 
是 一 个 mw 阶 等 差 级 数 ( 只 须 注意 f(8) 的 差分 是 级 数 的 第 &+2 项 
利 第 £5 十 项 的 差 )， 
读 省 试 算出 ， 
Mrign—m! [wt (mo—1) | Miram! 
定义 多 多 项 式 


P,(w) = 01). ( 一 大 十 工 )， bl; Po(w)=1, 


称 为 次 差分 多 项 式 . 
当 ww 是 一 个 大 于 或 等 于 的 正 整 数 % 时 ， 
Pn) = 0O%, 
这 是 一 个 整数 ; 当 % 是 一 负 整 数 一 m 时 ， 


Pi(—m) = (Dr th mt mm 


一 《一 1) EO 
也 是 一 个 整数 ; 当 vz 一 0, 1, ,kh k—1 时 ， 
Pr(z) =0. 


显然 有 : 
EY — Pr(2) 


| 


a 


~ [Coto (0 一 下 十 2 一 2 一 二 (0 一 天 十 二 
(2 i) (0 一 8 十 2) [zi (wv—k+1)] 


(0 一 二 (CC 一 8 十 2)， 


POP 


这 是 杨辉 恒等式 的 推广 , 也 是 差分 多 项 式 的 基本 性 质 。 


让 ! 
即 


(2) 


差分 多 项 式 的 另 一 性 质 是 ， 当 % 取 任 一 整数 值 时 ，Prx(42) 也 
是 整数 。 因 此 显然 有 :， 如 果 xk， Gj-1,*''*， U0 都 是 整数 ， 那 未 当 z 


取 整 数值 时 , 多 项 式 
f 2) 一 azPr(e) 十 az PP (2) Ft+ a Pi(%) 十 Go 


(3) 


也 取 整 数值 ， 具 有 这 种 性 质 的 多 项 式 称 为 整 值 多 项 式 (例如 任何 
以 整数 为 系数 的 多 项 式 都 是 整 值 多 项 式 ). 我们 现在 进一步 去 证 


了 明 , 任 一 个 大 次 整 值 多 项 式 一 定 可 以 表 成 为 (3) 的 形式 ， 
先 证 明 ， 任 一 个 万 次 多 项 式 可 以 表 成 为 


二 全 


f (2) =ox Pi T+or Pr (0 十 … 十 adPio) 十 co， (4) 
这 里 的 or，ox-1 …，oo 不 一 定 古 整数 ， 
要 证 明 这 一 点 并 不 困难 ,因为 我 们 可 以 这 样 定 出 ax, 使 f(%) 
一 xPx(z) 成 为 低 于 次 的 多 项 式 ; 这 样 陆续 减 去 , 即 得 所 求 .， 说 
得 更 严格 一 点 ， 可 以 用 数学 归纳 法 ， 当 f(z) 是 一 个 1 次 多 项 式 
时 , 由 于 f(z) =ow 十 B 二 aPi(z) 十 B, 这 个 结论 显然 是 对 的 .再 假 
定 任 一 个 (一 次 的 多 项 式 都 可 以 表 成 为 (4) 的 形式 ， 那 末 ， 设 
fw) 的 澡 的 系数 是 a， 显 然 了 (2) 一 BlaPr(%) 是 一 个 (8 一 二 次 的 
多 项 式 ， 于 是 
f (2) 一 上 IaPr(OD) =0_1Pr1(%) 十 十 oO) 十 oo， 
移 项 并 令 8&lau 一 oz， 即 得 ( 务 式 ， 
若 (4 是 整 值 多 项 式 , 以 z=0 代入 , 即 得 f(0) =oo 是 整数 ; 再 
以 z= 二 代入 ,得 f(1) 一 Qi 十 ao 是 整数 ,所 以 oi 是 整数 .而 
f (2) 一 ao 一 oo) 
~—owPxr(m) 十 oz) TT P(r) 
也 是 整 值 多 项 式 ， 又 以 4=2 代 入, 可知 oo 是 整数 .再 人 研究 整 值 
多 项 式 
f (2) 一 ao 一 adPi(2) 一 ca (2) 
~—QxPy (2) + ox_1Px_1(2) 十 … 十 ass(o)， 
以 2 一 3 代入, 可知 ws 也 是 整数 ,依照 这 个 法 则 继续 进行 , 可 得 所 
有 的 系数 oo, 41， …，, ow 部 是 整数 
有 了 表示 式 (4)， 要 求 以 次 多 项 式 fo) 为 一 般 项 的 高 阶 等 
差 级 数 的 和 就 很 容易 了 . 事实 上 , 如 本 
Fo) =arPr 2) +or Pr-1(%) + "+o Pi(%) To, 
根据 上 一 节 中 已 经 证 明了 的 一 系列 “标准 高 阶 等 差 级 数 的 公式 
(注意 当 m 关 pr 时 , Prm) 一 Om 当 mw<7 时 , Py(m) 一 0)， 吏 有 
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f (0) +FD +F D+ + fn) 
一 0 有 1 多 十 二) ariDx(nt+1)+: 
十 orPa(n 十 4) 十 ao(a 十 工 ) 
最 后 还 剩 下 一 个 问题 ， 就 是 : 任何 一 个 高 阶 等 差 级 数 的 一 般 
项 是 不 是 常常 能 够 表 成 为 一 个 多 项 式 ? 运用 本 节 所 介绍 的 知识 ， 
这 一 点 是 不 难 证 明 的 , 我们 把 它 留 给 读者 作为 一 个 习题， 


六 逐 差 法 
我 们 已 经 证 明了 任 一 多 项 式 f(%) 可 以 表 成 为 
f (8) =oxPr(T) Tor_1iPr_i(2) + +or P(r) 十 oo， (1) 
但 是 如 时 按照 证 明 中 所 用 的 方法 去 实际 计算 co, 01,…, ox， 于 还 
是 一 件 相 当 麻 烦 的 事 。 现 在 我 们 给 出 一 个 比较 简便 的 办 法 ， 直 接 
显然 (0) =ao， 作 (1) 的 差分 , 由 推广 的 杨辉 恒等式 得 到 : 
Af(%) =aorPr_ 182) 十 oz Pr2(t) 十 十 ae 有 (2) + oo, 
命 z 一 0， 那 末 有 : 
(Af (co) )c=o 一 od 
也 殉 古 f (1) —f (0)=a., 
辐 梓 因 为 
Lf 2).= ACAF OE)) = on Pr aT) + + os Pi(w) 二 as， 
所 以 (Lf (0)) sz0=f (2) —2f CD) +f (0) =0. 
这 样 一 直 做 下 去 ,不 难得 到 . 
(Sf) ) os0=f(7) —Orf 7—1)+Orf(r—2) 
(了 = (r=1, 2, 0, hb). 
因此 ,关于 如 何 具 体 算出 oo, 0 ,，…', ax,， 有 以 下 的 方法 先 把 
f(0), 了 (1)， 了 (2),…，, (EL) 的 数值 写 下 ,再 求 后 项 减 前 项 的 差 值 ， 


es RO ee 


于 是 得 出 (2D) 一 了 (0), 了 (2) 一 A(1)，…, FE) 一 fl5 一 1); 又 求 这 
些 莽 值 的 后 项 减 前 项 的 差 值 , 等 等 .从 而 得 出 如 下 的 逐 差 表 ， 
f(0), fF(1), f(2), f (3), :…, f(b—1), fF) 
f 1) ~—f(0), f 2) —f(D), f63)—f C62), .…, Fh) —f Eh—1) 
f (2) —2f(1) —f60), », GD —2f (Ek—1) +f (EE—2) 


fk) — Orf (FR—1) tOrf ER—2) —:… + CC—1)*f(0) 
于 是 oo 是 上 表 中 第 一 行 最 左边 的 数字 ，w 是 第 二 行 最 左边 的 数 
字 , 等 等 . 
例如 知 f(z) =w?， 那 未 上 面 的 表 变 成 
0, 1 8, 27 


历 以 得 出 ; 
na 一 0.1 荆 1.0 十 6. 了 人 一 二 6. 一 功 (n—2) 
2 6 ’ 


这 正 是 第 四 节 中 例 3 的 情形 . 
从 本 节 的 结果 还 可 以 看 出 ， 如 果 一 个 次 多 项 式 对 于 连续 己 
十 1 个 整数 都 取 整 数值 , 那 末 它 就 是 一 个 整 值 多 项 式 ， 


七 推 深 术 


高 阶 等 差 级 数 的 一 个 重要 应 用 是 所 谓 堆 坷 问题， 在 西洋 又 叫 
它 做 “ 积 弹 ”， 现 在 举 几 个 我 国 古 代数 学 家 所 做 的 问题 作为 例子 . 

例 工 宋 , 沈 括 , 1080~1094) ”酒店 里 把 酒 坛 层 层 堆积 底层 排 
成 一 长 方形 ; 以 后 每 上 一 层 , 长 和 宽 两 边 的 坛子 各 少 一 个 , 这 样 堆 


® Zi1 =。 


成 一 个 长 方 侣 形 ( 图 2)。 求 酒 坛 的 总 数 ， 
设 底层 的 长 和 筑 两 边 分 别 皖 g 和 个 坛 
十 , 义 设 一 共 堆 了 mn 层 . 那 末 , 酒 坛 的 总 数 
S=ab+ (a—1)(6—1) 
二 (CE 一 2)(8 一 2) 十 … 
十 《& 一 名 十 十 ) (6 一 nn 十 1). 


因 为 
(《c 一 站 十 十 ) (CO 一 有 十 二 一 大 一 (CC 十 六 士 2) 天 十 (CC 十 二 (8 填 寺 ) 


=2|5k%—D)| (otb+1). 
二 (g++1) (0+1). 
由 第 四 节 的 高 阶 等 差 级 数 的 基本 公式 , 立刻 得 出 ， 
S— Sn+l)n(n—1) 


一 二 (a+b + (ntDnt (tl) (b+1)n 
— Ena ~—3(a+b+1)nt+6ab+34+6+1]. 


特别 是 如 果 4=5 一 n, 那 末 所 堆 成 的 “ 埃 叫做 “正方 吉 .这 
时 的 总 数 驳 是 
1 十 2 十 33 十 … 十 o2 一 喜 n(n 二 1)(2n 二 1)， 


例 2( 宋 ,杨辉 , 1261) ”将 圆 弹 堆 成 三 角 吉 ， 瓜 层 是 每 边 1% 的 
三 角形 , 向 上 逐 层 每 边 少 一 个 , 顶层 是 一 个 ， 求 总 数 ， 
根据 第 四 节 的 公式 ,很 容易 算出 总 数 | 
S=1 十 (1 十 2) 十 (十 2 十 3) 十 … 十 (1 十 2 十 …' 十 %) 


13 十 6 七 … 十 到 mn 十) 


- 亏 n(n 二) (% 十 2)， 


例 3( 元 , 朱 世 杰 , 1303) ” 撤 星 形 ， 由 底层 每 边 从 二 个 到 nn 个 
的 m 只 三 角 翅 集合 而 成 (图 3) ， 求 总 数 ， 
根据 上 例 的 绊 果 , 得 出 总 数 
S=1(LT3) 二 (EL 十 3 十 6) 十 … 


+|1+3T6 十 … 十 喜 nn 二 DT 
-14T10 上 +，… 十 下 n(n+1) (2 十 2) 


= -元 0(% 十 区 十 2 (9 十 38) ， 


例 和 4 食品 铅 头 若干 个 , 堆 成 六 角 翅 :顶层 是 一 个 , 以 下 各 层 
都 是 正六 角形 ， 每 边 递 增 一 个 (图 4)。 设 底 
层 每 边 是 nn 个 . 求 总 数 ， 

先 算出 底层 铅 头 的 个 数 S， 这 种 方法 我 
国 古代 叫 " 束 物 术 .事实 上 ,底层 的 抬头 除 中 
心 的 一 个 外 ， 其 余 的 构成 一 个 公差 是 6 的 等 
差 级 数 , 它 的 首 项 是 6( 即 围 比 中 心 的 6 个 2 末 
项 是 6(n 一 4)( 即 最 外 一 层 镀 头 的 数目 ). 所 以 

S’'=1++6+12 二 +.…+6(n—1) 
一 二 十 6[ 任 二 2 十 … 十 (n 一 十 )] 
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z =1+8n(n—1),. 
村 是 得 出 铅 头 的 总 数 


¢ 2 。 


S=1+(i+83.2.1) 十 (十 8.3.2) 
十 (1 十 3.4.3) 十 … 十 夺 十 Sn 一 力 ] 
一 (1 十 1 十 i 十 … 十 4) 十 3[2:1 十 3:2 
十 4.3 十 … 十 n(n 一 1)] 


加 呈 n(n—1) 
-n+6 (1+3+6+ 二 人) 
一 nn 二 一 了 nn 十 1) 一 咏 (十 92 一 工 ) 一 9 。 


读者 试 求 出 : 当 顶 层 不 是 一 个 而 是 每 边 是 各 个 的 正六 角形 时 ， 
馈 头 的 总 数 是 多 少 ， 


八 混合 级 数 


我 们 已 经 对 高 阶 等 差 级 数 作 了 研究 ， 在 中 学 的 代数 课程 里 
面 , 我 们 还 学 到 过 男 一 类 很 重要 的 级 数 一 一 等 比 级 数 。 所 谓 等 比 
级 数 , 就 是 级 数 中 的 每 一 项 和 它 的 前 一 项 的 比值 等 于 一 个 常数 , 我 
们 把 这 个 常数 叫做 这 个 级 数 的 公 比 。 如果 已 经 知道 了 一 个 等 比 级 
数 的 首 项 和 公 比 , 就 能 求 出 它 的 任 一 项 以 及 它 的 和 。 例 如 

So = 二 1 十 zz 十 他 十 …' 十 w+ 
是 一 个 公 比 是 z 的 等 比 级 数 。 要求 它 的 和 So, 可 以 将 上 面 级 数 中 
的 每 一 项 磁 以 w, 得 到 

ZNo 一 2 十 妇 十 人 十 ,十 9; 
从 So 减 去 2So, 有 

(一 2) 8o 一 工 一 必 。 
如 果 % 关 1， 从 上 式 就 得 到 
S 一 工 一 2 


工 一 
把 高 阶 等 差 级 数 和 等 比 级 数 结合 起 来 加 以 考虑 ， 很 目 然 地 会 


a 芝 » 


引导 出 这 样 的 问题 ， 如 果 Jo) 是 一 个 天 次 多 项 式 ,我 们 能 不 能 天 
出 级 数 

f0)+f DvTf OP 1) 0" 
的 和 呢 ? 


回答 是 肯定 的 . 
和 前 面 的 第 四 节 一 样 ， 我 们 可 以 先 来 考虑 以 下 一 些 特殊 级 数 
的 和 


D1 一 工 二 20 十 322 二 ，.， noel 


Sos=1+3w+6w + .。 十 nntl)er 


3 一 工 十 42 十 10 人 十 … 十 n(nt1) CE DE 


生 


一 CT 十 OO 十 Ora08 十 十 Or 12 
如 果 “= 荆 那 末 它们 正 就 是 我 们 在 第 四 节 中 讨论 过 的 高 阶 等 差 级 
数 , 因而 在 以 下 的 讨论 中 ,我 们 总 假定 % 天 1. 
求 和 数 S1，Ss，Ss,… 的 方法 , 和 和 上面 求 So 的 方法 是 类 似 的 ， 


因为 
2 一 和 十 202 二 303 十 -二 000. 


所 以 侍 一 3 一 工 十 Y% 十 吧 十 十 狠 一 22 一 Bo 一 na 
于 是 根据 So 的 结果 , 得 到 


用 同样 的 办 法 又 很 容易 算出 ， 
(1—w) Ss= S81— 3 nt 
从 而 得 到 
Sa — I —n Ty n(nt1) -人 


和” 有 与 8 


这 样 依次 算 下 去 ， 只 要 知道 求 和 数 Si 的 公式 ， 就 可 以 把 和 
数 9r 算出 来 。 于 是 对 于 上 面 的 一 些 特殊 的 混合 级 数 , 我们 的 问题 
算是 解决 了 . 

再 根据 第 五 节 的 结果 ， 任 一 个 下 次 允 项 式 帮 oO) 总 可 以 表 成 
为 

f(Y) =anPi(Y) FT oriPr-2(Y) T+ TP (YY) + a, 

这 里 了 (9Y) 是 4 的 7 次 差分 多 项 式 .， 因此 由 差分 多 项 式 的 人 性质 ， 
一 般 的 混合 级 数 也 可 以 求 和 . 


九 ”无穷 级 数 的 概念 


以 上 我 们 所 讨论 到 的 都 只 是 有 限 项 的 级 数 ,但 是 在 有 些 时 候 ， 
和 翌 别 是 在 高 等 数学 中 ， 更 重要 的 却 是 当 级 数 的 项 数 % 增 加 到 无 穷 
时 的 情形 . 
试 以 等 比 级 数 为 例 . 我 们 已 经 知道 
1 — 2%” 


1 十 ww 十 十 … 十 2* 于 二 Tr (2 天 工 ); 


如 果 一 1<w<1, 那 末 当 % 变 得 很 大 的 时 候 ,2 变 得 很 小 而 非常 接 
近 于 0， 从 而 级 数 的 和 非常 接近 于 一-， 这 时 我 们 就 说 ; 无 穷 级 
ni 


1 十 多 十 他 十 … 十 2 十，… 


是 收敛 的 , 而 且 它 的 和 就 是 -= 

一 般 地 说 , 一 个 无 穷 级 数 的 项 是 依 某 一 规则 排列 的 ; 如 果 它 的 
前 面 任意 有 限 项 的 和 随 着 项 数 的 无 限 增 大 而 非常 接近 于 一 个 确定 
的 数目 , 那 末 这 个 无 穷 级 数 就 叫做 是 收 化 的 ,而 这 个 确定 的 数目 就 


是 它 的 和 ， 
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从 上 面 的 例子 还 可 以 看 出 ， 如 果 一 个 无 穷 级 数 的 项 和 变数 z 
有 关 , 那 末 为 了 保证 这 个 级 数 是 收敛 的 , 需要 把 z 限制 在 一 定 的 范 
围 之 内 .事实 上 , 假如 例子 中 的 xz 大 于 1 或 小 于 一 1, 于 是 当 %% 愈 
来 愈 大 的 时 候 , on" 也 随 之 愈 来 您 大 。 这 时 级 数 的 和 就 不 再 接近 于 
一 个 确定 的 数目 , 而 趋向 于 无 穷 了 ， 

关于 无 穷 级 数 的 概念 ,在 我 国 古 代 的 著作 中 就 已 经 有 了 。 例 
好 在 公元 前 300 年 左右 我 国光 名 的 哲学 家 庄 周 所 闭 的 < 庄子 :天 下 
第 三 十 三 篇 > 里 面 , 就 有 “一 尺 之 标 , 日 取 其 半 , 万 世 不 竟 ” 的 说 法 . 
翻译 成 白话 就 是 ， 一 根 一 尺 长 的 杖 , 今天 取 它 的 一 半 , 明天 取 剩 下 
的 杖 的 一 半 ， 后 天 再 取 剩 下 的 杖 的 一 半 ，…… 这 样 继续 下 去 , 总 没 
有 取 完 的 时 候 。 我 们 可 以 把 这 件 事 列 成 数学 式 子 ,， 那 来 所 取 极 的 
总 长 是 无 穷 级 数 

1 3 1 


二 二 各 二 十 坟 十 *… 


的 和 。 这 是 一 个 公 比 是 5 的 等 比 级 数 , 由 前 面 的 公式 ， 我 们 知 记 


它 的 和 等 于 


1 1 1 1 1 1 1T。 
于 (1 于 十 硬 十 全 9»-1 2 1 2 2—1, 


即 是 极 的 原 长 。 不 过 事实 上 我 们 是 取 不 到 无 穷 次 的 ; 因此 只 可 能 
把 取 的 次 数 尽 量 增多 ,使 得 剩 下 的 部 分 非常 之 小 而 接近 于 0, 但 总 
不 能 达到 0， 这 便 是 “万 世 不 竟 ” 的 意思 . 

在 西洋 的 古代 数学 中 也 有 类 似 的 例子 。 最 有 趣 的 例子 之 一 就 
是 所 谓 齐 诺 (Zeno0) 的 诡辩 , 或 者 叫做 亚 其 尔 (Archilles) 和 人 旬 的 问 
题 ， 亚 其 尔 是 希腊 传说 中 一 个 善 走 的 神 , 可 是 齐 诺 却 说 在 某 种 情 
况 焉 他 甚至 于 永远 赶不上 一 只 乌 怨 。 章 诺 所 持 的 理由 是 这 样 的 : 
假定 亚 其 尔 的 速度 是 乌龟 的 10 倍 ， 开 始 的 时 候 他 在 龟 的 后 面 10 
里 。 当 亚 其 尔 走 完 这 10 里 时 , 在 这 段 时 间 内 , 龟 已 向 前 走 了 工 里 . 


ee wi +。 


而 当 亚 其 尔 再 走 完 这 工 里 时 ， 亿 又 回 前 走 了 工 了 了 里 . ET 
去 , 亚 其 尔 每 赶 上 龟 一 段 路 程 ， 龟 又 向 前 赴 了 这 段 路 各 的 -1 = 那么 


疾 的 路 。 于 是 亚 其 尔 和 钨 之 间 总 用 一段 中 元 ,而 始终 过 不 上 这 只 
乌龟， 

可 是 任何 人 都 知道 事实 并 不 是 这 样 的 。 那 未 齐 诺 的 错误 在 什 
么 地 方 呢 ?. 很 容易 看 出 来 ,错误 就 在 于 他 把 亚 其 尔 追赶 乌龟 的 路 
程 任意 地 分 成 无 穷 多 段 , 而 且 断 言说 ， 要 走 完 这 无 穷 多 段 的 路 程 ， 
就 非 要 有 无 限 长 的 时 间 不 可 . 

让 我 们 对 亚 其 尔 追 赶 乌龟 所 需 的 时 间作 同样 的 分 析 . 不 妨 设 
亚 其 尔 的 速度 是 每 小 时 走 20 里 ， 于 是 按照 上 面 的 分 彼 , 走 完全 


Re 1 小时， 走 完 第 二 段 是 二 小 时 ， 起 完 第 三 段 征 
小 时 ，…… ， 因 此 追 上 乌龟 所 需 的 了 时间 就 是 无 穷 级 数 


和 


1 LL -1 土 (小 时 )， 
1 


这 和 和 我们 用 算术 或 代数 方法 算出 的 答 数 是 一 致 的 。 所 以 齐 诺 的 次 
误 就 是 显然 的 了 


十 无 穷 混合 级 数 


在 前 节 中 我 们 已 经 得 到 这 样 的 结果 ;如 果 一 1 过 x 之 1, 那 末 
1 

本 一 全 

从 这 个 事实 出 发 ， 我 们 可 以 证 明 以 下 一 系列 的 无 穷 混 合 级 数 的 公 
式 在 一 1<z<I 时 成 立 ， 


工 十 &% 十 只 十 十 十 一 


1 十 2% 十 3 十 二 Nw” 二 


* 。 


或 者 一 般 地 写 为 
(人 十 Cr + OT, oN” 十 “+ Or n_1T" 十 .: 


加 
( 工 一 vw)" 7 2 


要 证 明 这 些 每 式 , 可 以 对 7 用 归纳 法 . 
当 ?=0 时 ,这 就 是 等 比 级 数 的 公式 ， 
当 7==1 时 ,因为 
(1 一 2) (十 22 十 883 十 … 十 mw” 十 …*) 
一 ] 十 2% 十 382 十 … 十 ng” 十 …。 

一 《2 十 222 十 一 十 (nn 一 2 十 …*) 
1 
了 一 和 
1 
(一 0) 


现在 假定 对 于 正 整数 r= 一 1 公式 成 立 , 即 有 ， 
O*-1 -+O liv OTI0 + ORT 0 1 十 ,= 
那 末 由 杨辉 恒等式 ， 
(1—%) (08 十 OU 十 Ca202 十 
+ OR nan -OR 1 十) 
一 (十 OU 0 十 Co02 十 十 CR id" 1 二 
— (ORw+ OF a0 + ORF ow"! +) 
—OF+ (CO 一 CO 二 (CR 一 CU) 十 
+ (OX,n_1— On 2)020 十 和 
一 CITCe 十 Oh=jo2 十 ,十 CRTI_a0nL 十 一 一 一 一 一 


于 是 得 到 ， 


(r=0, 1, 2, 3, .…), 


一 4 十 人 2 十 纺 十 … 十 4p 十 ，… 一 


所 以 有 : 了 二 27 十 37z23- 二 .十 mc 十. 


了 工 
( 工 一 2) 


29 。 


Or+ORv+ OR og OR nv 二 = 元 2 
这 便 是 我 们 所 要 证 明 的 ， 

不 过 在 上 面 的 运算 过 程 中 ,我 们 还 得 灶 重 声明 一 点 ,就 古 我 们 
必须 事先 知道 这 些 级 数 在 一 1<z<1 的 时 候 痢 是 收敛 的 ， 判 定 它 
们 的 收敛 性 需要 用 到 高 等 数学 的 知识 ,在 这 里 就 只 好 略 去 了 . 

读者 自然 不 难 从 已 经 证 明 的 公式 和 差分 多 项 式 的 州 供 来 村 出 
求 一 般 无 穷 混 合 级 数 的 和 的 公式 (z 仍然 要 限制 在 一 1 和 二 之 间 ). 

我 们 只 举 两 个 例子 . 

例 工 设 一 1<z<1, 求 以 下 无 穷 级 数 的 和 ; 

S=1i1 二 22w 十 3322 十 … 十 RW” 十，…。 

-因为 一 2 三 n(nN+1)—n, 


所 以 S—2| 1+32+6m+ 二 n(n+1)r 1!+… | 


一 (I-22 十 8 十 … 十 nw 十 …*) 
2 1 圭 十 2 
0- 23 (圭一 0 (fo) 
例 2 设 一 1<z<1, 求 以 下 无 穷 级 数 的 和 
S14 236 4 3 二 二 Nt 十. 


因为 m6 n(n) (nt2) 6: 二) 二 + 


所 以 
S=—6(1+4v+10w+… 十 百 n(n+) (nt 2)er t+ ) 


-6[ 1 二 3z 十 6z2 十 …… 十 到 m(2 二 Der 二 


十 ( 工 十 2 十 3o2 十 十 9 十 
6 6 1 


HD Co (Oo) 
_6—6(1—2)+(1—2)? 工 十 4 十 时 


一 一 < 
(1—%)° (4—w)* ~ 


十 一 循环 级 数 


我 们 还 可 以 定义 一 类 更 加 广泛 的 级 数 ， 把 前 面 所 讨论 过 的 高 
阶 等 差 级 数 和 混合 级 数 都 包含 在 内 , 这 就 是 所 谓 循 环 级 数 。 
我 们 把 一 个 任意 的 级 数 写 成 如 下 的 形式 : 
wo 二 2 十 Ua 十 一 十 Ww 十 …*。 (I) 
如 果 存 在 一 个 正 束 数 请 和 及 个 数 @1，Q2，,，…，Qk， 使 得 关系 式 
tn 一 GdUpATi iT 十 Catni 3 十 … 十 CHU 
对 所 有 的 非 负 整数 n% 都 成 立 , 那 末 级 数 (1) 就 叫做 玉 阶 循环 级 数 ， 
而 上 面 的 方程 式 叫做 阶 循环 方程 式 ， 
换 名 话说 ,一 个 阶 循环 级 数 的 特征 就 是 ， 它 的 任 一 项 (除了 
最 前 面 的 到 项 以 外 ) 都 可 以 表 成 它 前 面 到 项 的 一 次 式 , 而 这 个 一 次 
式 的 系数 不 因 项 的 变动 而 改变 ， 
对 于 带 有 2 的 磊 次 的 级 数 
Uo 十 Ww 十 Wo 十 … 十 Un" 十，…， (2) 
我 们 要 将 上 而 的 定义 赂 加 修改 。 这 时候, 级 数 (2) 成 为 下 阶 循环 级 
数 的 条 件 是 ， 存 在 一 个 正 整 数 记 和 及 个 数 Ci，0a，…，Gaxz， 使 得 关 
WHO 一 Qi (2 id" tk) 
二 ot? (Untp_ot" 3) 十 十 CE 
对 所 有 的 非 负 整数 9 成立 ;同时 称 多 项 入 
一 CHU 人 一 Go 一 一 QT 
为 级 数 (2) 的 特征 多 项 式 . 
为 了 里 清楚 地 说 明 这 个 定义 的 意义 ,我 们 举 几 个 例子 ， 
例 1 以 &@ 为 公差 的 等 差 级 数 
oi (g++a) + (gt2d)+ + (G+nd) tt. 


ss 对 1] 。 


这 时 0 一 C， 人 一 C 十 Qt 一 十 20，…， 


Us = 2+ nnd, ……。 

出 Unt+2 = Unii 0 
“和 Un+ti = Vn, 
得 出 Unro = 2Un4 — Un. 


所 以 等 差 级 数 是 二 阶 循环 级 数 ， 
例 2 以 2 为 公 比 的 等 比 级 数 


CC 十 02 十 Co 十 十 Co 十。 


这 时 按照 第 二 种 定义 的 形式 ， 
一 镶 一 售 一 一 人 一 … 一 人 
因 为 WO 一 好 (rn0 》 


所 以 它 是 一 阶 循环 级 数 , 而 它 的 特征 多 项 式 是 1 一 %, 

例 5 一 般 的 高 阶 等 差 级 数 

f(0) +f(D +f 2) +t fn) 十 …， 

这 里 f(") 是 一 个 %% 的 次 多 项 式 . 

这 时 wo=f(0), w=f(i), v=f(2), 

CO 
因为 任 一 个 到 次 多 项 式 的 4 级 差分 等 于 0, 根据 第 五 节 所 证 明 
的 公式 , 有 
Mf on) =f mtht1i) — Of (ntk) 
t+Orrif th 1) 一 人 … 十 (一 蕊 ”wm) 


— (0; 
移 项 便 得 到 循环 方程 式 
Un rytl 一 5 Ox 10 十 … 一 ( 一 工 ) bt, 


所 以 我 们 证 明了 任 一 个 5 阶 等 差 级 数 是 十 1 阶 的 循环 级 数 ， 
例 一 般 的 混合 级 数 
fC0)+fF D+ D+ tf N+, 


由 例 3 很 容易 看 出 它 也 是 一 个 8 十 工 阶 的 循环 级 数 (四 是 多 项 
式 jw 的 次 数 ), 而 它 的 特征 多 项 式 是 
1—Oxrwi+ OR Oo 1)rtiyti os (1 — wp) tl 
例 3 和 例 4 是 分 别 包 括 例 工 和 和 例 2 的， 
现在 的 问题 是 ， 怎 样 去 求 一 个 循环 级 数 的 和 呢 ? 
我 们 先 来 考虑 循环 级 数 
Wo 十 104 和 十 2a0 十 .十 to 十， 


工 一 040 一 Ca 人 一 一 0x 
它 的 特征 多 项 式 , 且 令 : 

S, 一 Wo 十 Wt 十 WoT 十，… unt", Nk, 

那 来 ( 荆 一 0 和 一 Ca 一 一 QOS 

一 [wo 十 (一 QiVo) 人 十 (3 一 CHW1 一 Ca2o)22” 十 oog 

十 (1 一 Ci 一 Ga 3 一 一 0 1Uo) v1] 
十 [ (wx— WUk—1 Gaga *"* Qnvo) TV 
十 (Un 一 Cd 一 Caotn -3 一 一 CNLLN TI | 


一 [ (Qiwn 十 QoUn_1 i 十 CR E44) 09 十 

十 Cla20 
但 由 于 循环 的 条 件 , 这 儿 第 二 个 方 括 弧 里 面 的 项 都 等 于 0, 所 以 得 
出 Ds 等 于 


Wot C—O) V+ Wt Wp p10 
{mt om QO 


Re (citiz 十 Ca 1 十 ” 十 - On_ws+ ) m+ 十 当当 间 十 CTRL * 
一 


如 果 上 面 的 级 数 对 于 一 定 范 围 内 的 2 是 收敛 的 ， 那 末 它 的 第 
n 项 将 随 着 的 增 大 而 接近 于 0。 于 是 无 穷 级 数 的 和 . 


S_— vo (Ui— io) Vy 1 Ora Ok 1Wo) vw 
1 — ow — dot — mr " 
如果 1 不 是 特征 多 项 式 1 — Qi — oT” 一 … 一 Qxw* 的 根 ， 那 末 


e 33 。 


在 求 得 的 Ss 和 5S。 中 置 z==1( 如 果 收 敛 的 话 ), 就 得 到 和 数 
Uo Wi Wet Wy 
刊 Wo 十 人 十 加 十 十 二。 
我 们 证 读者 证 明 逆 的 命题 : 如果 
P(z)=1— a — Qa — Aare, 


而 @Q(c) 是 任何 一 个 次 数 小 于 天 的 多 项 式 ， 那 末 ne 按 % 的 升 逢 


排列 所 得 的 商 是 一 个 以 卫 (z) 为 特征 多 项 式 的 循环 级 数 。 


十 二 ”循环 级 数 的 一 全 例子 
裴 波 那 契 级 数 


上 节 中 已 经 举 了 循环 级 数 的 四 个 例子 ， 现 在 我 们 再 举 一 个 有 
趣 的 例子 , 就 是 所 谓 关 于 兔子 数目 的 斐 波 那 契 问题 0 . 

假定 每 对 大 免 每 月 能 生产 一 对 小 免 ， 而 每 对 小 兔 过 一 个 月 就 
能 完全 长 成 。 问 在 一 年 里 面 , 由 一 对 大 免 能 繁殖 出 多 少 对 大 免 来 ? 

这 个 问题 有 趣 的 并 不 是 正面 的 答案 ， 那 是 不 难 直 接 算出 的 
我 们 感 兴趣 的 是 大 免 的 总 对 数 所 成 的 级 数 . 假定 最 初 的 对 数 记 作 
uo， 过 了 一 个 月 是 如 ， 过 了 两 个 月 是 ww， 而 一 般 的 过 了 n 个 月 是 
un， 由 题 设 , wo 一 1， 过 了 一 个 月 之 后 ,有 一 对 小 免 生产 出 来 了 ,但 
是 大 免 的 对 数 仍然 一 样 , 即 妨 一 1， 过 了 两 个 月 , 这 对 小 免 长 大 了 ， 
而 且 大 兔 又 有 一 对 小 免 生产 出 来 , 所 以 ws 一 2。 这 样 继续 算 下 去 ， 
还 可 以 得 出 ws==3, 一 5 …。 一般 地 说 , 假设 我 们 已 经 求 出 n 个 
月 以 后 大 免 的 对 数 (ws) 和 十 1 个 月 后 大 免 的 对 数 (uni1)， 那 末 因 
为 在 第 %+1 个 月 的 时 候 ， 原 来 的 ww 对 大 免 又 生产 了 如 对 小 免 ， 
所 以 在 第 n 十 2 个 月 之 后 , 大 免 的 总 对 数 应 该 是 


中” 斐 波 那 妆 (FEibonacei)， 即 比萨 的 菜 翁 那 度 , 中 世纪 意大利 的 数学 家 。. 


ea 过 人 - 


Un+2 = Unti Wn,. 

由 此 可 部 ， 大 倪 的 对 数 Wo， 位 ，za，…，VWn， 恰好 组 这 一 个 
二 阶 循环 级 数 ,我 们 叫 它 做 斐 波 那 契 级 数 ， 

钻 道 了 循环 方程 式 和 和 wo, ww 的 数值 , 可 以 逐步 地 把 所 有 的 ww， 
wa,"，Wn,， … 算出 来 ， 目 然 会 提出 问题 : 是 不 是 可 以 有 办 法 直接 
地 把 一 般 的 ws 表 出 来 呢 ? 

考虑 循环 级 数 

0 十 了 人 十 2 入 十 二 20 十， 
很 容易 看 出 它 的 特征 多 项 式 是 1 一 w 一 2， 于 是 由 上 节 的 公式 
Sg _ Wo 十 aa 一 Mo)2 1 _ 
工 一 和 一念 工 一 和 一 2 
1 
(Yo)( YS +) 


再 根据 混合 级 数 的 公式 展开 上 式 的 右边 , 得 到 
wo 十 Wiv 十 Way 十 十 2 十 … 
2m O22 


» 
| ;7 ( V3-—1 (V5—1)’ 


OR 
+ 
(VM 5 —])” 


2 20 D222 
十 一 一 一 一 一 一 一 一 二 一 一 一 
5-+vV$ ( V5+1i (V5+1)’ 
OnNnpn 
二 (1)" < 
(= (~ 5 +1)” ) 


* 5 * 


在 等 式 两 边 对 比 x 的 系数 , 我们 有 以 下 的 公式 ， 
2 2" 
ma 2 
上 5 CBE+D" 


2"+1 1 1 
“7 志 le —1)"++ +(—1)" (M5 +1)"tt | 


加 1 了 十 和/ 呈 nl 1—A/5 1 十 者 
这 个 等 式 是 很 耐人寻味 的 : 虽然 所 有 的 wn 都 是 正 整 数 , 可 是 它们 
却 由 一 些 无 理 数 表 示 出 来 ， 在 实际 计算 的 时 候 ， 如 果 我 们 注意 以 


下 的 事实 , 可 以 方便 得 多 ， 由 于 ~ 一 一 个 小 于 1 的 数 而 


是 台数 因此 如 果 是 奇数， 闭 玉 等 于 5 (YY) 


(YY 和 


abn 一 


的 整数 部 分 ; 如 果 % 是 偶数 , 那 末 us 等 于 -二 


数 部 分 加 1， 换 句 话说 , 我们 并 不 需要 算出 一 (+ 一 2) 的 
vy 
数值 


另 一 方面 ,在 等 式 
9 = Wo 十 (人 一 0)0 Unt dn 1) 十 Wan 
芋 一 儿 一 2 1 vw— vw 


中 用 2 一 工 代入 ,得 到 

Wo 十 公 十 2 十 十 襄 一 2 二 1 一 工 
或 Wo 十 伺 十 za 十 … 十 2 一 2 一 二 
这 也 是 斐 泊 那 契 级 数 的 基本 性 质 之 一 . 


十 三 倒数 级 数 
关于 高 阶 等 差 级 数 和 混合 级 数 的 讨论 ， 引 导 我 们 去 考虑 它们 


和 。， 


的 倒数 级 数 ， 但 是 在 初等 数学 的 范围 以 内 ， 我 们 却 无 法 求 得 一 切 
这 样 的 倒数 级 数 的 和 ， 

首先 来 讨论 高 阶 等 差 级 数 的 倒数 级 数 ， 而 且 也 从 一 些 特殊 的 
形式 开始 ， 


1 1 
2 T 十 二 二 一 二 -十 一 
级 数 TTT 


就 是 我 们 所 熟知 的 调和 级 数 。 它 是 不 能 求 和 的 , 因为 当 项 数 无 
限 增 大 的 时 候 , 它 的 和 要 趋 问 于 无 穷 大 ， 

然而 对 于 以 下 的 一 些 倒数 级 数 ， 我 们 仍 可 以 有 办 法 求 它 们 的 
和 |. 


1 1 1 
TT 1 (n—1)n T n(n 十 1) 


了 十 可 可 
-(1 一 豆 )+( 豆 ~- 言 )+( 有 了) 
Tt 


i 到 一 二) 一 (于 一 于 )- 人 一 i 
2 2 $$ 3 nN Nn 十 上 


Tm nm nm mis 

: 1 {Vii 1 NN.. 
(T(t 
(一 

2 Nm 一 1)m nm+l) 


1 1 1 
+ (nT mmi) 


* 7 。 


-7 
2D.21 D\ DS 2D.53 5 (57 BT )— 


1 下) 一 二 
2 \nn+1) n(n+t+1) 2(n+1)(nt2) 
-1 1T 
2.2! 2n+1i)(nt+2). 
1 1 1 
384 D345 3466 
1 
(nm—i)nmi1l) nt2) nnt1) Nt+2) (n+3) 


1 1 1 1 1 1 
一 可 (工本 和 了) 十 可 (末末 一 Ft 


1 1 1 
T 3 (nr FT 
(CT 
3 \n(m+ti)m+2) +l) n+2) (2 十 号 ) 


-hr (hr) 

3.3! 8 \29.8.4 2.3.4 

-5 (FIs -sr5) 
3 \83.4.5 3.4.5 


-到 (二 
3 \nmi1i)m+2) nti1) nt2) 
11 
3 (7 十 荆 ) (nt+2) (n+-8) 
-1  _ 1 
3:3! 32- 上 (2 十 2)(2 十 3) 


一 般 地 说 , 因为 
ECRH1).. (K+r—1) 
= (Tr 
了 二 工人 大 (有 十 1 (下 十 了 二 2) 


1 
CU 


仿照 上 面 的 办 法 ,可 以 来 出 


1 1 1 
TD 


-1T _ _，L 

《一 1 roi)! (7 一 1 十 二 (十 全 一 二 
以 上 所 求 得 的 都 是 包含 ”项 的 级 数 的 和 ; 每 一 个 和 数 都 定 一 
个 常数 和 一 个 同 m2% 有关 的 数 的 差 。 可 以 看 到 , 当 项 数 风 愈 来 您 大 
的 时 候 , 这 个 同 %n 有 关 的 数 就 变 得 非常 小 而 接近 于 0 (因为 它 的 分 
母 趋 向 于 无 穷 大 )。 于 是 我 们 得 到 了 如 下 的 一 些 无 穷 级 数 的 和 的 


公式 : 


二 1 1 1 
Tos tnmry tt, 
1 1 1 ] 
了 2。 十 5834 TasA5t Thm Dm 
i _1 
3.27 4 
1.2.3.4 1 D346 | B16 
1 
nT mT nr) 
-+ _L 
3-37 5， 
一 般 的 是 
1 1 1 | 
TRB BITTED nt mr 
1 


GD! 
这 里 和 前 几 节 的 讨论 不 同 的 地 方 ， 就 是 我 们 并 不 能 从 这 些 已 
有 的 公式 来 求 出 一 般 的 倒数 级 数 


as 9 。 


1 1 1 1 
FD FO FB 7 
或 无 穷 级 数 
1 1 1 1 
FD TO FE FO 
的 和 ， 我 们 所 举 的 调和 级 数 就 是 一 个 例子 。 又 例如 无 穷 级 数 
1 ] ] 
十 -十 人 
的 和 也 是 不 能 用 初等 方法 求 得 的 @， 


其 次 就 混合 级 数 的 倒数 级 数 来 说 ， 情 况 比 上 面 更 要 复杂 坚 ， 
我 们 为 了 简便 起 见 , 只 对 无 穷 级 数 的 情形 赂 加 讨论 ， 
无 穷 级 数 


vt +3 人 十 … .二 一 0 十 …。 


叫做 对 数 级 数 。 它 也 是 不 能 用 初等 方法 求 和 的 。 在 高 等 数学 中 ， 
可 以 证 明 这 个 级 数 在 一 1<z<1 的 时 候 是 收敛 的 ， 并 且 它 的 值 等 
于 一 log(1 一 2). 

我 们 姑且 假定 这 个 结果 是 已 知 的。 那 末 利 用 这 个 结果 , 还 可 
以 推出 另外 一 些 无 穷 级 数 的 和 ， 例 如 ,如果 z 关 0, 而 且 一 1<<z<< 
1, 就 有 ， 


二 -or 二 -一 op 
(nC—1)n ” n(n 二 1) 


-De 


1 1\YV,.,/i1 1 ns 
+ 元 + 人 (元 aT) + 


QD 在 高 等 数学 中 可 以 证 明 这 和 的 数值 等 于 入 -。 


e 40 。 


_1 四 _1 _ x 1 四 1 
4 (1 tN (1 w)T 计 (1 化 ) 化 


一 小 一 1—% (于吉 人 二 … 十 二 十 …) 
多 2 nN 


3 


TS[—log(i—%)—2] 


二 全 一 0 一 


在 对 2 作 园 样 的 限制 之 下 , 又 有 


1 1 ， 1 
To Dads Hd.5 


_ 1 六 一 圭 ] 条 
"mamiD TOTDOT2 人 7 


-而 ) 二 ( 吉 -而 ) 
ER 

(1 人 1 
my 


ZX? 十 和 


We 
”也 
1 
“ 
L nn om 二。 

2 入 生 用 ee 


1 
多 (也 十 工 ) 


1—» (1—z)log(1—zx) i 
“27 ++ n : nz 


(472) 二 1 


(1—%) log(1—%) 
i Dr 
这 样 的 手续 还 可 以 继续 做 下 去 .不 过 也 和 前 面 讨 论 的 情形 一 
样 ,有 了 这 些 公式 ,仍然 不 能 求 出 一 般 的 无 穷 混合 级 数 的 倒数 级 数 
的 和 ， 


a 41 。 


十 四 级 数 忆 5 的 渐 近 值 


从 上 节 中 已 经 可 以 看 到 ， 有 很 多 无 穷 级 数 我 们 是 无 法 在 初等 
数学 的 范围 之 内 求 得 它们 的 准确 值 的 ; 而 且 即 使 能 求 出 来 , 如 果 它 
是 一 个 无 理 数 ， 那 末 在 实际 应 用 上 仍然 是 不 方便 的 ， 因 此 就 实用 
的 价值 来 说 ， 我 们 的 任务 往往 是 要 用 最 简捷 的 方法 求 得 一 个 无 穷 
级 数 的 有 理 渐 近 值 

本 节 的 目的 就 是 建议 一 个 方法 , 来 求 级 数 


1 1 | 1 
1+t r+ s+trt + 


的 源 近 什 。 为 了 简便 起 见 ,我 们 采用 符号 吕 ( 念 作 西 格 码 ) 来 记 级 
数 的 和 
1 1 1 | . so SS 
tT 
符号 号 下 面 的 mn 一 1 表示 这 个 无 穷 级 数 中 的 % 顺 序 地 跑 过 从 1 开 
始 的 所 有 正 整数 ， 


同样 ,可 以 写 
了 一 5 本 ryt > je 1)° 
i 
5 1 


人 1 nN 十 1) 2) 

有 时 候 , 我们 并 不 要 考虑 级 数 的 全 部 而 只 取 这 个 级 数 的 “尾部 ; 这 
时 可 以 把 符号 于 下 面 的 n=1 改 成 mn 一 入 ， 表 示 nn 跑 过 从 娘 开 始 
的 一 切 正 整 数 . 例如 


ea 42 9 


1 1 
GT CT 


1 1 . 1 
PYCEED CED 
所 以 1 tS 工 -2， 
: (2 十 土 ) 二 1 722 义 二 2 n(nCm1) 


<2. 根据 同样 的 理由 ， 

ce 1 /1 了 

4 之 n(nt])(n+t+2) “入 (去 nr n(% 十 十 ) ) 
< 1 1] < 1 3 
521 (Nn 二 + 二) 3 > s(n—lnmni1) 4 
于 是 得 到 更 精密 的 信 计 式 : 


了 了 -1+ 于 << 驴 二 


3 
4 


这 个 方法 虽然 简单 ， 各 有 美中不足 的 地 方 缺点 就 在 于 它 把 
级 数 的 各 项 都 放大 或 缩小 , 使 变 成 已 有 方法 求 和 的 级 数 ; 这 样 , 只 
要 原 级 数 中 有 一 项 和 被 代 换 的 项 相差 1%， 那 未 得 出 的 答 数 ( 渐 近 
值 ) 的 准确 度 艳 绝 不 能 比 I 和 还 小 . 因此 为 了 估计 得 更 精确 些 ,我 
们 还 得 另外 想 方 法 . 

第 二 步 ” 设 久 是 一 个 给 定 了 的 正 整 数 ， 我 们 研究 级 数 的 “ 尼 
i 


一 
4 生 ， 


和 第 一 步 同 样 的 理由 ,人 E 适合 不 等 式 @ 


< 1 1 < 1 1 ue 
中 级 数 全， n(n—1) N’ p20 nmil) 六 十 1L 可 以 用 上 一 节 所 用 的 
方法 来 证 明 。 以 下 还 有 类 似 的 等 式 也 是 这 样 。 


有 3 。 . 


~ 1 
_ 二 -一 一 
L 十 工 n=N+1l 1 nn 十] ~ ,| 7 
c， 1 了 
~ Nn n(n— 1) NN: 
这 说 明了 
0 1 1 1 


rR NI NW N+l ATI 
如 采 选 取 访 4， 那 末 上 式 变 成 . 


于 是 算出 号- 的 渐 近 信 


是 
1 1 1 1 
4 一 1 十 子 二 怕 十 5 十 广 一 1.6236， 
它 的 误差 不 起 过 59% . 
第 三 步 ”我们 还 可 以 把 习 -二 的 渐 近 值 继续 精密 化 ， 试 考 
察 
< 7/ 1 1 ~ 1 
,站 i) > mnt+1) 
它 适 合 不 等 式 
T_T 
2(N+DN+T2) as 十 工人 (十 2) 
2 /1 1 
< ,之 ， (让 一 n(n+1) ) 
< 1 
~ mI nm 
-1 
aN 41 


=<， 工 1 1 
0< SR NIT SNTINV TS 
1 1 1 


EE EE 


TD 5NTTTYTD NT 
~ 1 1 : 
0< 加 击 一 (tr 


1 1I\、 1 
证 一 (e+ 疝 ) 120 0.0083. 


| 
4 


所 以 求 得 立 -二 的 更 精确 的 渐 近 值 是 
四 一 十 于 64027. 
它 的 误差 不 超过 0.0088， 即 准确 到 小 数 点 两 位 ， 


第 四 步 。 再 应 用 类 似 的 方法 ,又 有 不 等 式 
< < 2 


c 1 1 1 
< iT) 


~ 2 
, n(n 十 二 ) (nn 十 2) 
SD 
mnmni nto) BNNTICYTS)’ 
| 1 1 
ne) 


2 
8CN+1I)(N+2 CN+2) 
2 
NNTIDCOV TO) NH) 
仍 取 N=44， 那 末 在:; 


名 有 5 +， 


< 1 1 1 
0 入 区 一 (ea+ 315 )< 320 90024, 
由 此 得 出 位 -二 的 更 精确 的 渐 近 值 是 ， 


n=1i 6 


(3 = Qa 证 


TE =as+0.00917—1.64844, 
它 的 误差 不 超过 0.0024. 

这 一 步 呈 可 以 继续 进行 下 去 算 的 次 数 愈 多 ,得 出 的 渐 近 值 
的 准确 度 襄 愈 天 。 例 如 总 是 取 入 一 4， 当 我 们 算 到 第 六 次 时 , 就 可 
以 保证 准确 到 小 数 点 三 位 .但 是 必须 指出 ， 这 个 方法 算 到 后 面 ， 
得 出 的 新 近 值 甬 近 淮 确 数 的 速度 非常 缓慢 ; 换 句 话说 , 如 果 要 使 小 
数 部 分 的 准确 度 回 后 推移 一 位 , 往往 要 算 好 几 次 .例如 象 上 面 的 
情形 , 从 小 数 第 二 位 到 第 三 位 ,就 要 经 过 3 次 运算 才能 获得 ， 

自然 , 如 果 我 们 要 得 出 更 近似 的 结果 , 还 可 以 把 六 取得 大 些 ， 
只 不 过 这 时 候 计 算 的 手续 要 多 做 儿 次 轩 了 例如 取 立 =10， 把 
上 面 步骤 进行 5 次 ， 就 得 到 在 一 般 情 况 下 已 经 足够 适用 的 渐 近 值 
1.64493, 它 和 也 + 的 误差 不 超过 0.000005， 即 它 的 前 四 位 小 


Hi 
数 都 是 准确 的 ， 
精确 地 佑 计 一 个 无 穷 级 数 的 和 的 值 ， 是 “近似 计算 ”的 内 容 之 
一 , 在 实际 上 有 很 重要 的 应 用 ,我 们 决 不 可 轻视 它 。 本 节 只 是 誉 出 
一 个 例子 ， 


( 据 中 国 痛 年 出 版 社 1962 年 版 排 印 ) 


s 4 9 


从 祖冲之 的 圆周 率 谈 起 


5 宋 末 南 徐 州 从事 史 祖冲之 更 开 密 法 ， 以 圆 径 
“ee 为 一 天， 圆周 本 数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 厚 九 荧 二 黎 
七 和 名; 月 数 三 丈 一 尺 四 寸 一 分 五 厘 九 毫 二 秒 六 忽 ; 正 数 在 
蛋 鹏 二 限 之 间 。 密 率 ， 圆 径 一 百 一 十 三 ， 圆 周三 百 五 十 


五; 约 率 : 圆 径 七 ,周二 十 二 ，…… 指 要 精密 , 算 氏 之 最 者 
也， 所 著 书 ,名 为 组 术 ，, 学 官 英 能 究 其 深奥 ,是 故 废 而 不 
理 ,” 


一 一 唐 长 孙 无 尽 《 隋 书 》 卷 十 六 律 历 卷 十 一 


309 
“113 


人 


一 祖冲之 的 约 率 


祖冲之 是 我 国 古 代 的 伟大 数学 家 ， 他 生 于 公元 429 年 , 学 于 
公元 500 年 ， 他 的 儿子 祖 蜡 和 他 的 孙子 祖上 , 也 都 是 数学 家 , 善 算 


3 


”关于 圆周率 1 祖冲之 的 贡 献 有 二 : 
(i) 8.1415926<w <3.1418927, 


GD 他 用 -22 作 为 约 率 ,了 3- 作为 密 率 ， 

这 些 结果 是 刘 微 制 贺 术 之 后 的 重要 发 展 ， 刘 微 从 圆 内 接 正六 
边 形 起 算 , 令 边 数 一 信 一 们 地 增加 , 即 12.24、48、96、…、1586,…， 
因而 逐个 算出 六 边 形 、 十 二 边 形 、 二 十 四 边 形 …… 的 边 长 ， 这 些 数 
值 逐 步 地 逼近 圆周 率 。 刘 微 方法 的 特点 ,是 得 出 一 批 一 个 大 于 一 


a 47 = 


个 的 数值 , 这样 来 一 步 一 步 地 逼近 圆周 率 ， 这 方法 是 可 以 无 限 精 
密 地 晕 近 圆周 率 的 ,但 每 一 项 都 比 癌 周 率 小 ， 

租 冲 之 的 结果 (i) 从 上 下 两 方面 指出 了 圆周 率 的 误差 范围 . 
这 是 大 家 都 容易 看 到 的 事实 , 因此 在 这 本 小 书 中 不 预备 多 讲 。 我 


只 准备 着 重地 谈 一 谈 结果 (i)， 在 谈 到 全 5 的 时 候 , 一定 能 从 
355 
了 一 3.1415929…. 


看 出 , 他 所 提出 的 好 5 惊人 精密 地 接近 于 圆周 率 ， 准确 到 六 位 小 


数 ， 也 有 人 会 指出 这 一 发 现 比 欧洲 人 时 了 一 千年 ， 因 为 德国 人 仙 
托 (Valenlinus Otto) 在 1673 年 才 发 现 这 个 分 数 。 如 来 更 深入 地 


起 一 下 ,就 会 发 现 好 和 -25 的 意义 还 远 不 止 这 些 ， 有 些 人 认 


为 那 时 的 人 们 喜欢 用 分 数 来 计算 .这 样 看 问题 未 免 太 价 单 了 。 其 
实 其 中 孕育 着 不 少 道理 , 这 道理 可 以 用 来 推算 天 文 上 的 很 多 现象 . 
无 怪 乎 祖冲之 祖 孙 三 代 都 是 算 历 的 专家 这 个 约 率 和 密 率 ,提出 
了 ”用 有 理 数 最 佳 逼近 实数 的 问题 . “逼近 这 个 概念 在 近代 数学 
中 是 十 分 重要 的 ， 


二 人 造 行 星 将 于 23 年 又 接近 地 球 


我 们 暂且 把 “用 有 理 数 最 佳 逼近 实数 的 问题 放 一 放 ， 而 再 提 

14959 年 苏联 第 一 次 发 射 了 一 个 人 造 行星 , 报 上 说 ， 闪 联 某 专 
家 算出 ， 五 年 后 这 个 人 造 行星 又 将 接近 地 球 , 在 2113 年 又 将 非常 
接近 地 球 ， 这 是 怎样 算出 来 的 ? 难 不 难 , 深奥 不 深奥 ? 我 们 中 学 
生 能 懂 不 能 懂 ? 我 说 能 懂 的 ! 不 需要 专家 ， 中 学 生 古 可 以 学 复 这 
个 方法 的 ， 


$s 只 号 ， 


先 看 为 什么 五 年 后 这 个 人 造 行星 会 接近 地 球 ， 报 上 登 过 这 个 
人 造 行 星 绕 太阳 一 周 的 时 间 是 450 天 .。 如 果 以 地 球 绕 晶 一周 360 
天 计算 , 地 球 走 五 圈 和 人 造 行 星 走 四 圈 不 都 是 1800 天 吗 ? 因此 五 
”年 后 地 球 和 人 造 行星 将 相互 接近 ， 至 于 为 什么 在 2118 年 这 个 人 
造 行星 和 地 球 又 将 非常 接近 ? 我 们 将 在 第 四 节 中 说 明 ， 

再 看 五 圈 是 怎样 算出 来 的 。 任何 中 学 生 都 会 回答 : 这 是 由 于 


约 分 
360 4 


po yp, 


450 5 
而 得 来 的 ,或 者 这 是 求 450 和 360 的 最 小 公 倍数 而 得 来 的 。 它们 
的 最 小 公 倍数 是 1800, 而 -5 太一 5 了 5 一 4 也 就 是 当地 球 绕 太 
阳 五 图 时 ， 人 造 行星 恰好 回 到 了 原来 的 位 置 ， 求 最 小 公 售 数 在 这 
儿 找 到 了 用 场 ， 在 进入 下 节 介 绍 思 转 相 除 法 之 前 , 我们 再 说 一 句 ， 
地 球 绕 太 阳 并 不 是 860 天 一 周 , 而 是 365 了 天 ， 因而 仅仅 学 会 求 


最 小 公 售 数 法 还 不 能 够 应 付 这 一 问题 , 还 须 更 上 一 层 楼 。 


三 ” 轧 转 相 除 法 和 和 连 分 数 


我 们 还 是 循序 渐进 吧 . 先 从 简单 的 (原来 在 小 学 或 初中 一 年 
级 讲授 的 ) 辊 转 相 除法 讲 起 ,但 我 们 采用 较 高 的 形式 ,采用 入 过 代 
数学 的 同学 所 能 理解 的 形式 ， 

给 两 个 正 整数 和 8 用 2 除 5 得 商人 余数， 写成 式 子 

w 一 0op 十 7， 0 和 7 一 20. (1) 

这 是 最 基本 的 式 子 。 如果 了 等 于 0 那么 2 本 以 除 尽 c 而 C、4 
的 最 大 公约 数 碘 是 5. 

如 果 7 直 0, 再 用 7 除 0， 得 商 wii， 余 数 7 
即 


。49 。 


0 一 0 十 9 0 入 7 <y (2) 
如 果 71 一 0, 那么 7 除 尽 5, 三 (了 D 它 也 除 尽 4。 又 任何 一 个 除 尽 
5a 和 2 的 数 ,外 (也 也 一 定 除 尽 7。 因 此 ,了 是 4 0 的 最 大 公约 数 . 
如 果 71 关 0, 用 i 除 7， 得 两 4o, 余数 72， 
即 
六 一 0og 十 ya， 0< 雪 Jo<<91。 (3) 
如 果 7s==0, 那么 由 (2)71 是 6、7 的 公约 数 ， 由 (了) 它 也 是 8&4、P 的 
公约 数 . 反之 , 如 果 一 数 除 得 尽 &.2， 那 由 (全 它 一 定 除 得 斥 8、7， 
由 (2) 它 一 定 除 得 尽 fw， 所 以 71i 是 4、6 的 最 大 公约 数 . 

刀 果 7a 关 0， 再 用 ya 除 71， 如 法 进行 ,由 于 5b 之 7 之 11 之 ?9 之 
…( 之 0) 逐步 小 下 来 ,因此 经 过 有 限 步 又 后 一 定 可 以 找 出 和、 2 的 
最 大 公约 数 来 (最 大 公约 数 可 以 是 1). 这 就 是 轧 转 相 除 法 , 或 称 
欧 几 插 得 算法 . 这 个 方法 是 我 们 这 本 小 册子 的 灵魂， 

例 1 求 360 和 450 的 最 大 公约 数 , 

450=1 x 8360+90, 
360=4x 90. 
所 以 90 是 360、450 的 最 大 公约 数 . 由 于 最 小 公 倍数 等 于 两 数 相 
乘 再 除 以 最 大 公约 数 , 因此 这 二 数 的 最 小 公 倍 数 等 于 
360 x 450 一 90 三 1800， 
因而 得 出 上 节 的 结果 . 
例 2 求 42897 和 18644 的 最 大 公约 数 ， 
42897 =2 x18644 十 5609， 
18644=3x8609-+1817, 
5609=3x1317 十 159, 
1317 = 二 11x158 填 79, 
163=2x179. 
因此 最 大 公约 数 等 于 79, 


e 5O » 


计算 的 至 式 恕 下 ; 


5451| 3| 1817 
158 |11| 1788 
153| 2| 79 
0 
例 2 的 计算 也 可 以 写成 为 
42897 。 5609 。 1 
0644 “T18644 “™ 15614 
B609 
1 1 
2 十 =2 
ir 
5609 a 5 
TS17 
3 二 一 一 3 一 一 一 一 
3 十 0 3 一 一 一 
1 十 二 1 十 误 
这 和 衬 的 繁 分 数 称 为 连 分 数 。 为 了 节省 篇 幅 , 我们 把 它 号 成 
ij 1 1i 1 


TrL311I+9: 
注意 2、 3、 83. 11. 2 都 是 草 式 中 间 一 行 的 数 笃 ， 倒 算 回 去 , 得 


> 工 工 1 i, 工 工 2 
十 可 了 可 二 和 二 证 23 
1 23 71 B43 
: -2 517 “tS386 256 
这 就 是 原来 分 数 的 既 约 分 数 。 
依次 帘 段 得 


* 与 了 机 


1 了 1 23 1] 1 1 260 


1 
3 3 t+3 10, +3+8+IT 118° 
这 些 分 数 称 为 35 的 渐 近 分 数 .我 们 看 到 第 一 个 浙 近 分 数 比 -了 5 
小 , 第 二 个 浙 近 分 数 比 它 大 , 第 三 个 又 比 它 小 ,…… 为 什么 叫做 浙 
近 分 数 ?我 们 看 一 下 分 母 不 超过 10 的 分 数 和 .353 相 接 近 的 情况 ， 
分 母 征 i, 2, 3， 4, 5， 6， 7， 5， J, 10, 而 最 接近 于 3 的 分 


236 
数 是 


2，2 十 


ee 
一 一 


2 5 7 9 12 14 16 19 21 23 


1 2 3 4: 57 67 7+ 8 9 10°: 
取 二 位 小 数 ,它们 分 别 等 于 
2.00,2.50,2.88,2.25,2.40,2.38, 2.29, 2.88,2.83,2.30. 


和 .253 一 2.30 相 比 较 , 可 以 发 现 其 中 有 儿 个 特 出 的 既 约 分 数 


这 几 个 数 比 它们 以 前 的 数 都 更 接近 于 -3535 而 其 中 了 工 ， 总 ， 


都 是 由 连 分 数 截 段 算出 的 数 , 即 它 们 都 是 浙 近 分 数 . 


我 们 现在 再 证 明 ; 分 母 小 于 113 的 分 数 里 面 ,没有 一 个 比 了 i 
更 接近 于 -555. 了。 要 证 明 这 点 很 容易 ,首先 


543 260| 1 
386 118| 2836x113* 


命 忆 是 任 一 分 母 5 小 于 118 的 分 数 ,那么 


543 & | 5430 一 236c | 
236 2 一 236 Xp 
1 1 


TT 
一 36X7 D96113. 


se S52 . 


四 答 第 二 节 的 问 


现在 我 们 来 回答 第 二 节 里 的 问题 怎样 算出 人 造 行星 2113 年 
又 将 非常 接近 地 球 ? 
人 造 行星 绕 日 一 周 需 450 天 , 地球 绕 日 一 周 是 365 节 天 ， 如 
果 以 于 天 做 单位 ,那么 人 造 行星 和 地 球 绕 日 一 周 的 时 间 各 为 
1800 和 1461 个 单位 ， 如 上 节 所 讲 的 方法 ， 
1800 
1461 1 了 |11461 
339 | 二 1356 
315|3 105 
24 | 414 60 
18|12| 9 
人 各 工 6 


即 得 连 分 数 
1 1 1 1 1 
1 于 + 了 +143: 
由 此 得 渐 近 分 数 
1 5 1 1 16 1 1 
1l, 了 二 下 一下， tA 18 “+431+ 


11 1 15 . 

4 十 8 十 4 十 2 125， 
第 一 个 渐 近 分 数 说 明了 地 球 5 圈 , 人造 行星 4 圈 , 即 五 年 后 人 造 行 
星 和 地 球 接近 ， 但 地 球 16 图 ， 人造 行星 18 园 更 接近 些 ， 地球 69 
图 , 人 造 行星 56 圈 还 要 接近 些 ; 而 地 球 164 圈 , 人 造 行星 125 圈 又 


s D3 .， 


更 要 接近 些 。 这 就 是 报 上 所 登 的 苏联 专家 所 算出 的 数字 了 , 这 也 
就 是 在 
1959 十 154 一 2113 
年 ,人造 行 星 将 非常 接近 地 球 的 道理 ， 
当然 , 由 于 连 分 数 还 可 以 做 下 去 , 所 以 我 们 可 以 更 精密 地 算 下 
去 ; 但 是 因为 450 天 和 365 了 了 天 这 两 个 数字 本 身 并 不 很 精确 , 所 


以 再 继续 算 下 去 也 就 没有 太 大 的 必要 了 。 但 读者 不 妨 作 为 习题 再 
算 上 一 项 ， 


五 ” 约 率 和 和 密 率 的 内 在 意义 


在 上 节 中 , 我 们 将 3865 于、450 乘 4 以 后 再 算 . 实际 上, 在 求 机 
个 分 数 的 比 的 连 分 数 时 , 不必 把 它们 化 为 两 个 整数 再 算 ， 
例如 ,3.14159265 和 1 可 以 计算 如 十 ， 
3 .14159265 
3 311 
0.14159265 | 7| 0.99114855 
0.13277175 |15| 0.00885145 
0.00882090 | 1| 0.00882090 
0.00003055， 


1 1 1 
好 得 TOTT Bt I+ 
渐 近 分 数 是 

3 [ 径 一 周三 ,< 周 佣 算 经 >] ， 

1 22 
3 元 一 邱 约 这 , 何 承 天 (公元 370~447)]， 
ol1 1 _333 
Tt 15 106’ 


1 1 1 355 


-一 -一 一 一- YA ~ 


一 -~ 2 355 vs- Ms - 
实际 算 出 ~ -3.142 各。 一 3.1415929, 误 差分 别 在 小 数 点 后 
第 三 位 和 第 七 位 . 

用 比 w 一 3.14159265 更 精密 的 加 周 率 来 计算 ,我 们 可 以 得 出 


T7151lI+ 9+1+1t., 


了 之 后 的 一 个 渐 近 分 数 是 2039 二 ， 这 是 一 个 很 不 容易 记忆 、 
也 不 便于 应 用 的 数 . 

以 下 的 数据 说 明 ,分 母 比 7 小 的 分 数 不 比 -天 更 搂 近 于 而 
分 母 等 于 8 的 也 不 比 人 更 接近 于 <. 


工 3.1416 3 0.1416 
2 6 .2832 6 0.1416 
3 9 .4248 9 0 .1416 
4 12.5084 13 一 口 .US 
5 ]5.7080 16 — 0 .0o%4 
6 18.8496 19 | —0.0251 
1 21 .9912 22 一 0.0013 
3 20.1328 25 0.0T66 


关于 333 也 有 同样 性 质 ( 以 后 将 会 证 明 的 )。 为 了 避免 不 必 


106 
要 的 计算 ,我 仅仅 指出 ， 
| ze 一 0.00009， 
和 一 下 ~0.0014, 


es 5 。 


以 全 ~ 的 误差 为 最 小 ， 又 
352 


] WT 5 =0.0013, 
35 | 

/ 一 行 3 | 0 .0000003, 
358' 9 

| 5 一 本 玫 =0.0012, 


b>。 的 误差 为 最 小 。 

总 之 , 在 分 母 不 比 8.107.114 大 的 分 数 中 ,分 别 不 比 和 
335 更 接 近 于 wi; 而 -他 、 吕 又 是 两 个 相当 便于 记忆 和 应 用 的 
分 数 ， 我 国 古 代 的 数学 家 祖冲之 能 在 这 么 早 的 年 代 ， 得 到 w 的 这 


样 两 个 很 理想 的 近似 值 , 是 多 么 不 简单 的 事 ， 


、、 、 、 、 311 、， 
注意 ”并 不 是 仅 有 这 些 数 有 这 性 质 , 例如 了 就 是 一 个 ， 
308 311 | 
| 一 | 一 0.0013， rr 一 | 一 0.0002， 
314 = 
] Tt -07 —0.0016 
~ 274 377 330 
二 377 A | E3 了 3 A i 255D -~ i 人 ~ 
这 六 明 了 了 50 比 另 外 两 个 数 来 得 好 , 但 是 它 的 分 母 比 了 3 的 分 母 大 ， 而且 它 
355 
不 比 本 3 更 精 签 . 


六 为 什么 四 年 一 同 , 而 百年 又 少 一 国 ? 


如 果 地 球 绕 太阳 一 周 是 365 天 整 ， 那 我 们 就 不 需要 分 平年 各 
冰 年 了 , 也 就 是 没有 必要 每 隔 四 年 把 二 月 份 的 28 天 改 为 39 天 本 


。 SB » 


如 果 地 球 绕 太阳 一 周 恰恰 是 365 地 天 ， 那 我 们 四 年 加 一 天 的 
算法 就 很 精确 , 没有 必要 每 隔 一 百年 又 少 加 一 天 了 . 

如 果 地 球 绕 太阳 一 周 恰恰 是 365.24 天 , 那 一 百年 必须 有 24 
个 冰 年 ， 即 四 年 一 阔 而 百年 少 一 阔 , 这 就 是 我 们 用 的 历法 的 来 源 . 
由 于 可知: 每 四 (分 母 ) 年 加 一 (分 子 ) 天 ; 由 -26 可知， 每 百 (分 
母 ) 年 加 24 (分 子 ) 天 . 

但 是 事实 并 不 这 样 简单 ， 地 球 绕 日 一 周 的 时 间 是 365.2422 
天 . 由 


2422 
0.2422 一 了 aa 
可 知 : 一 万 年 应 加 上 2422 天 ,但 按 百 年 34 国 计 算 只 加 了 2400 天 ， 


显然 少 算 了 22 天， 
现在 让 我 们 用 求 连 分 数 的 渐 近 分 数 来 求 得 更 精密 的 结果 ， 
我 们 知道 地 球 绕 太 阳 一 周 需 时 3865 天 5 小 时 4 分 46 秒 ， 也 
就 是 
46 10468 


= 365———— 


T 51x60x60 48200 7’ 


b 48 
36b + 537 + 57x60 


展开 得 连 分 数 
365 0463 1 i1 1 1 1 


Cm | 


48200 一 365 十 天 1 了 + 工 T3+ 百 上 + 本 
43200 
10463 | 4141852 
9436| 7| 1348 
1027 | 1| 1027 
5963 | 3 321 
64| 5 320 


eli 


64 164 1， 


@ 5557. 


分 数 部 分 的 渐 近 分 数 是 


工 L7 1 8 

4 4 二 7 29’; 4 二 7 二 1 33， 
i1111 31 11 1 1 1.16 
4 二 7 二 jj 二 83 14128，4 二 7 二 十 3 十 5 673， 
1 1 1 1 1 1 10463 


T1174+I1rS+5+ 6 2100- 

和 天 的 渐 近 分 数 一 样 , 这些 渐 近 分 数 也 一 个 比 一 个 精密 ，。 这 说 明 
四 年 加 一 天 是 初步 的 最 好 的 近似 值 , 但 29 年 加 7 天 更 精密 些 , 33 
年 加 8 天 又 更 精密 些 ， 而 99 年 加 24 天 正 是 我 们 百年 少 一 轿 的 由 
来 。 由 数据 也 可 见 128 年 加 31 天 更 精密 (也 就 是 说 头 三 个 33 年 
各 加 8 天 , 后 一 个 29 年 加 7 天 ， 共 383X383 二 29=128 年 加 3x8 十 
7 一 31 天 ), 等 等 

所 以 积 少 成 多 , 如 果 过 了 48200 年 , 照 百年 24 国 的 算法 一 共 
加 了 432x24 一 10368 天 ,但 是 照 精密 的 计算 , 却 应 当 加 10463 天 ， 
一 共 少 加 了 95 天 。 也 就 是 说 , 按照 百年 24 阔 的 算法 , 过 48200 年 
后 , 人 们 将 提前 9 天 过 年 ,也 就 是 在 秋 初 就 要 过 年 了 ! 

不 过 我 们 的 历法 除 订 定 四 年 一 闵 、 百 年 少 一 关外 ， 还 订 定 每 
400 年 又 加 一 六， 这 就 差不多 补偿 丁 按 百年 24 冰 计算 少 算 的 差 
数 ， 因 此 照 我 们 的 历法 ; 即使 过 48200 年 后 , 人 们 也 不 会 在 秋 初 就 
过 年 。 我 们 的 历法 是 相当 精确 的 . 


七 农历 的 月 大 月 小 、 国 年 国 月 


农历 的 大 月 三 十 天 、 小 月 二 十 九天 是 怎样 安排 的 ? 

我 们 先 说 明 什么 叫 朔望月 ， 出 现 相同 月 面 所 间隔 的 时 间 称 为 
朔望月 , 也 就 是 从 满月 ( 望 ) 到 下 一 个 满月 , 从 新 月 ( 朔 ) 到 下 一 个 新 
月 , 从 峨眉 月 ( 弦 ) 到 下 一 个 同样 的 峨眉 月 所 间隔 的 时 间 。 我 们 把 


、 和 2 


明 望 月 取 作 农历 月 . 


已 经 知道 朔望月 是 29.5306 天 , 把 小 数 部 分 展 为 连 分 数 
1 1 1 i 1 1 1 1 
0.8806= 了 ITI47 了 +I+2+ 红 十 T+2， 
它 的 渐 近 分 数 是 


1 1 8 9 26 867 898 2653 
1’ 2 15’ 17’ 49’ 1634” 1688’ 5000， 
也 就 是 说 ,就 一 个 月 来 说 ,最 近似 的 是 30 天 ,两 个 月 就 应 当 一 大 一 
小 , 而 15 个 月 中 应 当 8 大 7 小 , 17 个 月 中 9 大 8 小 等 等 就 和 
个 月 来 说 ,前 两 个 17 个 月 里 ,都 有 9 大 8 小 ,最 后 了 个 月 里 ,有 8 
大 7 小 ,这 样 在 和 9 个 月 中 ,就 有 26 个 大 月 ， 
再 谈 农历 的 冰 月 的 算法 。 地球 绕 日 一 周 需 865 .2422 天 , 朔 望 
月 是 29.5306 天 ,而 它 正 是 我 们 通用 的 农历 月 , 因此 一 年 中 应 该 有 


365.2422 J» 10.8750 
29.5306 -12.87 12 29.5806 


个 农历 的 月 份 , 也 就 是 多 于 12 个 月 .因此 农历 有 些 年 是 12 个 月 ; 
而 有 些 年 有 有 13 个 月 , 称 为 国 年 。 把 0.37 展 成 连 分 数 
1 1 1 1 i 1 
2 十 1 二 +2 二 2 二 1 十 3， 
它 的 渐 近 分 数 是 
1 1 3 7 10 37 
2” 3’” 8: 19’ 27’” 100: 
因此 , 两 年 一 问 太 多 , 三 年 一 国 太 少 , 八 年 三 国 太 多 ,十 九 年 七 国 太 
少 。 如果 算 得 更 精密 些 


10.8750 _ 1111111 1 11111 
29.5306 2 1 二 2 十 二 十 十 16 十 1 十 5 二 2+6 
1 1 
十 区 十 也， 
它 的 渐 近 分 数 是 


1 1 3 4 7 116 128 731 .,.. 
5 3 8’» 11’ 19’” 315’ 834’ 1985 : 


.59 。 


八 火星 大 冲 


我 们 知道 地 球 和 火星 差不多 在 同一 平面 上 围绕 太阳 旋转 ， 火 
星 轨道 在 地 球 轨道 之 外 。 当 太阳 、 地 球 和 火星 在 一 直线 上 并 且 地 
球 在 太阳 和 火星 之 间 时 ,这 种 现象 称 为 冲 ， 在 冲 时 地 球 和 火星 的 
距离 比 冲 之 前 和 冲 之 后 的 距离 都 小 , 因此 便于 观察 。 地 球 轨道 和 
火星 轨道 之 间 的 距离 是 有 远 有 近 的 。 在 地 球 轨道 和 火星 轨道 最 接 
近 处 发 生 的 冲 叫 大 冲 ， 理 解 冲 的 现象 最 方便 的 办 法 是 看 钟 面 .时 
针 和 分 针 相 重合 就 是 冲 。 12 小 时 中 有 多 少 次 冲 ? 分 针 一 小 时 走 


360°( 一 2w), 时 针 走 30*(- 王 ) 从 12 点 正 开始 ,， 走 了 上 小 时 
后 ,分 针 和 时 针 的 角度 差 是 


2 
( 27 一 1 


如 果 两 针 相 重 ， 那 么 这 差额 应 是 2z 的 整数 倍 , 也 就 是 要 求 出 那些 
t 满足 下 列 等 式 ; 
( 2 一 答 ) = 2mm 


其 中 史 是 整数 , 也 就 是 要 找 了 使 


是 整数 ， 即 在 了 ，2X 了 ，3X 了，… 小 时 时 ,分 针 和 时 针 发 生 
了 溃 ,在 12 小 时 中 共有 芋 次 冲 。 

现在 回 到 火星 大 冲 问 题 。 火星 绕 日 一 周 需 687 天 ,地 球 绕 日 
一 周 需 365 了 天， 把 它们 的 比 展 成 连 分 数 


687 ] 


_687 _ li 1 1 1 1 
366.06 -I+ 了 7 了 +23+ 工 +1 


二 11? 


a BO ee 


取 一 个 浙 近 分 数 1 1 
1l+7 8: 
它 说 明 地 球 绕 日 5 圈 和 火星 绕 日 8 圈 的 时 间 差不多 相等 , 也 就 是 
大 约 15 年 后 火星 地 球 差不多 回 到 了 原来 的 位 置 , 即 从 第 一 次 大 冲 
到 第 二 次 大 冲 需 间隔 15 年 “上 一 次 大 冲 在 1956 年 9 月, 下 一 次 
约 在 1971 年 8 月 . 
再 看 看 冲 的 情况 如 何 ? 每 一 天 地 球 转 过 -ass 度 ， 火星 转 


过 gr 度 . 我 们 看 在 什么 时 候 太 阳 、 地 球 和 火星 在 一 直线 上 ， 在 
t 天 之 后 ,地 日 火 的 夹 角 等 于 
(a 
365.2B 6877/° 
如 果 三 者 在 一 直线 上 , 并 且 地 球 在 太阳 和 火星 之 间 , 那么 有 整数 1 


人 2 2 
< < 1 一 27 
( 365.25 687 7) 人 
687X365.25 、 


于 是 当 n=1, 2, … 时 所 求 出 的 二 都 是 发 生 冲 的 时 间 . 所 以 约 每 
陋 2 年 50 天 有 一 次 冲 。 

注意 

1. 对 于 冲 的 发 生 可 以 严格 要 求 三 星 一 线 ， 但 对 于 大 冲 仅 要 求 差不多 共 
线 就 行 了 。 然 而 二 者 都 要 求 地 球 在 太阳 和 火星 之 间 。 

2， 如 果 钟 面 上 还 有 秒针 , 问 是 否 可 能 三 针 重 合 


九 日 月 食 


前 面 已 经 介绍 过 朔望月 , 现在 再 介绍 交点 月 。 大 家 知道 地 球 
绕 太 阳 转 ， 月 亮 绕 地 球 转 .地 球 的 轨道 在 一 个 平面 上 ， 称 为 黄道 
面 。 而 月 亮 的 轨道 并 不 在 这 个 平面 上 ,因此 月 吏 执 道 和 这 黄道 面 
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有 交点 。 具体 地 说 , 月 亮 从 地 球 轨道 平面 的 这 一 侧 穿 到 另 一 全 时 
有 一 个 交点 ,再 从 另 一 便 又 穿 回 这 一 侧 时 又 有 一 个 交点 , 其 中 一 个 
在 地 球 轨道 图 内 , 另 一 个 在 圈 外 。 从 圈 内 交点 到 圈 内 交点 所 需 时 
闻 称 为 交点 月 .交点 月 约 为 27 .2123 天 . 
当 太 阳 、 月 亮 和 地 球 的 中 心 在 一 直线 上 , 这 时 就 发 生日 食 ( 如 
图 1) 或 月 食 ( 如 果 月 亮 在 地 球 的 另 一 
侧 ) ， 如 图 工 由 于 三 点 在 一 直线 上 ， 
因此 月 亮 一 定 在 地 球 轨道 平 国 上 ， 也 
就 是 月 这 在 交点 上 ; 同时 也 是 月 腕 全 
黑 的 时 候 ， 也 就 是 朔 。 从 这 样 的 位 置 
图 1 再 回 到 同样 的 位 置 必 需要 有 二 个 条 
件 : 从 一 交点 到 同一 交点 (这 和 交点 月 有 关 ); 从 朔 到 朔 ( 这 和 朔 望 
月 有 关 ). 现在 我 们 来 求 朔望月 和 交点 月 的 比 ， 


我 们 有 
29.5306 1， 工 于 工 开工 工 工 于 
27.2123 一 全 工 十 可 十 工 十 下 十 立 耻 了 填 工 
了 工 
十 琵 十 了 
1 1 1 1 1 1 9249 


1 十 1 十 2++1+4 223， 

] 而 223 x29.5306 天 ==6585 天 = 二 18 年 11 天， 

这 就 是 说 ,经 过 了 242 个 交点 月 或 223 个 朔望月 以 后 , 太阳 、 月 亮 
和 地 球 又 差不多 回 到 了 原来 的 相对 位 置 。 应当 注 意 的 是 不 一 定 这 
三 个 天 体 的 中 心 准 在 一 直线 上 时 才 出 现 日 食 或 月 食 ， 稍 偏 一 些 也 
会 发 生 , 因 此 在 这 148 年 11 天 中 会 发 生 好 多 次 日 食 和 月 食 ( 约 有 入 
次 日 食 和 29 次 月 食 ), 虽然 相 邻 两 次 日 食 ( 或 月 食 ) 的 间隔 时 间 并 
不 是 一 个 固定 的 数 , 但 是 经 过 了 18 年 11 天 以 后 , 由 于 这 三 个 天 体 
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又 回 到 了 原来 的 相对 位 置 ,因此 在 这 18 年 11 天 中 日 食 .月 食 发 生 
的 规律 又 重复 实现 了 。 这 个 交 食 (日 食 月 食 的 总 称 ) 的 周期 称 为 沙 
罗 周 期 .“ 沙 罗 就 是 重复 的 意思 求 出 了 沙 罗 半期， 就 大 大 便于 
日 食 月 食 的 测定 ， 


十 日 月 合 壁 , 五 星 联 珠 , 七 曜 同 定 


今年 (1962 年 ) 二 月 五 日 那天 , 正当 我 们 欢度 春节 的 时 候 ,天 空 
中 出 现 了 一 个 非常 军 见 的 现象 ， 于 
就 是 金 . 木 . 水 . 火 、 土 五 大 行星 在 同 
一 方向 上 出 现 ， 而 且 就 在 这 方向 上 
日 食 也 正好 发 生 。 这 种 现象 称 为 日 
月 合 壁 ， 五 星 联 珠 ， 七 肯 同 宫 (图 
2) , 这 是 儿 百 年 才 出 现 一 次 的 现象 . 

天 文学 家 把 “天 ”划分 成 若干 部 
分 , 每 一 部 分 称 为 一 个 星座 。 通过 
黄道 面 的 共有 12 个 星座 , 称 为 黄道 
十 二 宫 。 这 次 金 . 木 .水 、 火 、 土 .日 、 2 
月 七 个 星球 同时 走 到 了 一 个 宫 内 ( 宝 瓶 宫 )， 而 日 食 也 在 这 宫 内 发 
生 ， 

现在 我 们 根据 下 天 来 说 明 这 种 现象 是 怎样 发 生 的 ， 


表 中 的 赤 经 和 赤 纬 表示 某 一 星球 的 方向 ,如果 两 个 星球 对 应 的 琴 
经 和 赤 纬 很 接近 ， 那 么 在 地 球 上 看 起 来 ， 它 们 在 同一 个 方 回 上 当 
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现 。 表 中 所 列 是 1962 年 二 月 五 日 那天 各 星球 的 方向 , 由 此 可 见 它 
们 方 回 的 相差 是 不 大 的 怎样 来 理解 不 大 ? 钟 面 上 每 一 小 时 代表 
360°/12 一 80°, 每 一 分 钟 代 表 30°/5==6°, 也 就 是 一 分 钟 的 角度 是 
6"， 这 就 可 以 看 出 这 七 个 星球 的 方向 是 多 么 互相 接近 了 . 

为 什么 又 称 为 五 星 联 珠 呢 ? 我 们 看 起 来 , 那天 金 、 木 .水 、 火 、 
士 五 星 的 位 置 差不多 在 一 起 , 但 实际 上 它们 是 有 远 有 近 的 , 因此 好 
象 串 成 了 一 串珠 子 一 样 。 这 种 现象 也 称 为 五 星 聚 。 古 代 迷 信 的 人 
把 五 星 联 珠 看 作 千 祥 之 兆 ， 因 此 把 相差 不 超过 人 5” 的 情况 都 称 为 
五 星 联 珠 了 。 

关于 这 种 现象 , 远 在 二 千 多 年 前 , 我 国 历史 上 就 有 了 记载 .在 
<“ 汉 书 > 律 历 志 上 是 这 样 写 的 : 

复 复 太初 历 , 星 朔 驼 望 皆 最 密 , 日 月 如 合 壁 , 五星 如 连珠 . 

而 且 还 有 一 个 注 : 

太初 上 元 甲子 夜半 朔 旦 冬至 时 ,七 暴 丝 会 聚 斗 率 生 分 度 , 夜 尽 
如 合 壁 连 球 ， 

太初 是 汉 武 帝 的 年 号 , 在 公元 前 104 年 . 

读者 一 定 希 望 知道 何 时 再 发 生 几 个 星球 的 联 珠 现象 ， 我 们 在 
下 面 两 节 中 提出 一 个 考虑 这 个 问题 的 粗略 方法 。 


十 一 计算 方法 
我 们 用 以 下 方法 解决 类 似 于 上 节 所 提出 的 问题 . 
”问题 1 假定 有 内 外 两 图 圆 跑 道 ， 
甲 在 里 圈 沿 反 时 针 方 向 匀速 行走 , 49 分 
走 完 一 图; 乙 在 外 圈 也 沿 反 时 针 方向 多 
速 行走 ，86 分 钟 走 完 一 图 出 发 时 他 们 
和 圆心 在 一 直线 上 。 问 何 时 甲 、 乙 在 贺 


心 所 张 的 角度 小 于 15°? 
解 甲 每 分 钟 行走 -5 度 , 乙 每 分 钟 行走 33 度 . + 分 钟 后 ， 
走 过 的 角度 差 是 (了 3 一 所) 所 以 他 们 与 圆心 连结 的 角度 是 
2T 27 
0— (TE )t—2mm, 
这 儿 m 是 一 个 自然 数 , 使 0 的 绝对 值 最 小 。 问题 一 变 而 为 上 是 何 
值 时 ,存在 自然 数 吕 使 


2m 2 o 2xx1b 2 
( 著 - 疾 25m|<15 860 29247 
、 371 | -1 
过 驶 十 410514 "|~ a7 
a 4214 /| 
即 在 出 发 后 4.75 分 钟 之 内 夹 角 都 小 于 15"， 

取 m 一 得 23 . 37 25 
24 ~ 411f ~ a4’ 
即 z 109.15<1<118.64, 


也 就 是 说 , 出 发 4.75 分 钟 后 , 夹 角 开始 变 得 大 于 15 ; 在 出 发 后 的 
109.15 分 到 118.64 分 之 间 时 ,来 角 义 在 19” 内 ， 

一 般 地 讲 ， 

1 .837 


1 
mM of ~ A014 (~ od 


,4214 4214 4914 4914 
Bh 37 a4x37 “~ 87 87xo4’ 


113.9m—4.75<t<113.9m+4.75., (1) 

这 个 问题 看 来 较 难 ， 而 实质 上 比 本 文 所 讨论 的 其 它 问 题 都 更 

容易 . 把 这 问题 代数 化 一 下 : 假定 甲乙 各 以 4、b 分 钟 走 完 一 圈 ， 
那么 


— ab (mn . )<t<# (mt 元)， M=1, 2, $3, 1， 
b—oa b—a 


问题 4” 如果 还 有 一 圈 , 两 以 180 分 钟 走 完 一 圈 ， 问 何 时 三 个 
人 同 在 一 个 15° 的 角 内 ? 

解 ” 在 直线 上 用 红 铝 笔 标 上 区 间 ( 了 D， 即 从 0 到 4.75, 113.9 
一 4.75 到 113.9+4.75, 113.9x2 一 4.75 到 118.9x2-+4.75, -… 
分 别 深 上 红色 .这 是 甲乙 同 在 15” 角 内 的 时 间 。， 同 法 用 绿色 线 
祭 出 甲 、 丙 同 在 15” 角 内 的 时 间 ， 用 蓝 色 线 标 出 乙 、 丙 同 在 15° 角 
内 的 时 间 ， 那么 三 色 线 段 的 重复 部 分 就 是 甲 、 乙 、 丙 三 人 同 在 二 


角 内 的 时 间 ， 
当然 ,只 是 为 了 方便 , 才 用 各 色 线 来 标 出 结果 , 读者 还 是 应 当 
把 它 具体 地 计算 出 来 . 


现在 我 们 回 到 第 十 节 中 所 提出 的 问题 ， 但 把 问题 设想 得 简单 
一 点 ， 假 设 各 行星 在 同一 平面 上 , 以 等 角速度 绕 太 阳 旋 转 , 它们 线 
日 一 周 所 需 时 间 列 于 下 表 : 


£1 别 |] 东 时 | 人 金 如 | 地 球 火 是 林 星 十 是 
绕 日 周期 | 88 天 | 225 天 | 1 年 =365 天 |1 年 3882 日 | 坟 年 315 已 |29 年 167 晶 


假设 在 1962 年 二 月 五 日 , 地球, 金 . 木 .水 、 火 , 士 等 星球 , 位 于 
以 太阳 为 中 心 的 圆 的 同一 半径 上 ， 问 经 过 多 少时 间 以 后 它们 都 在 
同一 个 30 的 圆心 角 内 ? 

这 个 问题 可 以 用 上 面 所 介绍 的 方法 解决 。 当然 , 得 到 的 结果 
是 很 粗略 的 , 原因 是 各 行星 并 非 在 一 个 平面 上 运动 ,而且 它们 也 不 
是 作 等 角速度 运动 , 所 以 实际 情况 很 复杂 。 但 读者 不 妨 作为 练习 
照 上 面 的 方法 去 计算 一 下 。 
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十 二 有 理 数 逼近 实数 

以 上 所 讲 的 一 些 问 题 , 可 以 概括 并 推广 如 下 ; 
给 定 实数 (>0)， 要 求 找 一 个 有 理 数 去 逼近 它 ,说 得 更 确 
切 些 , 给 一 自然 数 六 , 找 一 个 分 母 不 大 于 六 的 有 理 才 7 使 误差 


一 也 


ss 


最 小 

这 是 一 个 重要 问题 ， 由 它 引 导出 数论 的 一 个 称 为 入 大 
(Diophantine) 逼近 论 的 分 支 ， 它 也 可 以 看 成 数学 上 各 种 各 样 到 
近 论 的 开端 . 

以 上 所 讲 的 感性 知识 告诉 我 们 , 如 果 a 是 一 有 理 数 ,我 们 把 a 
展开 成 连 分 数 , 而 命 or 为 其 第 n 个 浙 近 分 数 , 那么 在 分 母 不 大 
于 gs 的 一 切 分 数 中 ,以 本 和 a 最 为 接近 。 我 们 将 在 第 十 五 节 
中 证 明 这 一 事实 。 不 但 如 此 , 这 个 事实 对 于 a 是 无 理 数 的 情形 也 
同样 正确 。 为 此 ,我 们 需要 介绍 把 无 理 数 展 成 连 分 数 的 万 法 ， 

在 第 三 节 中 ,我们 已 用 力 转 相 除法 把 一 有 理 数 卫 展 成 连 分 
数 ， 现 在 把 那里 的 四 ，(2)，… 诸 式 加 以 改写 , 便 得 


万 一 qo 十 万 (0<7<<6), 


4 ss 

] re Ct 1 (0 一 To 1<7n ao)， 
Tn—2 一 了 

| 一 3 wn 

人 了 六 一 工 
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我 们 看 到 : go, vi，…，aqn on 实际 上 也 就 是 用 5 除 4, 用 7 除 2， 
"i? ， 用 fwi 除 74-2 以 及 用 7 除 74-1 后 所 得 各 个 两 数 的 整数 部 
分 ， 如 果 以 记号 [fo] 来 表示 实数 zz 的 整数 部 分 ( 即 不 大 于 2 的 最 大 
整数 ,例如 [21] = 二 2，[xz] 一 3, [一 1.5] = 一 2 等 ), 那 末 


0 b Ia 3 Tn—2 
ao=| | Cd 一 二. ”一 | |， ao 一 | Te | 
0 人 dpa Tn 一 1 


而 二 就 有 如 下 的 连 分 数 表示 : 
0 1] 1 1 1 
DP atat taunt a. 
对 于 无 理 数 &, 我 们 也 可 以 用 这 方法 将 它 以 连 分 数 表示 .首先 取 
a 的 整数 部 分 [a]， 用 ao 记 之 , 然后 看 a 和 ao 的 差 , 4 一 40 一 一 - 


(注意 , 因为 a 是 无 理 数 , 0 一定 大 于 1); 再 取 i 的 整数 部 分 Larj， 


* a 1 re 
记 它 为 化 工 ， 了 而 收 写 ca 和 aa 六 =， 01 一 中 一 一 (注意 ， a> 1); 再 取 
2 
oz 的 整数 部 分 为 ga… 等 等 。 也 网 是 说 , 命 
go= lo], 0.— Qo =—, 
CI 
41= [ol], 0 一 Qi 一 一 一 ， 
0 
Qs = [co], aa 一 Ga 一 ， 
3 
于 是 显然 有 
人 一 mw 工 一 ww + 一 二 一-…- Co + l 了 
C1 人 十 一 一 Wi 十 一 一 
C0» 1 
Q3 
1 1 1 1 
一 Ve 十 


十 十 号 十 十 人 十 


@ ”有理 数 志 的 连 分 数 表示 一 定 是 有 尽 的 ， 而 无 理 数 w 的 连 分 数 表示 则 一 定 无 
从。 
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在 第 五 节 开 头 我 们 就 是 按照 这 个 方法 去 求 严 的 连 分 数 的 。 和 有 理 
数 的 情形 一 样 , 称 
Co 十 


1 1 1 


Git Gs + 二 Gn 
为 a 的 第 n 个 浙 近 分 数 。 关于 渐 近 分 数 的 一 些 基本 性 质 , 将 在 下 
节 中 加 以 说 明 . 

上 面 已 经 说 过 , 我 们 将 在 第 十 五 节 中 证 明 ; 如 果 命 六 =gn， 则 
名 的 确 是 使 ba Cs 六 = gw 为 最 小 的 有 理 数 ， 


但 是 并 非 仅 有 -o* 有 这 种 性 质 ， 例 如 , 在 第 三 节 中 ,我 们 已 经 
给 出 例子 ， 


548 
“~ 536 ~ 
而 也 一 池 在 所 有 分 母 不 大 于 7 的 分 数 中 最 接近 于 但 二 -并 
B43 rs、 人 ny 
非 335 的 渐 近 分 数 . 


十 三 浙 近 分 数 
设 a 是 一 正 数 , 并且 假定 它 已 展 成 连 分 数 


| 
a 一 0 十 一 ， 一 一 
十 Ga 十 … 


上 容易 看 到 , 它 的 前 三 个 渭 近 分 数 是 
Go Wot+l1 0a (aaico 十 1 十 Go 
1 ?7 CT Cai 十 十 


一 般 地 , 有 
定理 1 如 命 
Do 一 00，121 一 0i00 十 2 一 0nrDo dy 十 Dr _a (N22), 
go=1, qi1= 01; Gs—= ndn-1t ds-2 (N22), 
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那么 -就 是 “的 第 %” 个 渐 近 分 数 . 
证 、 当 n=2 时 ， 定 理 已 经 正确 ， 现 在 用 数学 归纳 法 证 明定 


我 们 看 到 , a 的 第 %w 一 1 个 渐 近 分 数 
1 
OG + Ga nt 
和 wa 的 第 多 个 渐 近 分 数 


1 1 1 


和 -Qn_1 + On 
的 差别 仅 在 于 将 @w-1 近 成 4@n_ 十 元 所 以 有 定理 对 n 一 1 下 确 ， 


也 了 硕 是 如 果 a 的 第 郊 一 工 个 j 浙 近 分 数 是 


2 
《an 一 Cn 一 工 Yn-2 十 (fn—3 


那么 第 % 个 淅 近 分 数 应 是 


1 
1 (to :六 一 为 一世 并 一 一 
( nit oo) gn-at gn (Gn-4 Gn-2+ 9n-3) 十 ga 


wo + 


<- (nn 二 TPn-2 。 Pn_ 
Wn nl 十 (fn.—2 (Un 


定理 得 到 证 明 ， 
有 了 这 个 弟 推 公式 ， 我 们 就 可 以 根据 a 的 连 分 数 立 刻写 出 它 
的 各 个 浙 近 分 数 ， 


如 果 命 
Cn > 一 他 + L 
?One 十 Qnre + **, 
i 1 工 上 


人 是 太 
0 


它 和 &a 的 第 ww 个 浙 近 分 数 的 差别 仅 在 于 将 @ 换 成 ox, 于 是 由 年 
理 + 立刻 得 到 
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Ow 十 了 CO; -一 十 一 
0 = Oo, QC= po Ct Pn 2 (N=2) 


Oi1 cpda 1 Yn 2 
定理 3 pngn-1 一 gnpn-1=—(—1)" 1(n>1), 
Pngn-2 ~ Gnpn-2— (—1) "gn (n>2). 
证 易 见 
P190— qipo~ (W001 + 1) 一 aico 一 圭 。 
由 定理 1 可 知 
Pnqn-1 — nDn-1—= (GnDn_1 十 Do 9n 一 (an9a 1 十 Go 2)Dn 1 
— — (Pn_19n-3— gn-_1Dn-2),. 
改 由 数学 归纳 法 , 立刻 得 出 第 一 个 式 子 ， 


仍 用 定理 1 和 第 一 式 ,得 出 
Pndn—2 ~ YnDn.2 C=— (QnPn_1 二 Dn_2) Gn—2 (GnQn_1 十 Gn_2) Dna» 
= (—1)"g,. 


从 定理 3 的 第 一 式 可 以 看 到 , ps 与 9 的 任何 公约 数 , 一 定 除 
得 尽 (一 1)”*, 所 以 得 到 
系 pn 和 gn 互 素 ( 即 它们 的 最 大 公约 数 是 1). 


定理 4 ca 一 pn” (oo 
Yn On (Cn10n 十 Gn_1) On (on 2 n.1 十 On) . 


证 由 定理 2 及 定理 3， 


一 Cn 41 Pn Tt Pn _ Pn ( 一 二 ya 
On Ce 1 Gn Qn.1 (Un Gn (On Cn -上 0Ip_1) 
和 ce 一 Wo tpnritpn Jo (Ti "ona 


dp Qnri20n41 1- 9n gn On (Cn pons41 十 Gn) . 


十 四 ”实数 作为 有 理 数 的 极限 
在 本 节 中 ,我 们 假定 a 是 无 理 数 ， 由 上 节 定 理 3 推 得 


es 了 1 。 


or pnt 《一 1 ” 

On yn-1 {fnyn—1 

Pn Pa-2 _ (—1)"w, 

On Yn—2 Gan oo 
由 此 并 由 定理 4, 我 们 得 到 


< < 一 
90 Qa (4 2 ~ 2 
利 ] -二 和 lt Qi， 
91 g3 5 2 名 于 工 
而 有 目 Pan_ Pan-11 1 


ie | 
2n9 2n—1 . 


当 % 无 限 增 大 时 ， 由 上 节 定 理 1 2 一 Cardn 1 Gn_ o> Gn_1. 四 
为 9 一 工 所 以 gs>>w， 因此 g 也 无 限 增 大 ， 而 是 一 递增 的 
数列 , 趋 于 极限 ws ot 是 一 递减 的 数列 , 趋 于 极限 w (由 上 节 定 


马扎 2%—1 


型 4 可 见 当 %->oo 时 , Ia- 如 |< 误 一 0) 


定理 顾 了 趋 于 ou, 而 比 + 更 接近 于 也 就 是 


< 


yn (ni 
证 ”由 定理 和 44 已 知 
Un dn‘ CniiGn + Gn_1)” 
及 0 —— + _ Qnri(—1)" i 


(Yn—1 fn—1 (Qnr10n"t Gn 1) 
由 于 onjdz2 及 dd4<9n， 所 以 


1 Cn 


一 一 一 一 -一 < 二 I 
Un (Ons19n -9n-1) Un—1 (Cony10n Grn-1) 
dan da | 
这 证 明 也 给 出 了 


® fa。 


1 


1 Dn_1 
6 — ~ 一 ”< 和 | 
定理 don 一 (Gn qn-1) | Yn—i 和 Gn—idn 
因此 推出 
定理 4 有 无 限 多 对 整数 p、9 使 
0 一 地 < 1 
qd! 4 


十 五 最 佳 带 近 


问题 求 出 所 有 的 ,使 它 比分 母 不 大 于 @ 的 一 切 分 数 (不 


等 于 亡 ) 都 更 接近 于 a， 即 要 求 


_Plle_ Pl(g<0, Zz#L 1 
0 g|<|e | (gs P+) (1) 

定理 8 设 n>1, 9<gs, 人 六 -0 那么 渐 近 分 数 -< 比 - 
更 接近 于 a. 


证 不 妨 假设 w 是 偶数 ， 至 于 mn 是 奇数 的 情形 可 以 完全 同和 任 
地 证 明 ， 


车 a 一 -如 ,定理 自然 成 立 ， 现 在 假设 a 如， 车 马 比 下 


更 接近 于 a， 由 定理 8 可 对 
a 了 | a— tig 
d 


2 


Un Un—1 
BD ax 一 2 一 wx 一 和 一 ax 一 和 
Qn—1 gd On 
也 就 是 
如 一 此 一 Let (2) 
On 地 Un—1i 


所 以 我 们 只 须 证 明 适 合 上 式 的 分 数 gq? 必 有 分 母 9 之 gs 


e 73 。 


如 果 Pt 


和 0Iz 1 
1 Dnt DP Pn 1 
那么 < Ppt go 1 
QOn_1 Gn—1 gl Gn—1 Cn. 1 (CnQn_1i 十 Gn_2) 
因此 0 > On9n-i1 十 Gn_2 nn_1i 9n-2 = Gn. 
同样 地 由 < 


可 以 得 出 49>qns4>qs， 于 是 定理 得 到 证 明 . 

在 定理 的 证 明 过 程 中 ,我 们 还 推出 下 述 的 论断 ， 

系 若 四 在 pe 和 a 之 间 , 那 就 必 有 9 之 qn 

定理 8 说 明 渐 近 分 数 满足 本 节 开 始 所 提问 题 中 对 二 的 要求 
(D ,但 我 们 还 不 知道 能 满足 (了 ) 的 坪 是 否 仅 限 于 渐 近 分 数 , 关于 
这 个 问题 ,我 们 有 下 面 的 定理 ， 

定理 9 (GD 在 分 母 不 大 于 全 =wi 的 一 切 分 数 中 , 只 有 
(23 


Wt <g<u ) 


满足 (了 D). 
(ii) 设 n 之 2, 在 分 母 大 于 9w_1, 但 不 大 于 94 的 一 切 分 数 中 ， 
只 有 


Lpn.1 十 Dn—2 (去 oo 一 Yn—2 ) eg 人 0 ) 
bqn1 十 Yn—2 2 Yn-1 


满足 (1). 
证 ” 先 证 (i)， 我 们 有 
moa<aot <a + (gq), 
Wi y 
go 和 Qo 十 至 a 的 距离 分 别 等 于 下 和 十 一- 二 ,所 以 当 而 且 仅 
gd1 1 人/ Ol 

当 29>oa, 或 即 g> 人 于 一 时 ,oo 二 二 才 比 mm 更 接近 于 a。 又 对 于 
任何 g, mo 和 十 志 的 距离 等 于 坟 , 所 以 w+ 二 (2 一 <q<a) 


s TA.» 


比分 母 不 大 于 9 的 其 它 任 何 分 数 虱 更 接近 于 a. 
(让 ) 的 证 明 ， 我 们 假设 w% 是 偶数 , 是 奇数 的 悄 形 可 以 同 标 证 


明 ， 
由 定理 3、4、5 可 知 
Pn? or Pr Pn ge Lt (3) 
Gn—2 CA 一 Gn Gn—1 


(因为 24a 一 了! 和 和 名 十 到 a 的 距离 相等 ,而 儿 汪 比如 二 更 接近 
On—1 (fn—1 Gn—1i On—2 


于 w， 7 又 比 人 更 接近 于 四 ， 


设 二 0 pm qn_1<QSEq9n, 于 ?如 么 必 有 
dp 一 
a 
上 2 
L On—i Wy Jn—1 
也 就 是 OA Pn-i Do 


Gn_1 QQ gn-1 
其 次 ,由 Q<gs 和 定理 8 的 系 ,不 可 能 有 < 也 不 可 
能 有 o< 二 二 名 二 ， 所 以 必 有 
DE (4) 


Gn—1 Q Gn 
再 次 , 由 定理 3 可 得 
Do-a Vpn pe a (Lt) pa 1 Pre 
dn—2 ~ 1g- 1 Gn (t+1)qn_i+ Gn 


< WnDn1 TT Dn— 3 Fn 
Ungn—1 十 (fn—_2 0 . 


所 以 必 有 唯一 的 io(0 志 io 过 qn) 使 
topn— 1 Pn—2 < Pn-1 (lot 1) Pn 1 二 Dro / 
J ht emt se A 人 
Togn— 1 十 Go 一 ~ dan 一 (to 十 ])gn- 1 十 Ga 2 | 


LoD 1 十 1Dn- Dn -1 (fa 十 二 ) Dr 1 Pre 
rr- Pn > 一 oa 一 人 一 一， 
[ca i+ 9n_2 fn 1 (Lot-1)gn_1t gn-2 


79 。 


将 w= -ar-i 十 Dr-a 代入 上 式 ,并 加 整理 ,最 后 得 


Ongn—1i Tn_2 
了 (一 汪汪) 5m 2) 
Le 
2 4 (ni J 2 Yn—1 


由 (和 、(5) 《6) 必 有 唯一 的 706+1<I1<os) 使 
(CE 一 十 ) pn_1 十 Dn_2 -一 厂 < LDn1t Pn_o 


(QC—1)gn_1t4n-2 [0 lqn_1 9n-2 
倘 奋 等 式 不 成 立 , 即 震 
CC 1 ) pn_1 +- Dn 2 < P < LDn 1 十 Dano 


| 


局 1) (Yn—1 十 Yn—2 YQ Lon_1 十 Yn—2 


那 束 有 
1 < -ip 二 Dn_9 < 一 DT 十 Prn_a 
Y [V6—1) 94_1 + 9n_2, Q (LC—1) Can- 十 dan-3 [9 :+ 十 Yn—2 
_ 起 一 1 ) pn_1 + Dn_2 | 
@& 1) fn—1i 十 On-2 [ 人 1) Yn—2 十 In | (V9n_1 十 Gn_2) . 
即 得 Q>lgn-1+ 9n-2. 
PP LDn_1 二 Dn_o 
昌 一 二 >>a 一 于 tf"? >>0, 
但 ° Q 一 LI 4 十 Ga -as 
* ss f lpn_1 Pn_a 
这 和 要 求 (4) 矛盾 。 所 以 必 有 二 = 汪 一 一 一 (ltli<l<a,). 
WY Ug,_1+ qn 2 


反之 ,这些 分 数 的 分 母 都 适合 :<Q<9 并且 它们 满足 (了 D， 轩 
为 假如 于 和 < 的 距离 小 于 或 等 于 了 二 2 了 2 和 的 距离, 那么 
了 或 者 落 在 -o* 和 e+ 之 间 ， 而 由 定理 8 的 系 得 9>9m 或 者 落 


bpn_1 + Dn_o 1 Dn Y , 
-一 一 一 利 | 一 之 间 ， 本 大 人 
在 各 -or 和 如 之 间 ， 而 有 k(1<h<ar) 使 


kpDn_1 十 Dn_9 < (KZ 十 工 )Dn_: 十 Dn_9 . 
KGa_ 1 十 0 3 0 (k 十 1) Gn_1 9n-3 
岂 上 面 同样 的 证 明 , 得 到 9 关 必 二 19 十 go -3 全 (9n-i 十 9n-a 所 以 
总 有 
4 一/9n -1 十 9 -5， 


也 就 是 说 ie- 二 Pr- (fo 上 1<I<a) 满 足 G， 定理 证 完 。 于 是 


se 7 和 Se 


1 .11 可 月 


本 节 开 始 所 提出 的 问题 得 到 完全 的 解决 ， 


十 六 结 束 语 


我 们 在 这 里 只 挑选 了 少数 容易 说 明 的 应 用 ; 就 问题 的 性 质 来 
说 , 应 用 的 范围 是 宽广 指 ， 凡 是 几 种 周期 的 重 遇 或 复 达 ,都 可 能 有 有 
到 这 一 套数 学 ; 而 多 种 周期 的 现象 ,经 党 出 现 于 声 小、 光波、 电波 、 
水 波 和 空气 波 的 研究 之 中 。 又 如 坝 身 每 隔 & 分钟 受 某 种 冲击 力 ， 
每 隔 6 分 钟 受 男 一 种 冲击 力 ， 用 这 套数 学 可 以 形 定 大 致 每 隔 多 少 
分 钟 最 大 的 冲击 力 出 现 一 次 , 等 等 ， 

本 书 是 为 中 学 生 写 的 。 和 这 有 关 的 许多 有 趣 的 、 更 深入 的 问 
题 ,这 里 不 谈 了 。 要 想 进 一 步 了 解 的 读 首 , 可 以 参考 拙 车 《数论 叶 
引 > 第 十 章 ， 

为 了 迎接 1962 年 的 数学 竞赛 , 这 本 小 书写 得 太 缴 已 了 , 没有 
经 过 充分 的 修饰 和 考虑 ， 更 没有 预先 和 中 学 生 们 在 一 起 共同 研究 
一 下 , 希望 读者 ,特别 是 中 学 教师 和 高 中 同学 们 多 多 提 意 见 . 

1962 年 春节 完稿 于 从 化 漫 果 

在 完稿 之 后 , 又 改写 了 几 次 .中国 科 技 太 学 高 等 数学 教研 室 
副 主任 奢 升 同志 曾 就 原稿 提出 了 不 少 宝贵 意见 。 中 国 科学 院 自 然 
科学 史 研 究 室 严 敦 杰 同 志 提 供 了 有 价值 的 历史 资料 ， 而 在 改写 过 
程 中 , 又 曾 得 到 吴 方 、 徐 诚 洛 、 谢 感 刚 三 位 同志 的 帮助 .特别 是 有 
方 同 志 对 第 十 二 到 十 五 节 作 了 重大 修改 ， 徐 诚 洛 同志 对 有 关 天 文 
的 部 分 提 了 很 多 意见 ， 又 北京 天 文 亿 刘 鹿 仲 同志 提供 了 今年 春节 
“五 星 联 珠 ,七 曜 辐 宫 现象 的 图 象 , 对 于 以 上 诸 同 志 的 帮助 ,一 并 
在 此 致谢 ， 

于 中 国 科学 技术 大 学 
1962 年 4 月 8 日 
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附录 祖冲之 人 简介 


祖冲之 , 字 文 远 , 生 于 公元 429 年 , 卒 于 公元 500 年 。 他 的 祖 
籍 是 范阳 那 萄 县 , 就 是 现在 的 河北 省 染 源 县 。 他 是 南北 朝 时 代 南 
朝 宋 齐 之 间 的 一 位 杰出 的 科学 家 。 他 不 仅 是 一 位 数学 家 , 同时 还 
通晓 天 文 历法 、 机 械 制 造 .音乐 , 并 且 是 一 位 文学 家 . 

在 机 械 制造 方面 ,他 重 造 了 指南 车 , 改进 了 水 礁 麻 , 创制 了 一 
艘 “千里 船 >。 在 音乐 方面 , 人 称 他 “精通 “ 钟 律 : ,独步 一 时 >。 在 文 
学 方面 ,他 著 有 小 说 < 述 异 记 > 十 卷 . 

祖 家 世 世 代 代 都 对 天 文 历法 有 研究 ， 他 比较 容易 接触 到 数学 
的 文献 和 历法 资料 , 因此 他 从 小 对 数学 和 天 文学 就 发 生 兴趣 .， 用 
他 自己 的 话 来 说 , 他 从 小 就 “专攻 数 术 , 搜 炼 古今 ”这 “ 搜 ”"、“ 炼 ” 
”两 个 字 , 刻 划 出 他 的 治学 方法 和 精神 . 

“ 搜 ” 表 明 他 不 但 阅读 了 祖辈 相传 的 文献 和 资料 ， 还 主动 去 寻 
找 从 远古 到 他 所 生活 的 时 代 的 各 项 文献 和 观测 纪录 ， 也 就 是 说 他 
尽量 吸收 了 前 人 的 成 就 ， 而 更 重要 的 还 在 “ 炼 " 字 上 ,他 不 仅 阅读 
了 这 些 文献 和 资料 , 并 且 做 过 一 些 “ 由 表 及 里 , 去 芜 存 精 ” 的 工作 ， 
把 自己 所 搜 到 的 资料 经 过 消化 , 据 为 已 有 , 最 具体 的 例子 是 注解 了 
我 国 历史 上 的 名 著 < 九 章 算 术 >. 

他 广博 地 学 习 和 消化 了 古人 的 成 就 和 十 代 的 资料 ， 但 是 他 不 
”为 古人 所 局 圈 , 他 决 不 “ 虚 推 二 人”, 这 是 另 一 个 可 贵 的 特点 。 例 如 
他 接受 了 刘 徽 算 圆周 率 的 方法 ， 但 是 他 并 不 满足 于 刘 微 的 结果 


3.14 2， 他 进一步 计算 , 算 到 圆 内 接 正 1536 边 形 ， 得 出 圆周 率 


3.1416，、 但 是 他 还 不 满足 于 这 一 络 采 , 又 推算 下 去 , 得 出 
3.1415926<x <3.1415927. 


sa 78 各、 


这 一 结果 的 重要 意义 在 于 指出 误差 范围 ， 大 家 不 要 低估 这 个 工 
作 ， 它 的 工作 量 是 相当 巨大 的 。 至 少 要 对 9 位 数字 反复 进行 130 
次 以 上 的 各 种 运算 ， 包 插 开 方 在 内 .。 即使 今天 我 们 用 纸 笔 来 算 ， 
也 绝 不 是 一 件 轻 松 的 事 ， 何 况 古 代 计 算 还 是 用 算 筹 (小 竹 棍 ) 来 进 
行 的 呢 ? 这 需要 怎样 的 细心 和 儿 力 啊 ! 他 这 种 严 并 不 苟 的 治学 态 
度 ,不怕 复 杂 计 算 的 毅力 ,都 是 值得 我 们 学 习 的 . 

他 在 历法 方面 测 上 出 了 地 球 统 日 一 周 的 时 间 是 365 .24281481 
日 ， 跟 现在 知道 的 数据 365.2432 对 照 ， 知 道 他 的 数值 准 到 小 数 第 
三 位 ， 这 当然 是 由 于 受 当 时 仪器 的 限制 . 根据 这 个 数字 , 他 提出 
了 把 农历 的 19 年 7 图 改 为 391 年 144 头 的 主张 . 这 一 论断 昌 有 
它 由 于 测量 不 准 的 局 限 性 ,但 是 他 的 数学 方法 是 正确 的 (读者 可 以 


根据 本 书 的 论述 来 判断 这 一 建议 的 精密 度 : 0S92- 一 0.36826 只 


能 准 到 四 位 , -5 一 0.3684, 30 一 0.36829, 5375- 一 0.36825) 


他 这 种 勤奋 实践 、 不 怕 复 杂 计算 和 精细 测量 的 精神 , 正如 他 所 
说 的 “ 麻 量 圭 尺 , 身 察 仪 漏 , 目 尽 毫 厘 , 心 穿 筹 算 ”。 由 于 有 这 样 的 
精神 , 他 发 现 了 当时 历法 上 的 错误 :因此 着 手 编制 出 新 的 历法 ,这 
是 当时 最 好 的 历法 。 在 公元 462 年 ( 刘 宋 大 明 六 年 ), 他 上 表 给 皇 
帝 刘 骏 , 请 讨论 颁 行 , 定名 为 “大 明 历 ” 

新 的 历法 遭 到 了 戴 法 兴 的 反对 ， 戴 是 当时 皇帝 的 宠幸 人 物 ， 
百 官 惧怕 戴 的 权势 ， 多 所 附和 戴 法 兴 认 为 “古人 制 章 ”“ 万 世 不 
易 ”， 是 “不 可 革 ” 的 ， 认 为 天 文 历 法 “非凡 夫 所 测 ”。 甚 至 于 雪 祖 冲 
之 是 “ 诬 天 背 经 ”, 说 “ 非 冲 之 浅 虑 , 妄 可 穿 羡 ”的 .祖冲之 并 没有 为 
这 权贵 所 吓 倒 , 他 写 了 一 篇 < 驱 议 >, 说 “ 愿 闻 显 据 , 以 窍 理 实 ” 并 表 
示 了 “ 浮 词 虚 用 , 窃 非 所 惧 ” 的 正确 立场 . 

这 场 斗争 祖冲之 并 没有 得 到 胜利 , 一 直到 他 死 后 , 由 于 他 的 儿 
子 祖 星 的 再 三 坚持 , 经 过 了 实际 天 象 的 检验 , 在 公元 510 年 ( 梁 天 
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监 妃 年) 才 正 式 颁 行 . 这 已 经 是 祖冲之 死 后 的 第 十 个 年 凑 了 . 

祖冲之 的 数学 专著 < 缀 术 > 已 经 失传 .《 隋 书 ?> 中 写 道 ， 
钼 冲 之 …… 所 著 书 ， 名 为 级 术 ， 学 官 英 能 究 其 深奥 ， 是 故 废 而 不 
理 .” 这 是 我 们 数学 史上 的 一 个 重大 损失 ， 

得 冲 之 虽 已 去 世 一 和 于 四 百 多 年 ， 但 他 的 广泛 吸收 古人 成 就 而 
不 为 其 所 拘泥 、 艰 苦 劳 动 、 勇 于 创造 和 敢于 坚持 真理 的 精神 , 仍旧 
古 我 们 应 当 学 习 的 榜样 ， 

《 据 人 民 教 育 出 版 社 1964 年 版 排 印 》 
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从 孙子 的 神奇 妙 算 谈 起 
新 


神 痛 妙 算 古 名 词 ， 
师承 前 人 沿用 之 ， 
神奇 化 易 是 坦 道 ， 
务 化 神奇 不 足 提 ， 
妙 算 还 从 拙 中 来 ， 
轧 公 智 复 两 分 开 ， 
积 久 方 显 愚 公 智 ， 
发 白 才 知 智 搂 东 ， 
埋头 营 干 是 第 一 ， 
熟练 生出 百 巧 来 ， 
勤 能 补 拙 是 良 训 ， 
一 分 于 劳 一 分 才 ， 
华罗庚 
1963 年 2 月 11 日 于 北京 铁 狮 子 坟 


® 81 。 


三 人 同行 七 十 稀 ， 
五 树 梅花 廿 一 核 ， 
七 子 团圆 月 正 半 ， 
除 百 零 五 便 得 知 ， 


程 大 位 , 算法 统 宗 (1533) 
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一 问题 的 提出 


“孙子 算 经 ?是 我 国 古代 的 一 部 优秀 数学 著作 ， 确 切 的 出 版 年 
月 无 从 考证 . 其 中 有 物 不 知 其 数 一 问 , 原文 如 下 : 

“ 今 有 物 不 知 其 数 ,三 三 数 之 剩 二 , 五 五 数 之 剩 三 ,七 七 数 之 剩 
一 , 问 物 几何 ?”” 

这 个 问题 的 意义 可 以 用 以 下 的 数学 游戏 来 表达 . 

有 一 把 围棋 子 ,三 个 三 个 地 数 , 最 后 余下 两 个 ,五 个 五 个 地 数 ， 
最 后 余下 三 个 ,七 个 七 个 地 数 , 最 后 余下 二 个 。 问 这 把 棋子 有 和 多少 
个 ? | 

这 类 的 问题 在 我 国 古 代数 学 史上 有 不 少 有 趣味 的 名 称 、 除 上 
面 所 说 的 “ 物 不 知 其 数 而 外 ， 还 有 称 之 为 “ 鬼 谷 算 的 , “秦王 暗 点 
兵 的 。 还 有 “前 管 术 ”,“ 隔 墙 算 “神奇 妙 算 “大 衍 求 一 术 ”， 等 
等， 

这 个 问题 的 算法 是 用 82 页 上 的 四 句 许 来 概括 的 . 这 个 问题 和 
它 的 解法 是 世界 数学 史上 著名 的 东西 ， 中 外 数学 史家 痢 称 它 为 孙 
子 定理 , 或 中 国 余 数 定理 . 这 一 工作 不 仅 在 古代 数学 史上 占有 地 
位 ， 而 且 这 个 问题 的 解法 的 原则 在 近代 数学 史上 还 占有 重要 的 地 
位 ,在 电子 计算 机 的 设计 中 也 有 重要 的 应 用 . z 

这 个 问题 属于 数学 的 一 个 分 六- 一 一 数论 但 方法 的 原则 却 反 
映 在 插入 理论 、 代数 理论 及 算 子 理论 ( 沁 函 分 析 ) 之 中 ， 学 好 初等 
数学 ， 融 会 贯通 ， 会 对 将 来 学 好 高 等 数学 提供 简单 而 具体 的 模型 
的 ， 

这 个 问题 难 不 难 ? 不 难 ! 高 小 初中 的 学 生 都 可 以 学 会 。 但 由 
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此 所 尼 发 出 来 的 东西 却 是 这 本 小 册子 所 不 能 介绍 的 了 ， 

我 准备 先 讲 一 个 策 办 法 一 一 策 字 可 能 用 得 不 妥当 ， 但 这 个 
方法 是 朴素 原始 的 方法 , 算 起 来 费时 间 的 方法 。 其 次 讲解 我 国 证 
代 原 有 的 巧 方法 .然后 讲 这 巧 方法 所 引伸 出 来 的 一 些 中 学 生 所 看 
得 懂 的 东西 -一 -面目 全 非 , 原则 则 一 ， 这 样 发 现 同一 性 , 正 古 数学 
训练 的 重要 部 分 之 一 。 最 后 谈 谈 这 个 问题 所 启发 出 来 的 一 文学 问 
同 余 式 理论 的 简单 介绍 , 


一 “ 竺 7 算 ,大 


原来 的 问题 是 ; 求 一 数 ,三 除 余 二 , 五 除 余 三 ,七 除 余 二 。 这 问 
题 太 容易 回答 了 , 因为 三 除 余 二 , 七 除 余 二 , 则 二 十 一 除 余 2, 而 283 
是 三 .七 除 余 二 的 最 小 数 ,刚好 又 是 五 除 余 三 的 数 ， 所 以 心算 快 的 
人 都 能 算出 ， 我 们 还 是 换 一 个 例子 吧 ， 

我 们 来 试图 解决 : 三 除 余 二 , 五 除 余 三 , 七 除 余 四 的 问题 ， 我 
们 先 介绍 以 下 的 条 算法 ， 

在 算盘 上 先 打 上 (或 纸 上 写 上 ) 2, 每 次 加 三 , 加 成 五 除 余 三 的 
时 候 暂 停 下 来 ， 再 在 这 个 数 上 每 次 加 15, 到 得 出 7 除 余 和 的 数 的 
时 候 , 台 是 答 数 ， 具 体 地 说 :从 2 加 3, 再 加 3 得 8, 即 

2, 2 二 3 一 5 5 二 3 一 8， 
它 是 5 除 余 3 的 数 ， 然 后 在 8 上 加 15, 再 加 15, 第 三 次 加 15, 得 
53, 即 
8, 8+15~—28, 28+15=88, 38+15=653. 

它 是 第 一 个 7 除 余生 的 数 ，53 就 是 解答 。 经 过 验算 , 正 是 53, 3 
除 余 2, 5 除 余 3, 7 除 余 4. 

这 方法 的 道理 是 什么 ? 很 简单 : 先 从 3 除 余 2 的 数 中 去 找 5 
除 余 3 的 数 。 再 从 “3 除 余 2, 5 除 余 3 的 数 中 去 找 7 除 余生 的 
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数 , 如 此 而 已 。 这 方法 虽然 拙 笨 些 , 但 这 是 一 个 步 步 能 行 的 方法 ， 
是 一 个 值得 推荐 的 、 朴 素 的 方法 ， 

但 注意 , 问题 的 提 法 是 有 问题 的 ， 不 但 58 有 此 性 质 ， 

53+-105=158, 158 十 105 二 263 

都 有 此 性 质 ， 确 切 的 提 法 应 当 是 ; 求 出 三 除 余 二 , 五 除 余 三 , 七 除 
余 四 的 最 小 的 正 整 数 ， 

读者 试 一 下 : 三 除 适 尽 , 五 除 余 二 , 七 除 余 四 的 问题 .读者 将 
发 现 计 算 较 麻烦 了 ! 在 练 几 次 之 后 便 会 发 现 ， 在 计算 的 过 程 中 从 
“大 ”除数 出 发 可 能 算得 快 些 , 先 看 7， 
4, 4+7=11, 11+7=18, 18+7=25, 25+7=32, 
这 是 第 一 个 五 除 余 二 的 数 .再 由 
32, 32-+835=67, 67+ 85=102 
即 得 所 求 . 

总 之 ; 第 一 法 “3, 5, 7” 法 , 是 从 问题 本 身 立 刻 反映 出 来 的 方 
法 ， 再 思考 一 下 ,每 次 加 得 大 , 则 算得 快 , 因此 得 第 二 法 “7, 5, 3” 
法 。 由 于 5 的 余数 一 昌 了解， 因而 用 “7, 3, 5” 法 也 可 能 省 劲 些 . 
总 之 , 先 不 要 以 为 方法 笨 , 有 了 方法 之 后 , 方法 是 死 的 ， 人 是 活 的 
运用 之 妙 , 存 平 其 人 . 

我 们 再 介绍 一 个 麻烦 得 多 的 问题 ， 这 也 是 古代 的 现成 问题 ， 
见 黄 宗 宪 著 的 < 求 一 术 通 解 >。 原 文 如 次 

“ 今 有 数 不 知 总 ; 以 五 累 减 之 无 剩 , 以 七 百 十 五 累 减 之 剩 十 , 以 
二 百 四 十 七 累 减 之 剩 一 百 四 十 ， 以 三 百 九 十 一 累 减 之 剩 二 百 四 十 
五 , 以 一 百 八 十 七 累 减 之 剩 一 百 零 九 ， 问 总 数 若 干 ” 

好 麻烦 的 问题 但 看 两 裔 问 题 之 后 立刻 发 现 ,有 容 门 在 ! 第 
一 名 “以 五 累 减 之 无 剩 "是 废话 , 因为 那 一 个 715 除 余 10 的 数 不 是 
五 的 倍数 ， 第 三 句 话 , 因为 余数 140 是 5 的 倍数 ,而 原 数 又 是 五 的 
倍数 ， 因 此 这 句 话 可 以 改 为 “247x5=1235 累 减 之 剩 140”. 同 法 
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第 四 名 也 可 以 改 为 “3891 x5=1955 累 减 之 剩 245” 

我 们 现在 从 1955 除 余 245,，12385 除 余 140 出 发 

24b, 245+1955=2200, 4155, 6110, 8065, 10020, 
245， 965, 450, 1170, 688, 140. 

下 一 行 是 上 一 行 的 数 除 以 1235 所 得 的 余数 , 依次 试 除 , 发 现 10028 
就 是 黄 宗 宪 所 要 求 的 答案 了 . 

看 来 烦 得 可 怕 , 算 来 不 过 尔 尔 ， 多 动 动手 , 多 动 动脑 子 , 便 会 
涩 能 生 巧 ， 

在 杨辉 著 的 < 续 古 摘 奇 算法 人 1275)> 上 还 有 以 下 的 例子 : 

“二 数 余 一 ,五 数 余 二 ,七 数 余 三 , 九 数 余 四 , 问 本 数 .” 

首 杀 与 来 句 合 起 来 是 “18 除 余 13”, 再 由 

13, 18+18=31, 3i1++18=49, 49 二 18=67, 
67 是 五 除 余 2 的 数 , 再 由 
67, 67+5x18=67+90=157, 

157 就 是 解答 了 . 

在 杨辉 的 书 上 还 有 以 下 二 问 ; 

七 数 剩 一 , 八 数 剩 二 , 九 数 剩 三 , 问 本 数 ， 

十 一 数 余 三 ,十 二 数 余 二 , 十 三 数 余 一 , 问 本 数 ， 

读者 请 暂 勿 动手 , 细 看 一 下 ! 看 看 能 不 能 不 用 复杂 计算 (或 就 
用 心算 ) 给 出 这 两 个 问题 的 解答 来 ， 

更 考虑 以 下 的 问题 ， 有 mn 个 正 整 数 1,…, gs， 求 最 小 的 正 
蓝 数 之 被 1 除 余 i 一 Pp， 被 wo 除 余 2 一 Pp,…, 被 a 除 余 wm 一 2 
者 ， 

求 最 小 的 正 整 数 ， 被 1 除 余 ! 一 co 被 m2 除 余 1 一 os， … 被 Co 
除 余 :一 an 者 。 

这 两 个 题 形式 上 吓 晓 人 ， 但 实质 上 与 杨辉 原来 的 问题 并 无 太 
大 的 差异 。 
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三 ”口诀 及 其 意义 


“三 人 同行 七 十 稀 , 五 树 梅花 十 一 枝 ， 

七 子 团圆 正 半 月 , 除 百 零 五 便 得 知 .” 

这 几 句 口诀 见 程 大 位 著 的 《算法 统 宁 >. 它 的 意义 是 : 

用 70 乘 3 除 所 得 的 余数 , 21 乘 5 除 所 得 的 余数 ,15 乘 7 除 所 
得 的 余数 ,然后 总 加 起 来 ， 如 果 它 大 于 105, 则 减 105, 还 大 再 减 ， 
…' 最 后 得 出 来 的 正 整 数 了 硬是 答 数 了 . 

以 孙子 算 经 上 的 例子 来 说 明 . 它 的 形式 是 

2xT70+3x21+2x15=233 

两 次 减 去 10B, 得 283， 这 就 是 深 数 了 1 

(读者 试 算 一 下 第 二 节 开 始 的 男 一 个 例子 .) 

为 什么 70, 21, 16 有 此 妙 用? 这 0, 21, 15 是 怎样 求 出 来 
国 ? 

先 看 70, 21, 15 的 性 质 ，70 是 这 样 一 个 数 ，3 除 余 二 5 与 7 
都 除 得 尽 的 数 . 所 以 70c 是 一 个 3 除 余 &% 而 5 与 7 除 都 除 得 尽 的 
数 . 21 是 5 除 余 1, 3 与 7 除 尽 的 数 ,所 以 210 是 5 除 余 ?而 3 与 
7 除 得 尽 的 数 . 同样 , 15e 是 7 除 余 6 而 3 与 5 除 得 尽 的 数 . 总 起 来 

70c 十 210 十 15c 

是 一 个 3 除 余 w 5 除 余 5, 7 除 余 6 的 数 ， 也 就 是 可 能 的 解答 之 
一 , 但 可 能 不 是 最 小 的 。 这 数 加 减 105 都 仍然 有 同样 性 质 ， 所 以 
可 以 多 次 减 去 105 而 得 出 解答 来 ， 

在 程 大 位 的 口诀 里 , 前 三 句 的 意义 是 点 出 3.5、7 与 70、15 21 
的 关系 ， 后 一 句 说 明 为 了 寻求 最 小 正 整数 解 还 须 减 105, 或 再 减 
105 等. 

( 谈 者 上 日 证 ， 这 一 方法 顶 多 只 须要 减 两 个 105, 而 不 会 要 减 三 
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个 105.) 

这 个 方法 好 是 好 ,但 人 家 是 怎样 找 出 这 70、21、15 来 的 ， 当 然 
可 以 凑 , 在 算盘 上 先 打 上 35, 它 不 是 3 除 余 1。 再 加 上 35 得 70， 
它 是 3 除 余 1 了 。 其它 仿 此 . 

但 这 是 8、5、7, 普 来 容易 ! 一 般 如 何 ? 例如 4 6、9, 我 们 不 
难 发 现 , 并 没有 4 除 余 1, 6 除 、9 除 余 0 的 数 存在 ， 窝 知 求 出 70、 
21.15 的 一 般 方 法 , 且 看 下文， 


四 轧 转 相 除法 


我 们 所 要 求 的 数 是 3 除 余 ,35( 一 5x7) 除 余 0 的 数 . 也 奈 
是 要 找 mw, 使 385% 是 3 除 余 1 的 数 , 也 就 是 它 等 于 8y 二 1。 直 航 地 
说 , 就 是 要 找 wy, 使 


35z—3y=1., 

这 个 方程 怎样 解 》 阅 读 过 我 写 的 < 从 祖冲之 的 圆周 率 谈 起 > @ 
一 书 的 读者 ,一 定 知道 解法 ; 把 > 展开 为 连 分 数 1+ 吕 11+ 和 二 
+ 地 ,而 浙 近 连 分 数 是 基 十 了 一 -于 一 上 ,由 此 得 册 

35v—3w=—1 


来 ， 因 此 35(3 一 0) 一 3(35 一 w) =1 因而 z=3 一 2=2, y 一 35 一 4 
一 23 就 是 解答 ( 即 35x2 一 8x23=1)， 因 而 35% 一 70 就 是 所 求 的 
数 了 ， 

也 许 有 些 读者 没有 看 过 我 那 本 小 册子 ,好 在 问题 不 比 那 本 书 
上 更 复杂 , 我 们 还 是 从 辊 转 相 除法 谈 起 。 轰 转 相 除 法 是 用 来 求 最 
大 公约 数 的 。 我们 用 代数 的 形式 来 表达 (实质 上 ,算术 形式 也 是 可 
以 完全 讲 得 清楚 的 )， 
。 @ 见 本 书 49 页 . 
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给 出 两 个 正 整 数 & 和 53, 用 5 除 & 得 商 Qo, 余数 7， 配 成 式 于 
t=A00 ir, O76b. (1) 
这 是 最 基本 的 式 子 , 辊 转 相 除法 的 灵魂 .如 果 ?7 等 于 0, 那么 4 本 
以 除 尽 w 而 4、? 的 最 大 公约 数 砚 是 ?. 
如 果 7 才 0, 再 用 7 除 5, 得 商 @1， 余数 针 ， 即 
日 一 Qi 十 人，0 委 人 < 人 (2) 
如 果 71=0, 那么 7 除 尽 5, 由 (1) 也 除 尽 @, 所 以 ?是 4.5 的 公 
约 数 . 反之 ,任何 一 个 除 尽 &、5 的 数 , 由 (1D), 也 除 尽 7, 因此 了 证 
wa、2 的 最 大 公约 数 . 
加 果 江 到 0, 则 用 ri 除 7 得 商 42, 余数 7。， 即 
一 0o1i 十 Yo， OTs< ni. (3) 
如 果 7s= 二 0, 那么 由 (2) 可 知 氏 是 85、7 的 公约 数 ,由 (了 ,ri 也 征 
4、5 的 公约 数 . 反之 ,如 果 一 数 除 得 尽 a.?, 那 末 由 (1), 它 一 定 也 
除 得 尽 3.7?， 由 (2) , 它 一 定 除 得 尽 7.ry, 所 以 1 是 4、5 的 最 大 公 
如 果 7s 大 0, 再 用 72 除 71, 如 法 进行 .由 于 02>7> 仆 一 72 一 
… 逐 步 小 下 来 ,而 又 都 是 正 整数 , 因此 经 过 有 限 步 又 后 一 定 可 以 找 
到 w. 尹 的 最 大 公约 数 & ( 它 可 能 是 十 .这 就 是 有 名 的 驾 转 相 除 
法 ， 在 外 国 称 为 欧 几 里 得 算法 。 这 个 方法 不 但 给 出 了 求 最 大 公约 
数 的 方法 ,而 且 帮 助 我 们 找 出 zy, 使 
ov + oy= 0. z (4) 
在 说 明 一 般 道理 之 前 , 先 看 下 面 的 例子 ， 
从 求 4289% 与 18644 的 最 大 公约 数 出 发 


42897 =2 x18644 二 5609, (i) 
18644 王 3X5609 十 1817， (ii) 
5609 = 8 x 1817+158, Gii) 
1817 王 11xXx158 十 79， (iv ) 
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158 一 2 X79. 
这样 求 出 最 大 公约 数 是 79. 我 们 现在 来 寻求 2.9, 使 
42897x% 十 186444 =79. 
由 (iy) 可 知 1817—1iix158="79. 
把 (i) 式 的 158 表达 式 代入 此 式 , 得 
79=1817—11(5609—3x1817) 
~84x1817—11 x 5609. 
再 以 (证 ) 式 的 1817 表达 式 代 入 , 得 
749~34x (18644—3x65609)—11x5609 
一 384x18644 一 113x5609. 
再 以 (i) 式 的 5609 表达 式 代 入 ,得 
79~—84x18644—113 x (42897 一 2 x18644) 
~260 x18644—1183 x 42897. 
也 就 是 2= 一 1183, y= 二 260. 
这 虽然 是 特例 , 也 说 明了 一 般 的 理论 ， 一 般 的 理论 是 : 把 辑 转 
G 一 0op 7, 
b= rt Ti, 
= Gar1 二 ?2, 
11 二 Ws7o 二 7s, 
Ya 一 Con tT Thtls 
Tn nrol nrl. 
这 样 得 出 最 大 公约 数 & 一 "ar。， 由 倒数 第 二 式 ,ynst 可 以 表 为 ?a-1、 
rs 的 一 次 式 , 再 倒 回 一 个 可 以 表 为 rw_a、ro-:i 的 一 次 式 ,…, 最 后 表 
为 %.5 的 一 次 式 . 
我 们 试用 这 个 方法 把 “3、.5、7” 算 改 为 “3.7、11 算 ， 
e QO 。 


先 求 3 除 余 荆 77 除 尽 的 数 . 3 除 77 余 2, 因此 154 就 是 .不 
再 求 7Y 除 余 1，33 除 尽 的 数 . 用 气 转 相 除 法 
33—4x7=b,7—5=2, b—2x2=1, 
内 此 
1 一 5 一 2X2 一 5 一 207 一 5) 一 8XDB 一 2X7 
~—3(833—4x7)—2x7=3x83—14x7, 
即 对 应 的 数 是 99. 
最 后 求 11 除 余 1， 21 除 尽 的 数 ， 姑 除 红 得 商 2 余 1， 因 
此 11x21 一 21=210 就 是 所 求 的 数 ， 因 此 得 出 “3、7、11 算 的 结论 
如 下 : 
三 对 么 五 四 ,七 对 九 干 九 ， 
十 一 .二 百 十 , 减 数 二 三 么 ， 


五 一 些 说 明 


我 们 再 发 挥 一 下 杨辉 的 例子 . 

“二 除 余 &, 五 除 余 5, 七 除 余 c， 九 除 余 & 求 本 数 ,” 

二 对 应 的 系数 是 Bx”7x9=315， 

五 对 应 的 系数 是 2x7x9 一 126， 

七 对 应 的 系数 求法 如 下 : 2x5x9=90, 七 除 余 一 4, 因此 
90x6=540 就 是 2, 5, 9 除 尽 , 7 除 余 一 的 数 了 。 

九 对 应 的 系数 求法 如 下 ， 对 ?0 与 9 用 轧 转 相 除法 ( 变 着 ! ). 
70—9x8= 二 一 2, 9 一 4x2=1, 因 比 | 

1=9—4XxX2=9-4+4x (70—9x8)=4x70—31x9, 

即 4x70=280 是 对 应 的 系数 ， 

因此 问题 的 解答 是 : 

315%-+ 1266 + 540c+280g 
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减 去 2x5x”x9=630 的 倍数 ， 

四 举 一 个 例子 ， 

“四 除 余 w, 六 除 余 5, 九 除 余 c， 求 本 数 .” 

上 法 不 能 进行 , 因为 没有 6, 9 除 尽 而 4 除 余 一 的 数 ! 同时 这 
类 的 问题 也 真 可 能 没有 解 ,例如 ; oa 是 偶数 , 5 是 奇数 .又 如 ,5 是 
三 的 倍数 , 而 6 不 是 ! 这 样 的 问题 如 何 解 ? 当然 开始 介绍 的 “ 策 - 
办 法 还 是 可 行 ， 但 无 解 时 却 就 苦 了 ! 这 样 问题 必 先 注意 这 些 除 数 
的 公 因 子 问 题 ， 首先 ，&、6 必须 同时 为 奇 或 为 偶 ,其 二 , 6、¢ 必须 
对 三 有 相同 的 余数 . 否则 无 解 . 

如 果 这 些 条 件 适 合 了 , 我 们 就 可 以 考虑 求解 问题 。 对 本 问题 
来 说 , 由 第 一 个 条 件 决 定 了 8 的 奇偶 性 , 由 第 三 个 条 件 决定 了 6 被 
3 除 所 得 的 余数 ， 因 而 确定 了 2 被 6 除 的 余数 ， 因而 第 二 个 条 件 
是 多 余 的 ， 也 就 是 ; 除非 原 问 题 无 解答 ， 要 有 一 定 是 

“四 除 余 4, 九 除 余 c” 的 数 了 。( 管 数 是 94 一 8c 加 减 36 的 信 
数 , ) 

因此 , 解 问题 的 时 候 ; 先 看 诸 除数 ， 有 无 公 因 子 ， 对 于 公 因 子 ， 
必须 要 同 余 ， 

为 了 考虑 得 更 细致 些 ， 我 们 引入 以 下 的 反 沽 题 : 如 果 一 数 被 
tb 除 之 余 6, 则 可 由 之 知道 它 被 5 除 余 几 ,，! 除 余 几 , 例如 : 6 除 众 
4 的 数 一 定 是 2 除 适 尽 ，3 除 余 1. 反之 , 2 除 适 尽 , 3 除 余 1 的 
数 也 是 6 除 余 4 的 数 : 这 样 便 可 拆 开 来 再 合并 起 来 看 了 ， 

例如 . 求 6 除 余 4, 10 除 余 8 9 除 余 4 的 数 ， 

拆 开 来 , 第 一 句 话 是 "2 除 适 尽 , 3 除 余 工 ， 第 二 句 话 是 “2 除 
适 尽 , 5 除 余 8”, 第 三 句 话 是 “3 除 余 二 9 除 余 4 〈 拆 法 有 些 不 同 ， 
必须 注意 )。 综合 起 来 就 是 : 


‘2 除 适 尽 , 5 除 余 3, 9 除 余 4.”( 答 数 58) 如 果 经 分 析 后 有 
矛盾 出 现 , 就 无 解 ， 
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入 播 入 法 


以 上 所 介绍 的 神奇 妙 算 中 的 (70、21.15) 法 ， 给 我 们 提供 出 一 
个 数学 上 很 有 用 的 原则 和 方法 ， 在 抽象 地 刻 划 这 个 原则 和 方法 之 
前 ,还 是 先 讲 些 应 用 , 甚至 于 读者 看 穿 了 这 点 之 后 , 可 以 不 必 再 讲 
原则 , 而 自己 也 会 体会 到 的 . 

同 题 ， 要 找 出 一 个 函数 在 4.?、6 三 点 到 数值 a.B、Y. 

孙子 方法 给 我 们 提供 解决 这 问题 的 途径 ， 先 作 一 个 函数 p (2) 
在 &@ 点 等 于 1, 在 8、6 点 都 等 于 0; 再 作 g(w) 在 2 点 等 于 1, 在 
c、& 点 都 等 于 0; 然后 作 7(w) 在 6 点 等 于 1, 而 在 4、0 点 都 等 于 
0， 这 样 

oO(2) + Bq (zr) 十 3I (2) 
网 适合 要 求 了 ! 
最 简单 的 p(w) 定 法 如 下 : 它 既 然 在 2、e 处 为 0, 则 
Pp(2) 一 和 CC 一 DZ 一 2)。 
又 由 2ZPk4o) = 二 1， 可 得 


_ (wb) (2—cC) 
?0 ab) (ao) 


同 法 得 出 
‘~ (ww—0) (2 一 0) 1 (CC 一 0) CC 一 0) 
1) (b—c) CO 一 2) 7 (2) (ec—0)(c~60)° 
因此 
(2—0) (一 5C) (2 一 C) 2 一 QI) (2 一 CN) 一 已 ) 
ao 0 th wo atY tea 全 
”就 是 问题 的 一 个 解答 。 
(A) 是 著名 的 插入 法 中 的 Lagrange 公式 。 从 孙子 的 原则 来 
看 ,推导 是 多 么 简单 明了 ， 
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数学 在 应 用 的 时 候 , 一 般 仅仅 有 有 限 个 数据 ,我 们 就 用 这 一 类 
的 方法 来 推演 出 函数 来 ， 来 描述 其 他 各 点 的 大 概 数据 ， 
一 般 的 插入 法 公式 是 : 
在 多 个 不 同 点 0 ca， 图 数 丰 co) 各 取 值 or,…, 0 的 插 
入 公式 是 
(2 一 0a) (0 — 0n) 
(ai 一 0o) (G1 — Wn) 


(jC— 01) (0—03)* (LO— Wn) 
0 (cs 一 ai) (ga 一 03) (aa 一 ca) 


(4 一 QH ) 机 (2 — Wn_1) 
Ton a Tan Co ans) 


这 是 不 必 证 明 的 公式 了 ! 
由 此 看 来 播 入 公式 与 “70, 21, 1B” 法 , 面 狐 虽 不 同 ,原则 本 
那儿 可 以 差 一 个 105 的 倍数 , 而 这 儿 可 以 差 一 个 在 1 …, 
所 都 等 于 0 的 函数 ， 


七 多 项 式 的 辑 转 相 除 法 


整数 固然 有 轧 转 相 除 法 的 现象 , 多 项 式 也 有 相似 的 性 质 ， 假 
定 4(z) 与 5(z) 是 两 个 多 项 式 ， 用 2(z) 除 wkz) 得 商 式 wolw) ,得 
余 式 7(z), 也 就 是 z 
QZ) = a0(2) D2) +r (2), 
而 7(w) 的 次 数 小 于 2(o) 的 次 数 ， 如 果 7(w) 二 0, 则 @(z)、2(z) 
的 最 大 公 因 式 就 是 8(w). 
如 果 TO) 关 0, 则 以 (zc) 除 8Cw) 得 商 式 1(w), 余 式 71(%)， 
有 
(7) =01(2)7 (2) 二 72) ， 


s 4 =。 


而 和 (oO) 的 次 数 小 于 (co) 的 次 数 。 如 果 71(2)= 二 0， 则 rw) 就 是 
xz 与 8(o) 的 最 大 公 因 式 . 

如 果 71(%) 才 0, 则 以 mcz) 除 r(c) 得 

站 2) 一 0a(2)Ti(2) + ra (2) ， 
ra(2) 的 次 数 小 于 71(w) 的 次 数 . 这 样 一 直下 去 , 得 出 一 系列 的 多 
项 式 
7 (2), T1(2), Tal2), 
它们 的 次 数 一 个 比 一 个 小 。 当然 不 能 无 限 下 去 , 一 定 有 时 候 会 出 
现 
Tn_1(T) = ni 2) Ts 1) 十 ni) 
及 Tn(T) — nr2a(W) Tn (L) 
的 现象 .这 样 便 可 以 得 出 , rari(z) 是 wkz) 与 5(z) 的 最 大 公 因 式 
(证 明 让 读者 自己 补 出 )。 同样 不 难 证 明 , 如 果 Q(z) 是 4(%), 5 (2z) 
的 最 大 公 因 式 , 则 一 定 有 两 个 多 项 式 p(w) 与 g(o)， 使 
a(%)p(2) +b (v2)9 7) =a(y). 
特别 有 : 如 果 wo) 和 65(z) 无 公 因 式 , 则 有 p(w) 与 9(z) 使 
a(%)PT) bv) 9 (7) =1. 

多 项 式 既 然 有 这 一 性 质 ， 束 启发 出 应 当 有 多 项 式 的 “神奇 妙 
算 ” 
例如 : 有 三 个 无 公 因子 的 多 项 式 p(z)、9(2)、7(z), 求 出 一 个 
多 项 式 fo) 使 p(2)、9(2)、7(%w) 除 之 各 余 &c(o)、 (cz)、 eco， 并 且 
要 了 f(z) 的 次 数 最 低 . 

根据 孙子 原则 : 先 找 出 (ec) rz) 除 尽 而 p(w) 除 余 1 的 多 项 
式 4(w); 再 找 出 7(%)、p(w) 除 尽 而 9(z) 除 余 1 的 多 项 式 B(2); 
更 找 出 p(w)、g(%) 除 尽 而 7(z) 除 余 1 的 多 项 式 Clz)。 则 

A(T)E(2) + BE)L(Y) 十 COo)c(o) 

就 是 p(w)、9(w) .>(z) 除 各 余 64(2).5(w),c(w) 的 多 项 式 ， 但 并 非 
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最 低 次 ， 再 以 p(w)q(w)r7(z) 除 之 ,所 得 出 的 余 式 网 是 最 低 次 的 适 
合 要 求 的 多 项 式 了 . 


八 例 本 


例 ， 求 出 + 工 除 余 二 o2 十 除 余 2 十 1 除 余 避 的 次 数 最 
低 的 多 项 式 . 

先 找 出 民 十 1.zt 十 1 除 得 尽 而 十 1 除 余 1 的 多 项 式 ， 一 找 
就 到 工 (o2-1) (wt! 十 起 ， 这 就 是 我 们 所 求 的 4(2). 

再 找 出 2 十 1、 wt 十 除 得 尽 ,而 ?十 除 余 1 的 多 项 式 ， 用 回 
转 相 除法 , 得 

(2 十 于 (二 1) 一 (人 十 巡 一 2 一 二 (十 二 一 20 十 2 
w+1—|5(—D) |(26+2) =2. 


因此 
2 一 (oz+ 了 一 [ 访 


二 (十 1) 一 5D | [G+1) (wt1)— (+o 2—1) 


(2—1) | (2¢+2) 


x (w+ 1)] 


— [ 亏 (&C 一 二 (公干 妇 一 和 一 二) 十 芋 | (2* 十 二) 


一 于 (一 x (w+41) (os 二 人 


以 2 除 之 , 得 出 了 (oO) 一 一 子 (6 一 DD (z+1) (et 上 1， 
再 找 出 5 十 工 忆 十 工 除 得 尽 , 而 z+ 十 1 除 余 1 的 多 项 式 ， 立刻 
看 出 

(vw—1) [E+1) (2 二 二] (wv +1) 一 一 2 
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即 OC (2) =— EC (w+4+1) (+1) 


因 兹 
a(w) 4 十 DO -el(w) Or) 


~ 于 (22+1) (e+1) — (v1) (T+1) (+1)% 
-二 (el) (w2 41) 2 


(3 twtr 二 w 二 1) 
加 上 


3 (w+1) (z2 十 1 (w+ 1) = 
一 子 (wT 二 十 太 十 民 十 态 十 坟 十 wj 十 1)， 
得 出 管 数 V5 二 十 必 十 人 0 十 十 人 ww 十 1 
大 家 别 以 为 关于 多 项 式 的 “神奇 妙 算 ” 与 插入 法 有 何不 同 。 学 
了 插入 公式 , 多 学 了 些 东 西 , 实质 上 并 无 什么 新 鲜 处 。 如 果 不 信 ， 
请 以 p(w) 一 2z 一 4, 9(2) 一 w 一 5, 7(z) 一 2 一 6 为 例 . 立刻 发 现 
Lagrange 插入 公式 就 是 我 们 这 儿 所 介绍 的 东西 的 最 简单 的 例子 ， 


九 实 同 馈 腊 


1. 复 整数 
一 个 虚实 部 分 都 是 整数 的 复数 称 为 复 整 数 ， 对 复 整 数 来 说 ， 
己 半 相 除 法 还 能 成 立 ， 即 任 给 两 个 复 整数 = 十 goih 及 B= 六 十 
bi 我们 可 以 找 出 两 个 复 整 数 
Y=C1 十 C2 与 6 二 Qi 十 do2 
使 a=7B+6, |6|<|B8|. 
根据 这 一 性 质 , 读者 试 试看 ,能 不 能 作出 相应 的 结论 来 . 
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和 人， 多 变数 内 插 法 
多 受 数 的 插入 公式 ,我 们 作 如 下 的 建议 ， 
在 平面 上 给 了 mw 点 
(V1, Y1), To, Ya), (Tn, Yn) 
求 一 函数 f(z, ) 在 这 % 点 各 有 数值 di，…，cn。 
根据 孙子 原理 ,我 们 作出 
Pi(w, Y) 


{Le 52) + (Y—Ya) I EL— 28) + (Y — Ys) 
(2— zn) + (YO— yn) | 


fle 02) + (Yi— ba) [ (v1 — a)” TO 
[(w1— wn) 十 ( 儿 一 yn) 


这 是 一 个 函数 在 (x2，92) ,一 ，(zan, Yr) 诸 点 为 0, 在 (241, 员 ) 这 一 
点 为 工 (当然 ,做 法 不 是 唯一 的 ,你 可 以 根据 应 用 上 的 需要 作出 这 
类 的 函数 来 。 量子 力学 里 的 “6 函数 就 是 根据 这 样 的 想法 来 的 )， 
同样 做 出 
Po(%, 9), Po Y). 
而 oPi(%, YT on Do, Y) 
网 是 一 个 在 所 给 点 吻合 于 客观 数据 的 函数 . 
在 数学 的 应 用 中 , 经 党 只 有 有 限 个 数据 , 怎样 从 有 限 个 数据 来 
挡 述 客观 的 函数 。 或 者 说 怎样 去 找 出 函数 来 与 客观 数据 吻合 ， 又 
能 有 大 努 地 代表 客观 情况 。 这 一 门 学 问 就 是 插入 法 . 必须 注意 ， 
揪 入 法 所 得 出 的 函数 毕竟 并 不 一 定 是 真正 的 函数 ， 而 是 某 种 近似 
已 。 但 也 可 能 提供 出 可 能 性 , 因而 理论 上 加 以 证 明 , 这 就 是 真正 
反 歇 客观 情况 的 函数 的 时 候 也 还 是 有 的 。 


十 同 祭 址 
讲 到 这 儿 实 际 上 已 经 讲 了 不 少 同 余 式 的 性 质 了 。 我 们 现在 可 
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以 较 系统 地 介绍 同 余 式 理论 了 ， 
定义 ” 命 双 为 一 自然 数 。 如 果 a 一 0 是 mw 的 倍数 , 则 谓 之 a、? 
对 模 m% 同 余 。 用 符号 
=b (mod m) 
吉之 .也 就 是 说 , 用 % 除 4 及 2 有 相同 的 余数 ， 
例如 . 21 二 一 11(mod 8). 
用 同 余 式 符 号 , 孙子 问题 可 以 写成 为 : 求 2, 使 


z 二 2(mod 3), 

rz 三 3(mod 5), 

x 三 2 (mod 7). 
同 余 式 有 以 下 的 一 些 性 质 : 


(i ) 4 二 (mod mm) ( 反 身 性 ); 
(站) 如 果 4 三 b(mod m), 则 5 三 a(mod mm) (对称 性 ); 
(让) 如 果 二 5 Gmod m), 5 三 c(m0dm), 则 4 三 c《(modm)( 传 
递 性 )， 
并 且 还 有 
(iy ) 如 果 &=b6 (modm), &1 三 01(modm), 则 & 十 1 三 5 十 1 
(mod mm) 及 4 一 三 5 一 01(mod m) (等 式 求 和 差 性 )， 
(Vv) 如 果 4==0, gi 三 61 (mod m) 则 
om 三 0b1(mod m) (等 式 求 积 竹 )， 
但 需 注意 , “等 式 两 边 不 能 同 除 一 数 . 例如 6=8(mod2), 但 
3 失 4(mod2) 
定理 ” 命 双 是 mi、ms 的 最 小 公 倍 数 ， 同 余 式 
ZE 三 Ci(moOd 721 ) ， (1) 
v=Q2(mod mo) (2) 
有 公 解 的 必要 且 充 分 条 件 是 mi、a 的 最 大 公约 数 除 得 尺 @1 一 %2. 
如 果 这 条 件 适合 ， 则 方程 组 有 一 个 而 且 仅 有 一 个 小 于 mw 的 非 负 整 
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数 解 ， 
证 明 了 铺 命 4 是 mz ms 的 最 大 公约 数 ， 由 (1)、(2) 立刻 得 出 
v=W (modd), w=as (mod d). 
等 式 相 减 得 出 0=a1 一 ga(mod dg)。 因 此 如 果 (D 、(2) 有 公 解 , 则 
一 定 除 尽 wd 一 sa， 
2) 反之 ,如 果 4 除 尽 m1 一 ts， 出 (了) 


w= 十 71Y, (3) 
代入 (2), 得 
Wi + mya (mod mse). 
也 碘 是 Wi Wo NY, 
El 


ci 一 Ca Mg TY (4) 


由 于 -地 与 -这 没有 公 因 子 , 因此 由 驾 转 相 除 所 推出 的 结论 , 一 定 
有 Pp, 9 使 
1—— 2p—— 9. (5) 


如 果 取 2 一 下 了 一 p，y 一 一 了 gg, 则 (和 式 有 解 ， 也 就 是 (了 )、(2) 
是 有 公 和 解 的 ， 

3) 如 果 (2)、(2) 有 两 个 解 , 即 原来 2 之 外 ,还 用, 则 

2 一 汉 二 0 (mod m1), w—w =0(mod ms) 

也 永 是 z 一 2 必须 为 m4.ms 的 最 小 公信 和 数 % 所 除 尽 ， 因 而 在 0 与 
之 疗 有 一 个 而 且 仅 有 一 个 2 适合 于 (1 、(2). 

同 余 式 有 一 整套 的 结果 , 和 方程 式 一 样 , 有 “ 联 立 的 ,有 “高 次 
的 等 等 ， 当 然 不 是 这 本 小 书 所 能 介绍 的 了 . 详情 将 来 可 读 拙 著 
“数论 寻 引 >， 

23 5, 7 算 的 原则 可 以 更 一 般 地 讲 成 ; 求 z, 使 

vw 三 a (mod p), 
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r= (mod og), 
zcC(mnod 7). 
解 题 法 则 可 以 讲 成 如 果 p, 9, 7 两 两 无 公 因 子 , 则 先 求 出 4, 使 
: A=1(mod »), 
4 三 0(mod og), 
4 三 0(mod7) 
再 求 出 B, 使 B=0(mod 0)， 
B=1(mod ac ) ， 
B=0(mod7). 
更 求 出 0, 使 O=0(mod 2)， 
0O=0(mod 9 ) ， 
0 三 1(mod 7). 
而 问题 的 一 般 解 是 
vw 二 %A++0bB+ceO (mod pg?). 


十 一 一 次 不 中 方程 
同 余 式 


Z=3 (mod 6) 

v2 (mod7) 
求解 的 间 题 ,也 可 以 改写 成 为 联 立 方程 组 
z=2 二 81 
ZX 二 3 十 5 
一 2 十 ?Ww 

求 整数 解 的 问题 。 这 个 方程 组 有 三 个 方程 , 四 个 未 知 数 ， 

一 般 讲 来 ,未知数 多 于 方程 组 , 要 求 整数 解 的 问题 称 为 不 定 方 
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vz 三 2 (mod | 
(1) 


(2) 


程 的 问题 . 表面 上 看 来 一 次 不 年 方程 组 的 问题 可 能 较 同 余 云 的 问 
题 广泛 些 .。 但 实质 上 他 们 之 间 是 密切 相关 的 。 其 理由 是 : 如 采 要 
求 方程 组 
QZ 十 001 十 c2 二 00 一 6， 
owi+by+oest+d w=e, 
ow wo ye td w= 
的 整数 解 。 用 消去 法 , 得 出 
Ay= Bz+O0O, A2=B7r+O, A'w=B'wti+C0 
这 便 等 价 于 同 余 式 
Br+0O=0(mod A), B'z-+C ==0(mod A’), 


B"'w+0"=0(mod A") 


关于 不 定 方程 , 在 我 国 古代 也 有 丰富 的 研究 ， 我 们 现在 举 一 
个 例子 . 
“ 百 钱 买 百 鸡 是 我 国 古 代 < 张 丘 建 算 经 ?中 的 名 题 . 用 现代 语 
计 : 
一 百 元 钱 买 一 百 具 鸡 ,小 鸡 一 元 钱 三 只 , 母 鸡 三 元 钱 一 只 ， 公 
鸡 五 元 钱 一 只 , 小 鸡 、 母 鸡 、 公 鸡 各 儿 只 ? 


这 个 问题 的 代数 叙述 如 次 : 

命 和 外 2 各 代表 小 鸡 、 母 鸡 、 公 鸡 只 数 , 则 
w+y+z=100, (1) 
wtay + B=100. (2) 


(2) Xx3 一 (DD) ,得 出 
即 


8 十 14z 一 200， 
4y+7z=100, (3) 


用 轧 转 相 除 法 , 得 出 
4x2+7x(—1)=1, 
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因此 y==200, z= 一 100 是 方程 (3) 的 一 个 解 . 方程 (3) 可 以 改 
写成 为 
dyt+7z2=4x200+7 x (—100)., 


即 得 
7(z 十 100) =4(200 一 四， (4) 
由 此 可 见 200 一 y 是 ”的 信和 数 , 即 7t， 则 
y= 200— 1, (5 ) 
代入 ( 负 式 
z= 4t—100. (6) 
而 0 一 100 一 4 一 2 一 3 


vz, Y, 2 不 能 是 人 负数 ,因此 
t>0, 200 一 7t>0, 4 一 100 关 0， 


即 ] / >t>25. 


因此 , t 只 有 26, 26, 27，28 四 个 解 , 也 网 古 


t 多 dy 区 
25 75 25 0 
26 78 13 4 
27 | 1 1 | 3 
28 84 4 12 


习题 1 一 元 钱 买 15 张 邮 票 ,其 中 有 四 分 的 、 八 分 的 .一 角 的 
三 种 ,有 几 种 方法 ? 

习题 2® 今 有 散 钱 不 知 其 数 , 作 七 十 七 陌 穿 之 , 欠 五 十 凌 穿 ， 
若 作 七 十 八 陌 穿 之 ， 不 多 不 少 ， 问 钱 数 若干 . 《 严 共 < 通 原 算法 > 
(1372) ) . 

Q) 这 个 题目 的 意思 是 :有 钱 一 堆 , 每 77 个 穿 成 一 串 , 则 少 50 个 ,每 78 个 穿 成 一 
串 , 则 不 多 不 少 。 这 堆 钱 有 多 少 个 ? 
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十 二 原则 


(3, 5, 7) 算 的 (70, 21, 15) 法 提供 了 以 下 的 一 个 原则 ， 

要 作出 有 性 质 4、B、C 的 一 个 数学 结构 , 而 性 质 4、B.C 的 变 
化 又 能 用 数据 (或 某 种 量 ) w、B、? 来 刻 划 , 我们 可 用 标准 单 因 于 
构件 次 成 整个 结构 的 方法 : 也 就 是 先 作出 性 质 B.C 不 发 生 作用 
而 性 质 4 取 单 位 量 的 构件 ,再 作出 性 质 C、44 不 发 生 作用 而 性 质 8 
取 单 位 量 的 构件 , 最 后 作出 性 质 4、8 不 发 生 
作用 而 性 质 C 取 单 位 量 的 构件 . 所 要 求 的 纸 
构 可 由 这 些 构件 姿 出 来 ， 

以 上 所 用 的 就 是 这 一 类 型 的 例子 ,我 现 
在 再 举 一 个 ， 

“ 力 可 以 用 一 个 箭头 来 表示 。 箭 杆 的 长 短 表示 力 的 大 小 ,而 
方 问 表示 用 力 的 方 回 ， 

在 一 点 上 用 上 两 个 “ 力 ” 所 发 生 的 作用 等 于 以 下 一 个 “ 力 的 作 
用 : 以 这 两 个 “ 力 为 边 作 平行 四 边 形 , 这 平行 四 边 形 
的 对 角 线 所 表达 的 力 。 这 个 力 称 为 原来 两 个 力 的 合 
力 ， 

为 简单 计 , 我 们 只 考虑 同一 平面 上 的 力 ， 肥 过 
米 , 给 了 一 个 力 , 我 们 可 以 找 出 两 个 力 , 一 个 平行 于 
X 轴 , 一 个 平行 于 y 轴 , 这 两 力 的 合力 就 等 于 原来 所 给 的 力 ， 

要 表 出 平面 所 有 的 力 来 ， 可 以 先 作 一 个 与 z 轴 平 行 的 单位 力 
亡 , 再 作 一 个 与 y 轴 平 行 的 单位 力 fa， 任 何 为 可 以 表 为 丹 的 a 信 
写 fa 的 oa 倍 所 代表 的 力 的 合力 ， 

其 他 的 例子 还 很 多 ， 读 者 在 学 习 高 等 数学 的 时 候 会 不 断 发 现 


( 据 人 民 教 育 出 版 社 1964 年 版 排 印 ) 
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数学 归纳 法 


一 写 在 前 面 


高 中 代数 教科 书 里 , 讲 过 数学 归纳 法 , 也 有 不 少 的 数学 参考 书 
讲 到 数学 归纳 法 .但 是 ,我 为 什么 还 要 写 这 本 小 册子 呢 ? 

首先 , 当然 是 由 于 这 个 方法 的 重要 .学 好 了 、 学 透 了 , 对 进 一 
步 学 好 高 等 数学 有 帮助 , 甚至 对 认识 数学 的 性 质 ， 也 会 有 所 神 益 ， 
但 更 主要 的 , 我 总 觉得 有 些 看 法 、 有 些 材 料 , 值得 补充 .而 这 些 看 
法 和 材料 ， 在 我 学 懂 数 学 归纳 法 的 过 程 中 ， 曾 经 起 过 一 定 的 作 
用 . 

这 里 ,我 先 提 出 其 中 的 一 点 . 

我 在 中 学 阶段 学 习 数 学 归纳 法 这 部 分 教材 的 时 候 ， 总 认为 学 
会 了 
: “1 对 ; 假设 % 对 , 那 末 % 十 1 也 对 ” 
的 证 明 方法 就 满足 了 。 后 来 , 却 愈 想 愈 觉得 不 满足 , 总 感到 还 差 了 
些 什么 ， 

抽象 地 谈 恐 怕 谈 不 清楚 ,还 是 举 个 例子 来 说 明 吧 ， 

例如 : 求证 

13 十 28 十 83 十 .十 02 一 [二 n(n+1) | 


这 个 问题 当时 我 会 做 ， 证 法 如 下 : 
证 明 ， 当 n=1 的 时 候 ，(1) 式 左右 两 边 都 等 于 1; 所 以 ， 当 
2 一 二 的 时 候 , (DD) 式 成 立 ， 


3 
名 


(1) 


109. 


假设 当 %=& 的 时 候 ( 了 ) 式 成 立 ,就 是 
13 十 38 十 38 十 … 十 如 =| 误 EGE4D1D | 


那 末 ,因为 
圭 十 全 十 3 十 十 大 十 (二 开放 


=| 3EE+D | + (r= [E+ | [e+4(k+1)] 


.| 
部 


(2) 


=|5+D| [十 32 -| (E+1) (E+2) | ， 
所 以 , 当 m%=E 十 4 的 时 候 , (了 ) 式 也 成 立 . 

因此 ,对 于 所 有 的 自然 数 %，(1) 式 都 成 并 (证 毕 ) 

上 而 的 证 明 步 又 是 不 是 完整 了 呢 9。 当然 , 是 完整 了 。 老师 应 
当 不 加 挑 蓟 地 完全 认可 了 ， 

但 是 ,我 后 来 仔细 想 想 , 却 感到 有 些 不 满足 。 问题 不 是 由 于 证 
明 错 了 , 而 是 对 上 面 这 个 恒等式 (DD) 是 怎样 得 来 的 , 也 就 是 对 前 人 
怎样 发 现 这 个 恒等式 ,产生 了 疑问 .难道 这 是 从 天 上 掉 下 来 的 吗 ， 
当然 不 是 ! 是 有 “天 才 ” 的 人 , 直观 地 看 出 来 的 吗 ? 也 不 尽 然 ! 

这 个 问题 启发 了 我 . 难处 不 在 于 有 了 公式 去 证 明 , 而 在 于 没有 
公式 之 前 ,怎样 去 找 出 公式 来 ; 才 知 道 要 点 在 于 言 外 。 而 我 们 以 前 
所 学 到 的 ,仅仅 是 其 中 比较 容易 的 一 个 方面 而 已 ， 

我 这 样 说 ,请 不 要 跟 学 校 里 对 同学 们 的 要 求 混同 起 来 , 作为 中 
学 数学 教科 书 , 要 求 同 学 们 学 会 数学 归纳 法 的 运用 ,就 可 以 了 .而 
这 本 书 是 中 学 生 的 数学 课外 读物 ， 不 是 教科 书 ， 要 求 也 就 不 同 
J 了 ， 

话 虽 如 此 ,一 切 我 们 还 是 从 头 讲 起 ， 


二 归纳 法 的 本 原 
先 从 少数 的 事例 中 摸索 出 规律 来 ， 再 从 理论 上 来 证 明 这 一 规 
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律 的 一 般 性 , 这 是 人 们 认识 客观 法 则 的 方法 之 一 . 

以 识 数 为 例 ， 小 孩子 识 数 , 先 学 会 数 一 个 、 两 个 .三 个 ; 过 些 时 
候 , 能 够 数 到 十 了 ; 又 过 些 时 候 , 会 数 到 二 十 、 三 十 ……… 一 百 了 .但 
后 来 , 却 决 不 是 这 样 一 段 一 段 地 增长 , 而 是 飞 牙 前 进 。 到 了 某 一 个 
时 候 , 他 领悟 了 , 他 会 说 : “我 什么 数 都 会 数 了 ”， 这 一 飞跃 , 竞 从 有 
限 跃 到 了 无 穷 ! 怎样 会 的 ? 首先 , 他 知道 从 头 数 ; 其 次 , 他 知道 一 
个 一 个 按 次 序 地 数 , 而 且 不 悉数 了 一 个 以 后 , 下 一 个 不 会 数 ， 也 就 
是 他 领悟 了 下 一 个 数 的 表达 方式 , 可 以 由 上 一 个 数 来 决定 ,于 是 ， 
他 也 就 会 数 任何 一 个 数 了 . 

设想 一 下 , 如 果 这 个 飞跃 现象 不 出 现 , 那 未 人 们 一 辈子 就 只 能 
学 数 数 了 。 而 且 人 生 有 限 ,数目 无 穷 , 就 是 学 了 一 辈子 , 也 决 不 会 
学 尺 呢 ! 

解释 这 个 飞跃 现象 的 原理 , 正 就 是 数学 归纳 法 。 数学 归纳 法 
大 大 地 帮助 我 们 认识 客观 事物 , 由 简 到 繁 , 由 有 限 到 无 穷 . 

从 一 个 袋子 里 摸 出 来 的 第 一 个 是 红 玻 璃 球 、 第 二 个 是 红 玻 璃 
球 、 其 至 第 三 个 .第 四 个 .第 五 个 都 是 红 玻璃 球 的 时 候 ,我们 立刻 会 
出 现 一 种 猜想 ;“ 是 不 是 这 个 袋 里 的 东西 全 部 都 是 红 玻 璃 球 ?” 但 
是 ， 当 我 们 有 一 次 摸 出 一 个 白 玻 璃 球 的 时 候 , 这 个 猜想 失败 了 ; 这 
时 ， 我 们 会 出 现 另 一 个 猜想 ; “是 不 是 袋 里 的 东西 ， 全 部 都 是 玻璃 
球 ? ”得 是 , 当 有 一 次 摸 出 来 的 是 一 个 木 球 的 时 候 , 这 个 猜想 又 失败 
了 ; 那 时 我 们 会 出 现 第 三 个 猜想 ,“ 是 不 是 袋 里 的 东西 都 是 球 ?” 这 
个 猜想 对 不 对 ， 还 必须 继续 加 以 检验 ， 要 把 袋 里 的 东西 全 部 摸 出 
来 , 才能 见 个 分 晓 . 

袋子 里 的 东西 是 有 限 的 , 迟早 总 可 以 把 它 摸 完 , 由 此 可 以 得 出 
一 个 肯定 的 结论 但是, 当 东 西 是 无 穷 的 时 候 , 那 怎么 办 ? 

如 果 我 们 有 这 样 的 一 个 保证 :“ 当 你 这 一 次 摸 出 红 玻 璃 球 的 时 
候 , 下 一 次 摸 出 的 东西 , 也 一 定 是 红 玻 璃 球 ”， 那 末 , 在 这 样 的 保证 
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之 下 ， 了 吏 不 必 费 力 去 一 个 一 个 地 措 了 .。 只 要 第 一 次 摸 出 来 的 确实 
是 红 玻 璃 球 ,就 可 以 不 再 检查 地 作出 正确 的 结论 ， 袋 里 的 东西 , 全 
部 是 红 玻 璃 球 . 
这 不 是 数学 归纳 法 的 引子 。 我们 采用 形式 上 的 讲法 , 也 就 是 : 
有 一 批 朱 了 号 码 的 数学 命题 ， 我 们 能 够 证 明 第 工 号 命题 是 正 
确 的 ; 如 果 我 们 能 够 证 明 在 第 不 号 命题 正确 的 时 候 , 第 上 十 1 号 合 
题 也 是 正确 的 , 那 末 , 这 一 批 命 题 欧 全 部 正确 ， 
在 上 一 节 里 举 过 的 例子 : 
13 二 2 十 33 十 十) 妈 一 [与 n(nt1) | 
当 n=1 的 时 候 , 这 个 等 式 吏 成 为 
Ti 
1 [3.1.(1+1) | 
这 是 第 工 号 命题 ，( 这 个 命题 可 以 通过 验证 , 证实 它 是 成 立 的 .) 
当 n~ 上 的 时 候 , 这 个 等 式 成 为 
13+ 9+ 二 [二 E(k) | 
这 是 第 号 命题 .〈( 这 个 命题 是 假设 能 够 成 立 的 .) 


2 
. 


(1) 


2 


2 
| 


(2) 


而 下 一 步 就 是 要 在 第 和 号 合 题 成 立 的 前 提 下 ,证 明 第 有 十 1 号 


命题 
1 十 2 二 35 十 … 十 妥 + (TD 二 DG] 


也 成 立 ， 所 以 这 个 证 法 就 是 上 面 所 说 的 这 一 原则 的 体现 。 
再 看 下 面 的 一 个 例子 . 

例 求证: 
A ~ 一” 
1x2 23x8 nn) nn 二 +l" 


第 工 号 命题 是 : 当 %=1 的 时 候 , 上 面 这 个 等 式 成 为 


1 Tm 
J]x2 1+1°* 


十 *…: 于 


he 


< OB。 


| | 1 王 伍 


这 显然 是 成 立 的 ， 
现在 假设 第 号 命题 是 正确 的 ,就 是 假设 


1 1 1 
Tx3 "ax EET Fri 
那 玉 ,第 £ 二 1 号 命题 的 左边 是 
1 1 1 1 
Ix3 3x3 "ART " tI GETS,) 
1 


Eri (TI ET 
_ Ek)+FL Et 
(CFICEL2) kro 
恰好 等 于 第 £ 二 1 号 命题 的 右边 ， 所 以 第 十 1 号 命题 也 正确 . 
由 此 ,我 们 就 可 以 作出 结论 ; 对 于 所 有 的 自然 数 %，(3) 式 都 成 
YY。 
附 言 ， 上 面 的 证 明 中 , 假设 "第 不 号 命题 是 正确 的 ,我们 有 时 
用 归纳 法 假设 一 语 来 代替 ， 


三 两 条 缺 一 不 可 


这 里 , 必须 强调 一 下 , 在 我 们 的 证 法 里 ; 

(了 “ 当 n=1 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 ， 

(2)“ 假 设 当 mn= 的 时 候 ， 这 个 命题 是 正确 的 ， 那 末 当 
n 一 十 1 的 时 候 , 这 个 命题 也 是 正确 的 ,这 两 条 缺 一 不 可 . 

不 要 认为 ,一 个 命题 在 %=1 的 时 候 , 正 确 ; 在 %=2 的 时 候 , 正 
确 ; 在 %=3 的 时 候 也 正确 , 就 正确 了 。 老实 说 , 不 要 说 当 %=3 的 
时 候 正 确 还 不 算数 ,就 是 一 直到 当 n 是 + 千 的 时 候 正确 ,或 者 1 万 
的 时 候 正 确 , 是 不 是 对 任何 昌 然 数 都 正确 ,还 得 证 明了 下 说 ， 

不 妨 淮 几 个 例子 ， 

例 1 当 %=1, 2, 3, …, 15 的 时 候 , 我 们 可 以 验证 式 子 
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7 十 十 17 
的 值 都 是 素数 品 ， 是 不 是 由 此 就 可 以 作出 这 样 的 结论 : “% 是 任何 
自然 数 的 时 候 , m2? 十 n 十 17 的 值 都 是 素数 ” 呢 ? 
这 个 命题 是 不 正确 的 ， 事实 上 , 当 n=16 的 时 候 ， 
7 十 十 17=162 十 16 十 17=173， 
它 就 不 是 素数 ， 
不 仅 如 此 ,我们 还 可 以 举 出 同样 性 质 的 例子 : 
(1) 当 2=1 2, 8, …, 39 的 时 候 , 式 子 
702 十 7 十 4 
的 值 都 是 素数 ; 但 是 , 当 n=40 的 时 候 , 它 的 值 就 不 是 素数 ， 
(2) 当 n 二 1, 2 3,…, 11000 的 时 候 , 式 子 
022 十 2 十 72491T 
的 值 都 是 素数 ， 即 使 如 此 ， 我 们 还 不 能 上 肖 定 % 是 任何 自然 数 的 时 
候 ， 这 个 式 子 的 值 总 是 素数 ， 事 实 上 ， 只 要 一 72490 的 时 候 , 它 
的 值 就 不 是 素数 ， 
这 也 就 是 说 , 即使 我 们 试 了 11000 次 , 式 子 
‘二 十 72491” 
的 值 都 是 素数 , 但 我 们 仍旧 不 能 断定 这 个 命题 一 般 的 正确 性 . 
例 2 式 子 
2 十 工 ， 
当 n= 二 0, 工 2,，3, 4 的 时 候 , 它 的 值 分 别 等 于 3，5 17, 257, 65537， 
这 5 个 数 都 是 素数 .根据 这 些 资料 , 费 尔 马 (Fermat) 就 猜想 : 对 
于 任何 自然 数 %% 式 子 
22" +1 
的 值 都 是 素数 。 但 这 是 一 个 不 幸 的 猜测 。 欧 拉 (Euler) 举 出 ， 当 
n=5 的 时 候 ， 
中 素数 又 称 质 数 ,就 是 除 1 和 它 本 身 以 外 ,不 能 被 其 他 自然 数 整除 的 数 ， 
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92%-1=641x6,700,417. 
因而 费 尔 马 猜 错 了 . 

后 来 ， 有 人 还 证 明 当 n 一 6, 7, 8, 9 的 时 候 , 2”+1 的 值 也 都 
不 是 素数 . 

例 3 2% 一 i1=2—1, 

wv —1=(v—1) (2+1), 

太一 工 一 (和 一 工 (2 二 w+1), 

2 一 1= (wv 一 1) (wz 十 1) (十 1)， 

一 l= (2 一 二 (0 十 中 十 妇 十 2 二 二) ， 

06 一 = (2 一 1 (zt+1) (22 十 2 十 开 (or+1), 

从 上 面 这 些 恒等式 , 可 以 看 出 什么 来 ? 

我 们 可 以 看 出 一 点 ; 把 ”一 1 分解 为 不 可 再 分 解 并 且 具 有 整 
系数 的 因 式 以 后 , 各 系数 的 绝对 值 都 不 超过 十. 

这 个 命题 是 不 是 正确 呢 ? 这 就 是 所 谓 契 巴 塔 廖 夫 《〈 革 .上 上 . 
Ue6orapeB) 问题 . 后 来 被 依 万 诺 夫 (B. HpaoB) 找 出 了 反例 , 他 友 
现 w”“ 一 二 有 下 面 的 因 式 

yA8 | AT 46 — x43 一 p42 — v1 — 0 — p39 
p36 p54 p34 p33 | 032 vl — ?8 
— Vp pw 二 wp 十 他、 
tl pl a gs Ov 一 0 
一 十 他 十 十 1. 
其 中 x 和 2 的 系数 都 是 一 2, 它 的 绝对 值 大 于 十 . 

虽然 如 此 ,我 们 可 以 证 明 上 面 的 命题 , 当 % 是 素数 的 时 候 ， 总 
是 对 的 ; 当 ?<105 的 时 候 , 也 总 是 对 的 , 

例 4 一 个 平面 把 空间 分 为 两 份 ， 两 个 平面 最 多 可 以 把 空间 
分 为 四 份 ; 三 个 平面 最 多 可 以 把 空间 分 为 八 份 。 从 这 些 资 料 , 我 们 
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能 个 能 得 出 这 样 的 结论 : 

“个 平面 最 多 可 以 把 空间 分 为 2 份 ? 

这 个 命题 是 不 正确 的 . 事实 上 , 四 个 平面 不 可 能 把 空间 分 为 
16 份 ， 而 最 多 上 只 能 分 为 15 份 ， 五 个 平面 也 不 可 能 把 空间 分 成 32 
份 , 而 最 多 只 能 分 为 26 份 ， 一 般 地 说 , 个 平面 最 多 可 以 把 空间 


分 为 去 (us+5n+6) 份 ,而 不 是 2 份 , 并 且 的 确 有 这 样 的 个 平面 


存在 ， 
怎样 证 明 这 一 点 , 读者 可 以 自己 思考 在 思考 的 过 程 中 , 可 
以 先 从 比较 容易 的 问题 入 手 ， 试 一 试 证 明 下 面 这 个 命 古 
平面 上 久 条 直线 , 最 多 可 以 把 平面 分 为 I+ 地 n(n 十 了 ) 份 


上 面 这 几 个 例子 ,总 的 说 明了 一 个 问题 : 对 于 一 个 命题 ,仅仅 
验证 了 有 限 次 ， 即 使 是 千 次 .万 次 , 还 不 能 肯定 这 个 命题 的 一 般 正 
确 性 . 而 命题 的 一 般 正确 性 , 必须 要 看 我 们 能 不 能 证 明 数 学 归纳 
法 的 第 二 名 话 : 假设 当 ?%= 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 , 那 末 当 
n 一 上 十 1 的 时 候 , 这 个 命题 也 是 正确 的 ， 

另 一 方面 , 也 不 要 以 为 “ 当 %=1 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 ， 
这 句 话 简单 而 丢 开 不 管 . 在 证 题 的 时 候 ， 如 果 只 证 明了 “假设 当 
mn 一 大 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 , 那 末 当 mw 一 十 1 的 时 候 , 这 个 合 
题 也 是 正确 的 ”, 而 不 去 验证 “ 当 %=1 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 
的 "， 那 末 这 个 证 明 是 不 对 的 ， 至 少 也 得 说 ， 这 个 证 明 是 不 完整 
的 . 

让 我 们 来 看 几 个 由 于 不 确切 地 阐明 数学 归纳 法 里 的 第 一 句 话 
“ 当 n=1 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 ， 而 得 出 非 第 苑 次 的 结 采 的 
例子 . 

例 5 所 有 的 正 整 数 都 相等 ， 

QD 本 书 以 后 将 证 明 这 一 结论 ( 见 第 148 页 )。 


- 1112。 


这 个 命题 显然 是 荡 雇 的 。 但 是 恕 果 我 们 于 开 “ 当 %w=i1 的 时 
候 , 这 个 命题 是 正确 的 ”不管 , 那 末 可 以 用 “数学 归纳 法 ” 来“ 证明” 
它 . 

这 里 ,第 & 号 命题 是 :“ 第 x 一 1 个 正 整 数 等 于 第 个 正 整数 ， 
胱 在 

有 -工大 

两 边 都 加 上 二 就 得 

k=k+1. 

这 就 是 说 ,第 个 正 整 数 等 于 第 十 1 个 正 整 数 ， 这 不 是 说 明 
了 所 有 的 正 整 数 都 相等 了 吗 ? 

争 误 就 在 于 ,我 们 没有 考虑 =1 的 情况 . 

例 6 如 果 我 们 不 考虑 %=1 的 情况 ,可 以 证 明 

1 十 23 十 ,十 7 一 [3at+l)] 二 
这 里 ,i 是 任何 的 数 . 
事实 上 , 假设 第 和 号 命题 
13 十 23 十 … 十 妇 一 [二 E(kt1) | 二 
正确 , 那 末 象 第 106 页 里 证 过 的 一 样 ,第 & 二 + 号 命题 
2 二 居 十 (+4)3=| (b+D (+2) | 二 
也 就 正确 ， 

但 是 , 这 个 结论 显然 是 荒 请 的 。 

讲 到 这 里 , 让 我 们 再 重复 说 一 遍 : 数学 归纳 法 的 证 明 过 程 必须 
包括 两 个 步骤 :“ 当 2= 工 的 时 候 ， 这 个 命题 是 正确 的 3; “假设 当 
nn 二 £ 的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 , 那 末 当 %=k 十 1 的 时 候 ， 这 个 合 
题 也 是 正确 的 ， 两 者 缺 一 不 可 ! 缺 一 不 可 ! 

也 许 有 人 会 问 : 上 面 的 第 一 句 话 要 不 要 改 做 "“ 当 %=1, 2, 3,… 
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的 时 候 , 这 个 命题 是 正确 的 ”? 

这 样 的 要 求 是 多 余 的 , 同时 也 是 不 正确 的 ， 所 以 多 余 , 在 于 除 
了 用 n==1 来 验证 以 外 , 还 要 用 7%=2 和 %==3 来 验证 , 而 它 的 不 正 
确 则 在 于 “…….”。 如 果 “… 表示 试 下 去 都 正确 , 那 末 试问 到 度 
要 试 到 什么 地 步 才 算 试 完 呢 ? 

多余 还 可 以 解释 成 我 是 从 %=1, n=2, 2 一 8 里 看 出 规律 来 
的 ,或 者 希望 通过 练习 熟悉 这 个 公式 ; 但 在 没有 证 明 % 是 所 有 日 然 
数 时 都 对 以 前 就 加 上 “………”， 却 要 不 得 ， 这 是 犯 了 逻辑 上 的 和 饥 
苹 ! 


四 “数学 归纳 法 的 其 他 形式 


数学 归纳 法 有 不 少 “ 变 着 ”"， 下 面 我 们 先 来 讲 几 种 “ 变 着 ” 

(1) 不 一 定 从 1 开始。 也 就 是 数学 归纳 法 里 的 两 句 话 , 可 以 
改 成 ， 如 果 当 n= 的 时 候 ， 这 个 命题 是 正确 的 ， 又 从 假设 当 
n 一 k(k 之 ko) 时 , 这 个 命题 是 正确 的 ,可 以 推出 当 %=k 十 1 时, 这 个 
命题 也 是 正确 的 , 那 末 这 个 命题 当 mn 之 ko 时 都 正确 ， 

例 1 求证 ，% 边 形 % 个 内 角 的 和 等 于 (mw 一 2)z. 

这 里 右 要 假定 2 之 83. 

证 明 当 n=3 时， 我 们 知道 三 角形 三 个 内 角 的 和 是 两 直角 . 
所 以 , 当 %= 3 时 , 命题 是 正确 的 . 

假设 当 n%==k(K 宇 3) 时 命题 也 是 正确 的 . 设 4 ，42，…，4x3l 
是 上 十 1 边 形 的 项 点 ， 作 线段 414x, 它 把 这 个 +1 边 形 分 成 两 
个 图 形 , 一 个 是 5 边 形 A414。…A4x, 另 一 个 是 三 角形 AxAxyj141， 并 
且 上 十 + 边 形 内 角 的 和 等 于 后 面 这 两 个 图 形 的 内 角 和 的 和 ， 就 是 

(8 一 2 十 区 一 (8 一 十) 和 一 [十 二 一 2 

也 就 是 说 , 当 %= 十 1 时 这 个 命题 也 是 正确 的 。 因 此 ,定理 得 证 . 
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例 2 求证 ; 当 % 宇 6 的 时 候 ，22? 盖 72. 
证 明 当 %=86 时 ， 
25—82, 62—25; 

所 以 25>6? 

假设 当 %=k(k 宇 9) 时 这 个 命题 是 正确 的 , 那 末 由 

QT1 92x22 xk 
之 1 十 5 全 人 十 2 十 一 (十 工 )2， 

可 知 这 个 命题 当 %=& 十 芋 时 也 是 正确 的 。 因此 , 这 个 命题 对 于 所 
有 大 于 或 等 于 5 的 日 然 数 部 正确 ， 

例 3 求证. 当 % 宇 一 4 的 时 候 , (2 十 383) (2 十 4 之 0， 

证 明 当 %n= 一 4 时 ,这 个 不 等 式 成 立 ， 

假设 当 n%=%(% 宇 一 分 时 ,这 个 不 等 式 成 立 , 那 末 由 

[二 +) 十 8j [LC 十 二) 十 二 
一 (KK 十 4) (人士 B) 一 大 二 98 十 20 
一 (8 二 3) (K+4) + 二 +8> (E+3) (Fi+4), 
(..” 当 上 > 一 4 时 , 2£ 十 8 宕 0.) 
即 得 所 证 ， 

(2) 第 二 句 话 也 可 以 改 为 “如 果 当 适合 于 1<n<k 时 ,命题 
正确 ， 那 未 当 %=k 十 4 时 , 命题 也 正确 ,由 此 同样 可 以 证 明 对 于 
所 有 的 % 命 古都 正确 . 

例 和 & 有 两 堆 棋 子 ,数目 相等 ,两 人 玩 贾 , 每 人 可 以 在 一 堆 里 
任意 取 几 颗 , 但 不 能 同时 在 两 堆 里 取 , 规定 取得 最 后 一 颗 者 胜 ， 求 
证 后 取 者 可 以 必 胜 . 

证 明 设 %% 是 棋子 的 颗 数 ， 当 %=1 时 ,和 完 取 者 只 能 在 一 堆 里 
取 工 颗 , 这 样 另 一 堆 里 留 下 的 荆 是 就 被 后 取 者 取得 ， 所 以 结论 十 
正确 的 . 

假设 当 n<k 时 命题 是 正确 的 现在 我 们 来 证 明 , 当 %w=k+1 
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时 , 命题 也 是 正确 的 ， 
因为 在 这 种 情况 下 , 先 取 者 可 以 在 一 堆 里 取 棋 子 : 颗 (i<i< 
Kk 十 1),， 这 样 , 剩 下 的 两 堆 棋 子 , 一 堆 有 棋子 性 十 巧 颗 ， 万 一 堆 有 楼 
子 (L 十 1 一 站 颗 .， 这 时 后 取 考 可 以 在 较 多 的 一 堆 里 到 棋子 颗 , 使 
两 堆 棋 子 都 有 CE 十 1 一 中 颗 ， 这样 就 变 成 了 2 一 & 二 + 一 的 问题 . 
按照 规定 , 后 取 者 可 以 得 胜 。 由 此 就 证 明了 对 于 所 有 的 目 然 数 % 
来 说 ,后 取 者 都 可 以 得 胜 . / 
读者 可 以 自己 考虑 一 下 , 如 果 任 给 两 堆 棋 子 ,能 不 能 数 一 下 棋 
子 的 颗 数 ,就 知道 谁 胜 谁 负 ? 
(3) 有 时 , 第 二 句 话 和 需要 改 成 "假设 当 n= 的 时 候 , 这 个 命题 
是 正确 的 , 那 末 当 %=E 十 2 的 时 候 , 这 个 命题 也 是 正确 的 . 这 时 ， 
第 一 旬 话 仅仅 验证 “ 当 n%=1 的 时 候 ， 这 个 命题 是 正确 的 就 不 够 
了 ,而 要 改 成 :“ 当 %=1, 2 的 时 候 , 这 个 命题 都 是 正确 的 
例 9 求证 : 适合 于 
Z 十 20 一 2 (wz 之 0, y 之 0, 并 且 wz、9 都 是 整数 ) (DD) 
的 解 的 组 数 .7(n) 由 等 于 
于 (WD 二 于 [1 二 (一 本 中. 
(了 ) 式 的 解 ， 可 以 分 为 两 类 :.“y 一 0” 的 和 “y 之 1 的 。 前 一 类 
解 的 组 数 等 于 1; 后 一 类 解 的 组 数 等 于 
vw 二 2(y—1)=n—2, 
适合 于 z 关 0, y 一 4 之 0(w.、y 都 是 整数 ) 的 解 的 组 数 7(m 一 2)，。 所 以 
六 (0) 一 个 (2 一 2) 十 工 . 
如 果 仅 仅 知 道 当 %w=1i 时 , 7() ==1 (这 时 zw 十 2y=1, 所 以 通 
合 条 件 的 解 只 有 一 组 , 吏 是 %==1, y=0), 永 只 能 推出 当 n 是 奇数 
@ ”因为 适合 这 个 方程 的 解 的 组 数 与 % 有 关 , 所 以 我 们 用 符号 7(WW) 来 表示 .例如 ， 
当 ?2 一 5 时 , 方程 有 3 组 解 ,所 以 7?(7 一 3。 
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时 ,7(n) 一 二 (n+1) ,而 还 不 能 推出 久 是 偶数 时 的 情况 ， 必 须 再 
算出 , 当 见 一色 时 ， 
二 20 二 22 
有 两 组 解 o 一 2, y 一 0 和 一 0, y~1, 即 r(2) 一 2, 才能 推出 当 
是 偶数 时 ，7 (mn) 一 地 (n+2)， 这 样 归纳 法 才 完 整 
作为 练习 ,读者 可 以 试 一 试 解 下 面 这 个 比较 更 复杂 的 题目 : 求 
适合 于 
2 十 20 一 (w 之 0, 9>0, 并 且 zy 都 是 整数 ) 
的 解 的 组 数 . / 
(4) 一 般 的 ,还 可 以 有 以 下 的 “ 变 着 ” 
当 n 一 1 2，…, 1 时 ,这 个 命题 都 是 正确 的 , 并 且 证 明了 “假设 
当 % 一 上 时 ,这 个 命题 正确 , 那 末 当 nn 一 k+1 时 , 这 个 命题 也 正确 ” 
于 是 当 %% 是 任何 自然 数 时 ,这 个 命题 都 是 正确 的 ， 
例 6 求证 适合 于 
z+Wy=n。” (ws 之 0, %>0， 并 且 2.y 都 是 整数 ) 


『 - 


的 解 的 组 数 等 于 | | +1， 这 里 符号 | 全 | 表示 商 他 的 整数 部 分 ， 
证 明 留 给 读者 
数学 归纳 法 的 “ 变 着 ”还 有 不 少 , 读者 以 后 还 会 看 到 “ 反 向 归纳 
法 ”“ 才 手板 归纳 法 ”等 等 


于 ”归纳 法 能 帮助 我 们 深 轧 
大 家 都 知道 , 数学 归纳 法 有 帮助 我 们 “ 进 ”的 一 面 ， 现 在 我 想 
谈 谈 数 学 归纳 法 帮助 我 们 “ 退 ”的 一 面 ， 把 一 个 比较 复杂 的 问题 ， 
“ 退 ” 成 最 简单 最 原始 的 问题 , 把 这 个 最 简单 最 原始 的 问题 想 通 了 、 
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想 透 了 , 然后 再 用 数学 归纳 法 来 一 个 飞跃 上 升 , 于 是 问题 也 就 迎 丸 
而 解 了 . 

我 们 还 是 举 一 个 具体 的 例子 来 痰 ， 

这 是 一 个 有 趣 的 数学 游戏 。 但 它 充 分 说 明了 , 一 个 人 会 不 会 
应 用 数学 归纳 法 , 在 思考 问题 上 就 会 有 很 大 的 差异 ， 不 会 应 用 数 
学 归纳 法 的 人 , 要 想 解决 这 个 问题 着 实 要 些 “ 聪 明 ”, 但 是 融会 贯通 
地 掌握 了 数学 归纳 法 的 人 , 解决 这 个 问题 就 不 需要 多 少 “ 聪 明 ”. 

间 题 是 这 样 的 ， 

有 一 位 老师 ， 想 辨别 出 他 的 三 个 得 意 门 生 中 哪 一 个 更 聪明 一 
些 ， 他 采用 了 以 下 的 方法 ， 事 先 准备 好 5 顶 帽子 ， 其 中 3 顶 是 白 
的 , 2 顶 是 黑 的 。 在 试验 时 , 他 先 把 这 些 帽 子 让 学 生 们 看 了 一 看 ， 
然后 要 他 们 闭 上 有 眼睛 , 替 每 个 学 生 戴 上 一 顶 白色 的 帽子 , 并 且 把 2 
顶 黑 帽 子 藏 了 起 来 , 最 后 再 让 他 们 张 开 了 眼睛 ,请 他 们 说 出 自己 头 上 
戴 的 帽子 , 究 竞 是 哪 一 种 颜色 . 

三 个 学 生 相互 看 了 一 看 , 跨 路 了 一 会 儿 ,然后 他 们 异口同声 地 
说 ,自己 头 上 戴 的 是 白色 的 帽子 . 

他 们 是 怎样 推算 出 来 的 呢 ? 他 们 怎样 能 够 从 别人 头 上 戴 的 帆 
子 的 颜色 , 正确 地 推断 出 自己 头 上 戴 的 帽子 的 颜色 的 呢 ? 

建议 读者 , 读 到 这 儿 , 暂时 把 书 搁 下 来 ， 自己 想 一 想 ， 能 够 想 
出 来 吗 ? 如 果 一 时 想 不 出 ,可 以 多 想 一 些 时 候 . 

六 ~ 六 

现在 ,我 把 谜底 揭晓 一 下 ; 甲乙 . 丙 三 个 学 生 是 怎样 想 的 . 

甲 这 样 想 @，{ 如 果 我 头 上 戴 的 是 黑 帽子 , 那 末 乙 一 定 会 这 样 
想 ; [如 果 我 头 上 戴 的 是 黑 帽 子 ， 那 未 丙 一 定 会 这 样 想 ，( 甲 乙 两 人 
都 戴 了 黑 帽 子 , 而 黑 帽子 只 有 两 顶 , 所 以 自己 头 上 戴 的 一 定 是 白 由 

3 ”为 了 读者 容易 看 懂 , 这 里 加 上 了 一 些 括号 。{ } 里 的 是 甲 的 想法 ，L + 里 的 
是 甲 设想 乙 应 当 有 的 想法 ,(”) 里 的 是 甲 设想 己 应 当 为 内 设想 的 想法 ， 
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子 . ) 这 样 , 丙 就 会 脱口 而 出 地 说 出 他 自己 头 上 戴 的 是 白 帽 子 . 但 是 
他 为 什么 要 路 详 ? 可 见 自己 《 指 乙 ) 头 上 戴 的 是 白 帽子 ,] 如 果 这 样 
乙 也 会 接 下 去 说 出 他 自己 头 上 戴 的 是 白 帽子 。 但 是 他 为 什么 也 要 
哮 路 呢 ? 可 见 自 己 《指甲 ) 头 上 戴 的 不 是 黑 帽 子 .} 

经 过 这 样 恩 考 ， 于 是 三 个 人 都 推出 了 自己 头 上 戴 的 是 白 帆 

子 . 
读者 读 到 这 儿 , 请 再 想 一 下 ， 想 通 了 没有 ? 有 些 伤 脑筋 吧 | 
学 过 数学 归纳 法 的 人 会 怎样 想 呢 ? 他 会 先 退 一 步 , (善于 “ 退 ”， 
足够 地 “ 退 ”,“ 退 ”到 最 原始 而 不 失去 重要 性 的 地 方 ,是 学 好 数学 的 
一 个 诀 巧 ! ) 不 考虑 三 个 人 而 仅仅 考虑 两 个 人 一 顶 黑 帽子 的 问题 
”这 个 问题 谁 都 会 解 , 黑 帽 子 只 有 一 顶 , 我 戴 了 ,他 立刻 会 说 “自己 
戴 的 是 白 帽 子 *。 但是, 他 为 什么 要 跨 蹄 呢 ? 可见 我 戴 的 不 是 黑 幅 
子 而 是 白 帽 子 ， 

这 就 是 说 ,“ 两 个 人 , 一 顶 黑 帽子 , 不 管 多 少 ( 当 然 要 不 少 于 2) 
顶 白 贝子 ”的 问题 ,是 一 个 轻而易举 的 问题 . 

现在 我 们 来 解 上 面 这 个 较 复 杂 的 : “三 个 人 , 两 顶 黑 帽子 , 不 管 
多 少 ( 当 然 要 不 少 于 3) 顶 白 帽子 ”的 问题 也 就 容易 了 。 为 什么 呢 ? 
如 果 我 头 上 戴 的 是 黑 帽 子 ， 那 末 对 于 他 们 两 人 来 说 ,就 变 成 “两 个 
人 ,一 顶 黑 帽子 ”的 问题 , 这 是 他 们 两 人 应 当 立 刻 解 决 的 问题 , 是 不 
必 足 路 的 。 现 在 他 们 在 跨 足 , 就 说 明了 我 头 上 戴 的 不 是 黑 帽 子 而 
是 白 帽 子 . 

这 里 可 以 看 到 , 学 会 了 数学 归纳 法 , 就 会 得 运用 “归纳 技巧 ?从 
原来 问题 里 减 去 一 个 人 、 一 顶 黑 帽 子 ， 把 它 转 化 为 一 个 简单 的 间 
题 ， 

倘 使 我 们 把 原来 的 问题 再 搞 得 复杂 一 些 :“ 四 个 人 , 三 顶 黑 由 
子 , 若干 (不 少 于 汐 顶 白 帽子 ”, 或 者 更 一 般 地 , %% 个 人 , n 一 1 顶 
黑 帽 子 , 若干 (不 少 于 n) 项 白 帽 子 ”这 样 复杂 的 问题 , 我 们 也 可 以 
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用 以 上 的 思想 来 解决 了 (读者 可 以 想 一 想 , 应 该 怎样 去 解决 )， 

读 到 这 儿 , 读者 可 能 领会 到 两 点， 

(1》 应 用 归纳 法 可 以 处 理 多 么 复杂 的 问题 ! 懂得 它 的 人 , 比 
不 懂 它 的 人 岂 不 是 “聪明 ”得 多 . 

(2) 归纳 法 的 原则 ， 不 但 指导 我 们 “ 进 ”， 而 且 还 教会 我 们 
“ 退 ”?， 把 问题 “ 退 ”到 最 朴素 易 解 的 情况 ,然后 再 用 归纳 法 飞 聊 前 
进 ， 这 样 比 学 会 了 “三 人 问题 ”, 搞 “ 四 人 问题 ”, 搞 通 了 “四 人 问题 ” 
再 尝试 “五 人 问题 ”的 做 法 , 不 是 要 夹 快 得 多 ! 

当然 , 我 们 也 不 能 完全 排斥 步 步 前 进 的 做 法 。 当 我 们 看 不 出 
归纳 线索 的 时 候 , 先 一 步 一 步 地 前 进 , 也 还 是 必要 的 ， 
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数学 里 , 有 时 候 出 题 容易 解 题 难 . 凡事 问 一 个 为 什么 ,有 时 候 
要 回答 出 来 确 不 容易 。 但 也 有 时 候 , 出 题 困难 解 题 易 。 题目 本 吴 
就 包括 了 解 题 的 方法 , 难 不 难 在 解 , 而 难 在 怎样 想 出 这 个 题目 米 . 
”最 显著 的 是 用 归纳 法 来 证 明 一 些 代数 恒等式 。 这 时 ， 难 不 难 在 应 
用 归纳 法 来 证 明 ， 而 难 在 怎样 想 出 这 些 恒等式 来 。 本 书 开始 时 所 
举 的 例子 , 就是: 人 家 怎样 想 出 

十 十 … 十 二 [于 zz 十 全 | 一 (1 十 2 十 8 十 … ‘9 

来 的 ? 

一 般 地 说 : 求证 一 个 形 如 

Qi 二 nS, (1) 

的 恒等式 ， 本 身 就 建议 我 们 求证 “gryi 十 Ss 一 Snys 或 者 “Ss41 一 
Ss 二 gn+1 。 而 一 般 讲 来 由 “% 求 “ 8 较 难 , 由 8 求 “Z 较 易 ， 
并 且 如 采 证 明了 
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Ai 一 8 一 CnHli 
我 们 还 可 以 把 级 数 (1) 写成 
Cl 十 Ca 十 … 十 Cn 
一 1 十 (Ss 一 SI) 十 (Ss 一 S23) 十 十 Sn 一 -1 一 Sn。 
交 又 消去 即 得 所 求 ，( 注 意 ; 上 面 这 个 等 式 的 成 立 也 要 用 归纳 法 加 
以 证 明 才 合乎 严格 要 求 .) 
下 面 我们 举 些 例子 ， 
例 I 求证 . 
4.7:10+7.10.18 十 10.18.16 十 …: 
+ (8n+1) (8nt+4) (3n+7) 


= [n+1) (8n+4) (3n+7) (3n-+-10) 


—1.4.7:.:10]. (n>1) 
洪 了 这 个 公式 , 就 可 以 知道 ,一定 会 有 Qs 一 Ss 一 Ss-1, 也 束 昨 


= [84+1) (3n+4) (Bn+7) (3n+10) 


一 (3 一 2) (8n 十 1) (3n+4) (3n+7)] 
一 (372 十 (372 十 4)03m 十 7)， 
一 算 真 对 ,我们 就 可 以 用 交叉 消去 法 (或 者 归纳 法 ) 来 证 明 这 个 公 
式 了 . 
例 必 求证: 


1 1 1 
BT T1115 1 T11519 
+ 

(4n—1) (dn+t+83) (dnt7) 

1 1 


1/. 
8\8.7 (4n+8) re), (n>1) 


这 个 恒等式 可 以 由 
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DT 1 
‘(dn—1)(4nt+3) (4dn+3) (4n+7) 


1 
(4n— Dnt3) (dnt7) 


1 
8 


推出 ， 
例 3 求证 . 
sn ZX 十 sm 2% 二 .十 Sin nz 
.4 、 ， 工 
sin Tn+ Li) Sin 可 720 


一 本 (pp 三 十 ) 
Sin -二 2 


2 
从 这 个 恒等式 可 以 得 到 启发 


1 “1 1 1 
| si 5 Wt+1)wy sin 可 ?0 一 Si 5 1% Sin nD 
2 


ii 
人 


gin 5 nz| sin (nt 1T)2 一 Sin 5 (n— Dz| 


. 1 
SIN 一 一 化 


2 


.1 1 . 
一 “sin 可 Nw COS 可 ?一 Sm ns, 


反 过 来 , 可 以 用 这 个 等 式 来 证 明 原 来 的 恒等式 ， 
用 同样 的 方法 ,我 们 可 以 处 理 以 下 的 题目 ; 
例 4 求证 : 


于 十 cos 十 Cos 20 十 十 COS nw 


例 5 求证 : 
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1 ~ ,1 1 2 
一 to 一 十 -一 _ 。. ， 
SED Etim 
1 
—- cte wctg vw, (n>1) 
(这 里 , 2 不 等 于 mw 的 整数 倍 ) 
例 6 求证 ; 
， 为 十 
COS @& C08 2a COS 4a.………cos 2"0 = Sno (n>0) 
SIN oe . 


这 些 例题 的 真 困难 不 是 在 于 既得 公式 之 后 去 寻求 它们 的 证 
明 , 而 是 在 于 这 批 恒等式 是 怎样 获得 的 . 
我 国 古 代 堆 霹 术 所 得 出 的 一 些 公式 ,也 都 属于 这 一 类 ， 
例 7 求证 : 当 m 关 二 的 时 候 ， 
1 十 (十 多 十 (十 9 十 25) 十 … 
十 [1 十 3? 十 邹 十 … 十 (27 一 癸 习 
-二 | (n+l) 二 nt) | 


以 下 五 题 采 自 元 朱 世 杰 : 算 学 启蒙 (1299), 四 元 玉 鉴 (1303)， 
例 8 cz-FH2(e 二 共 十 3(z 十 20) 十 … 十 2[c 十 (一 二 人 


= 二 n(nt 1) [2bn+ (84—2b)]. (n>1) 
例 9 [Le 十 一 了 人士 2[Le 十 一 2 国士 
十 (一 二 (cc 十 站 十 20C 
= 于 me+DT [ont+ (36—b)]. (n>1) 


作为 练习 ,读者 可 以 试 由 例 8 直接 推出 例 9 来 ; 试用 两 两 相 加 
两 两 相 减 找 出 例 8 例 9 的 恒等式 来 。 


中 陈 志 仁 (1676 一 1722)。 
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例 10 c++3(cH+pb) 二 6(c 士 20) 十 … 
十 可 (n+ [e+ (n— 1)5] 


= n+) (nt2) [bn+ (44—3b)], (n>1) 
例 11 [fet+ (nm1)5]j+83[ae+ (nm—2)01+t+… 


+3 n(n-1)(atb) 二 n(n+1i)a 


-二 mn 二 DT (nm 二 2) ont (4a—8)],. (n>1) 


例 了 芭 在 级 数 
T 十 3 十 7 十 I2 十 19 十 27-H37 十 48 十 61 十 … 
里 , 如果 cn 是 它 的 第 %w 项 , 那 末 
do 一 312， Ga-1=3C—1)+1., 
这 里 ?是 大 于 或 者 等 于 1 的 整数 . 求证. 


S21 = 51 (4 1+ 1); 


Sa=— 14P+3L+1). : 


最 后 一 题 启发 我 们 想到 归纳 法 的 另 一 变 着 : 考 狂 板 归纳 
法 ”一 一 有 两 个 命题 4,、B,, 如 果 “4; 是 正确 的 "假设 4 是 正 
确 的 , 那 末 Bx 也 是 正确 的 ， 假 设 Bi 是 正确 的 , 那 末 4xsx 也 是 正 
确 的 , 那 末 ,对 于 任何 自然 数 %， 命题 4,、B 都 是 正确 的 . 


这 里 命题 4 是 “S21 一 二 n(4m 一 3n 十 1)”， 而 命题 B 是 
‘gon -5 n(n + Bnt 1)” 

显而易见 ，41 是 正确 的 , 即 1 二 1, 

假设 Bow_1 一 二 上 (4b? 一 8k 十 1)， 那 来 
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Sa 一 于 4412 一 3 了 上 二 312 一 工 丰 (412 十 3 十 了 
这 就 是 说 , 假设 4 是 正确 的 , 那 末 Bs 也 是 正确 的 ， 
又 假设 So 一 地 (4 妨 二 3k 十 1)， 那 末 


See 一 也 j (482 十 38 十 1 十 38( 人 二 1) 十 工 


= (ED [4 二 TD 一 3 二 十 了 ， 


这 也 就 是 说 ,假设 Bs 是 正确 的 , 那 末 A441 也 是 正确 的 。 

因此 , 4,、Bs 对 于 任何 自然 数 %， 都 是 正确 的 ， 

这 个 同上 是 朱 世 杰 研 究 圆锥 吉 积 得 出 来 的 . 但 照 上 面 这 样 写 
下 来 , 就 显得 有 些 造作 了 ， 

个 仅 出 现 过 郝 厢 板 归 纳 法 ”, 而 且 还 出 现 过 车 干 结论 螺旋 式 
上 上 升 的 证 明 方 法 ， 例如: 有 5 个 命题 4,、B。、 OC，。、Ds、,。 现 在 知 
道 41 是 正确 的 ,又 4 一 BOD ， Bi 一 OO-> 万 站-> 克 并 是 
妈 2 Aryi， 这 样 ,这 五 个 命题 就 都 是 正确 的 ， 


七 违 归 函数 
上 区 里 我 们 的 主要 依据 是 
Qi 十 Qa 二 二 Qn = (1) 
和 
Sn — Sn_1= on (2) 


的 关系 .这 启发 了 我 们 , 如 果 知道 了 (2), 就 可 以 作出 一 个 (D) 来 


例如 , 我 们 知道 了 公式 : 
1 1 1 
arctg——arc tp nia te nl 


( 我 们 用 4x -> Bz 表示 “假设 Ax 是 正确 的 , 那 示 Bs 也 是 正确 的 六 


由 此 就 可 以 作出 一 个 恒等式 . 


1 1 1 1 
t J 上 ere. f 一 过 当 由 aa 
arc te 5 十 arc te 十 arc te 1 十 ,…,: 十 arc te DT 
TT_arcte + 
4 加 二 1， 


关系 式 (2) 本身 就 可 以 看 成 是 用 数学 归纳 法 来 定义 Ss, 就 是 . 

已 知 访 =Q1, 假设 已 知 Sx-1i, 那 末 由 Sx 二 Swi 十 @x 吏 定 六 了 
Ny 

这 是 所 谓 违 归 函 数 的 一 个 例证 。 

一 般 来 说 ， 递 归 函 数 是 一 个 在 正 整 数 集 上 定义 了 的 函数 
fn)。， 首先 , f(1) 有 定义 ; 其 次 , 如果 知 道 了 f(D ,ff(2),…,f(k)， 
那 末 /ET+T) 也 就 完全 知道 了 。 这 实在 不 是 什么 新 东西 , 而 只 是 
数学 归纳 法 的 重申 ， 

f+1) =f -上 
Vw- 
定义 了 一 个 递归 函数 ， 通 过 计算 ， 可 以 知道 (14)=1, f(2)=2, 
(3) 一 4 f (4) =7,…， 从 而 可 以 得 出 这 个 递归 函数 就 是 


例如 ,由 


fh) = bk D+l. 


这 个 等 式 一 下 就 变 为 一 个 需要 “证明 "的 问题 。 而 由 数学 归纳 
法 可 以 知道 :对 于 所 有 正 整 数 m% 有 


/= 于 no 一 了 + 
本 节 开 始 时 的 例子 , 就 是 求解 


顺 -GE+D ~arctg ari 
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跟 数 学 归纳 法 一 样 , 递归 函数 也 可 以 有 各 种 形式 的 “ 变 着 ” 例 
如 , 由 关系 式 
f (E+1) =3f (EF) 一 27 (一 全 

所 定义 的 了 (#), 就 必须 由 两 个 已 知 值 , 例如 (0) =2, f(1) =8 开 
始 。 

现在 我 们 来 证 明 这 样 的 开始 值 : 

fm) =2"+1. 
证 明 当 mw=0, 1 的 时 候 , 这 个 结论 显然 正确 ， 
假设 已 知 f(8) 二 2* 二 1， fk 一 1) ==2*-1 十 I， 那 末 
fkK+1)=3(2°+1) 一 22 二 +1) = 二 2*"1 十 1, 

由 此 命题 得 证 。 

上 面 的 这 个 解答 f(n) 一 2" 十 1 又 是 怎样 想 出 来 的 呢 ? 可 能 是 
从 了 (0) =2, f(1) =3, f (2) =5 等 等 归纳 出 来 的 ,但 是 从 
z f E+1) —f (Ek) =2Ef (Ek) —f (m1)) 

来 看 , 却 会 更 容易 一 些 ， 


我 们 设 gk)=f (K+1)—f (EF). 
那 末 由 9(1) 一 2， 
~g(k+1)=2g9(k), 
可 见 gk) =—2.. 
再 由 fk) —f hk—1) =—2,, 
得 出 fm) —f 0) = DLE -IE-1D)1O 


@ “3 是 和 的 符号 , 读 做 “Bigma”。 
之 [f(%) 一 f(% 一 4)] 就 是 表示 下 面 的 和 。 
[Cf0) /C0)I+EF2) 一 Ar(D] 上 上 [73) 一 F9)] 
十 … 二 [7(n) fn—1)], 
也 就 是 顺 次 用 出 , 3, 3, …)% 代 规 [7(O 一 了 (% 一 1] 里 的 %, 再 把 这 % 个 差 [f(D 一 f(0)]， 
[fC2) 一 了 (1)],…, 上 fn) 一 fn 一 1] 加 起 来 . 
下 文 里 我 们 经 常 要 使 用 这 个 符号 , 读者 必须 热 悉 它 ， 
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1 


一 全 2* = 二 二 2 十 2 十 …: 十 9" 一 927 一 1， 
x=1 


从 而 可 得 jw) 一 全 十 工 . 


八 排列 和 组 合 


数学 归纳 法 最 简单 的 应 用 之 一 ， 是 用 来 研究 排列 和 组 合 的 公 

式 ， . 
读者 在 中 学 代数 课程 中 ,已 经 知道 “从 个 不 同 的 元 素 里 ,每 
次 取 7 个 ,按照 一 定 的 顺序 控 成 一 排 , 叫做 从 %% 个 元素 里 每 次 取出 
个 元 素 的 排列 ， 排列 的 种 数 , 叫做 排列 数 ， 从 兄 个 不 同 元 素 里 
每 次 取 ? 个 元 素 了 所 有 不 同 的 排列 数 , 可 以 用 符号 4 来 表示 。 对 于 


4 有 下 辐 的 公式 : 
定理 1 
由 一 Da 一 (7 一 2) (一 站 十 荆 ) (1) 
当时 , 这 个 公式 并 没有 作 闫 格 的 证 明 , 现 在 我 们 利用 数学 归纳 
法 来 证 明 它 ， 


证 明 ”站 先 , 4% 一 n. 
这 契 亚 然 的 ， 如 果 再 能 证 明 
A —nAr-!, 

那 末 , 这 个 定理 束 可 以 应 用 数学 归纳 法 来 证 明 @， z 

我 们 假定 % 个 元 素 是 a1， Qs,…, qs, 在 每 次 取出 7 个 元 素 的 
41 种 排列 法 里 ， 以 ai 为 首 的 共有 Ai-i 种 ,以 ca 为首 的 同样 也 有 
4 二 种 ,由 此 即 得 

QD 因为 当 % 二 1 的 时 候 , 这 个 定理 显然 是 正确 的 ; 假设 当 %==% 一 1 的 时 候 , 这 个 

定理 是 正确 的 , 那 末 


4 一 [4 和 一 大 一 1 人 一 2 .7 十 1)]。( 这 里 , 1 之 7 < 之) 
所 以 , 当即 一 下 的 时 候 , 这 个 定理 也 是 正确 的 ，。 


a 1。 


4 一 41 
于 是 定理 得 证 . 
定理 1 的 特例 是 个 元 素 全 取 的 排列 数 , 它 是 
Ar=n(nm1) (一 2)。… 832 
我 们 用 符号 n! 表示 这 个 乘积 , 就 是 
1 1 =1.2.36 一 工 )7。 
这 样 ,定理 1 就 可 以 写成 
? 
4 
现在 我 们 来 研究 更 一 般 的 情况 ; 
n 个 元 素 里 ,有 若干 个 是 同类 的 , 其 中 有 Pp 个 a, 9 个 3,…. 求 
每 次 全 取 这 些 元 素 所 作成 的 排列 种 数 ， 答 案 是 : 


这 个 结论 可 以 这 样 来 证 明 : 

如 果 在 2 个 wa 上 标 上 号 数 ci， ao，…，cp， 作 为 不 同 的 元 率 ， 
4 个 上 标 上 号 数 2，pa，…，2po 也 作为 不 同 的 元 陛 ，…… 。 这 
样 问 题 就 变 成 了 2 个 不 同 元 素 全 到 的 排列 , 得 出 的 排列 数 是 

PP,=n!. 

把 a1，Qs,…，Qp 这 2 个 元 素 任 意 排列 的 排列 数 是 2!， 但 是 实际 
上 这 Pp 个 元 素 是 相同 的 元 素 ， 是 分 辨 不 出 的 ， 所 以 擦 去 了 标号 之 
后 ， 原 来 的 2! 个 排列 只 变 成 了 1 个 排列 。 因 此 擦 去 4 的 编号 以 
后 ,排列 的 种 数 是 


nn! 
p!° 
同样 的 ,再 控 去 8 的 标号 以 后 , 排列 的 种 数 厌 是 
n! 
Pig! 
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等 等 。 


注 ”我们 用 一 个 具体 例子 来 说 明 . 例如 , 求 acc2 全 取 排 列 的 


编号 以 后 的 排列 种 数 是 
a 和 一 4 | 一 一 24 
QQ2030 diQ20a3 QiCCo203 PC10203 
Q1C3020 CIG3Da2 iDac02 PPO103Go2 
CoClC3D Co0C12DC3 CopClCG3 DC1G3 
doGsa10 aoGoDa1 ob! BaoCGsa1 
C3Q1030 Q3G1D02 GODGQ1G2 DaG1Q2 
Ca3QocID Ca30oDQ1 dabAod1 


CQ302G1 
| 


擦 去 编号 以 后 ,每 一 直行 里 的 6(31) 种 , 变 成 了 1 种 , 所 以 排 
列 种 数 就 成 为 4 种 . a&aab, aaba, abaa, baao, 
由 此 可 见 


读者 在 中 学 代数 课程 中 , 还 曾 知 道 ; 从 久 个 不 同 元 素 里 , 每 次 
取出 7 个, 不管 怎样 的 顺序 并 成 一 组 , 叫做 从 个 元 素 里 每 次 取出 
7 个 元 素 的 组 合 。 组 合 的 种 数 , 叫做 组 合 数 , 从 个 不 同 元 素 里 每 
次 取出 了 个 元 素 所 有 不 同 的 组 合 数 , 可 以 用 符号 0; 来 表示 。 对 于 
0; 有 下 列 的 公式 ， : 

定理 2 

0s FT (2) 

这 个 定理 也 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 . 

证 明 痛 先 , 0%=n. 

这 是 显然 的 ， 如 果 再 能 证 明 当 I1<r<m 的 时 候 ， 

CO 一 OO _I 十 OH， (3) 
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那 末 , 这 个 定理 就 可 以 应 用 数学 归纳 法 来 证 明 中 ， 

我 们 假定 有 % 个 不 同 的 元 素 cl， ce，…，cw 在 每 次 取出 7 个 
元 素 的 组 合 里 , 可 以 分 为 两 类 : 一 类 含有 m1, 一 类 不 含有 ci. 含有 
ai 的 组 合 数 , 就 等 于 从 Xo，03，…，0n 里 取 了 一 十 个 元 素 的 组 合 数 ， 
它 等 于 0i-1; 不 含有 om 的 组 合 数 ,就 等 于 ca，ca，…，cn 里 取 7 了 个 
的 组 合 数 , 它 等 于 0;_1， 所 以 

Ci 一 CT 十 C0 开 加， 

于 是 定理 得 证 ， 

读者 在 中 学 代数 课程 中 学 过 的 二 项 式 定理 


(£0)"=o+ Olar i+ O20 2 Oar E.On 
Hi 
一 2 O01, 
广 0 


就 是 利用 组 合 的 知识 来 证 明 的 ， 


九 ” 代 数 恒 等 式 方面 的 例题 


有 不 少 代数 恒等式 , 它 的 严格 证 明 , 需要 用 到 数学 归纳 法 。 这 
里 先 讲 几 个 读者 所 瑰 悉 的 例子 
” 例 1 等 差 数 列 的 第 % 项 ,可 以 用 公式 
Qs = (NC—1)d (1) 
表示 。 这 里 ，ci 是 它 的 自 项 , 4 是 公差 ， 
证 明 ” 当 n%=1 的 时 候 , a1==a1，(14) 式 是 成 立 的 ， 


Q@ 因为 当 %=1 的 时 候 , 这 个 定理 是 正确 的 ; .假设 当 %==k 一 1 的 时 候 , 这 个 定理 
是 正确 的 , 那 末 

(一 1T! (p—1) | 
7 (一 一 人 1 (7 一 了 1 一 人 1! 

rt 、 _ 
”了 (天 一 站 1“ (这 旦 , 1<7 < 
所 以 当 %= 的 时 候 , 这 个 定理 也 是 正确 的 ， 

国 公式 C5=07-1 了 O41 是 一 个 十 分 重要 的 公式 ， 详 见 拙 著 《从 杨辉 三 角 谈 起 
( 见 本 书 第 6 页 )。 


0 一 CI-1 二 CH 一 


9 忆 


假设 忆 "- k 的 时 候 , (了 ) 式 是 成 立 的 , 那 末 ,因为 
avi=at+d=at+ (Fk~ladtd 
~—w+ [(k+1)—~1ld, 
所 以 当 m%=£ 十 + 的 时 候 , (1) 式 也 是 成 立 的 。 由 此 可 知 , 对 于 所 有 
的 %n, (DD) 式 都 是 成 立 的 ， 
例 2 等 差 数 列 前 % 项 的 和 , 可 以 用 公式 


5， 一 na 二 二 nn—1)da (2) 


表示。 这 里 , @1 是 它 的 首 项 , 4 是 公差 ， 
这 个 公式 也 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 ， 
证 明 当 %=1 的 于 候 , 51 一 Gt，(2) 式 是 成 并 的 。 
假设 当 nk 的 时 候 , (2) 式 是 成 立 的 , 那 末 
D41™— Oy Gs 


=| hot 二 Ek—Dd|+ {ot [+1) -1 


~ (kle, 十 计 (E 二 了 TEED -1d 


所 以 当 ? 一 8 十 工 的 时 候 ,， (2) 式 也 是 成 立 的 。 由 此 可 知 , 对 于 所 有 
的 %，(2) 式 都 是 成 立 的 ， 

注 俩 芋 里 的 公式 (也 可 以 直观 地 得 出 ， 但 是 例 2 里 的 公式 
(2 又 怎样 得 出 的 呢 ? 所 以 从 要 找 出 这 个 公式 的 角度 来 考虑 ,还 是 
象 中 学 代数 课本 里 那样 用 颠倒 相 加 “的 方法 好 ， 而 数学 归纳 法 的 
作用 只 是 在 找 出 了 这 样 的 公式 以 后 ,给 以 严格 的 证 朋 ， 

例 3 等 比 数列 的 第 %% 项 可 以 用 公式 


Wn—=010" 7 (3) 
表示 ; 前 % 项 的 和 可 以 用 公式 
S = G1(9"—1) (4) 
9 一 二 
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表示 。 这 里 , &1 是 它 的 首 项 , 9 是 公 比 。 

这 两 个 公式 也 都 可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 (证明 留 给 读者 )，. 
象 例 2 一样 , 公式 (4) 的 导出 ， 当 然 也 还 是 象 中 学 代数 课本 里 那样 
用 习惯 使 用 的 方法 来 得 好 , 就 是 把 

Ss 二 G1 十 G19 十 49 十 …: 十 Q19” 一 
995 一 ad0 十 049 十 Q19 十 …' 十 Q19” 
两 式 相 减 ,再 把 所 得 差 的 两 边 同 除 以 9 一 1. 

再 谈 高 阶 等 差 级 数 . 在 拙 著 从 杨辉 三 角 谈 起 > 一 书 里 提出 的 
不 少 恒等式 , 它们 都 可 以 用 数学 归纳 法 证 明 的 。 其 中 最 主要 的 
是 :; 

(3) 于 十 二 十 二 十 … 十 =n; 

(2) L428 十 … 十 一 n(n 二 1); 


(3) 1+8+6 十 … 十 三 n(nt1) —E n(nt1) (n+ 2), 
(4) 1+4 二 10 十 … 十 二 2 (3 十 1)(2 十 2) 


= ntl) (n+2) (n+ 3); 


瞪 二 站 


这 些 公式 是 怎样 得 来 的 呢 ? 事实 上 , 它们 都 可 以 从 上 人 里 的 
公式 (3) 
O' =O"_1+4 OT 
推出 。 例 如 , 取 7?=2, 研 但 
于 2 二 了 一 到 OO 一 Dn=a 
取 7=3， 就 得 
n(ntl) (+42) 一 二 (wm 一 yn(nt) 一 训 nn+D); 
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等 等 。 这 样 ,应 用 第 七 节 里 所 讲 的 方法 , 吏 可 以 从 这 些 公式 寺 出 上 
面 的 恒等式 ， 

有 了 了 这些 公式 , 把 写成 2 3 n(n+1) |-m 把 ww 写成 
6[ ntl) (n+2) ]-6[s n(n 二 1) |+n, 就 可 以 算出 


9+437 寺 1 一 站 (m+ (2n+1); 


1 十 2 十 3 十 玉 十 723 二 [5 n(ntl1) | 


作为 练习 ,请 读者 先 算出 这 些 公式 ,然后 用 数学 归纳 法 加 以 证 
明 ， 


2 


十 差 分 


我 们 把 f(z) 一 fw 一 1 二) 叫做 函数 了 (%) 的 差分 ， 记 做 
Af (2) = (2) —f (el). (1) 
例如 , f(n) =0;, 它 的 差分 就 是 
Af (nn) =f 1) —fn—1)=0;,— O01 
= O'- [应 用 第 八 节 里 的 公式 (3). ] 
前 面 我 们 所 讲 的 求 和 问题 
-十 aa 十 … 十 an 一 人 f=f(7)] 
可 以 看 做 给 了 差分 mm 一 g(w， 求 原 函 数 /oo ， 使 
fn)—fn—1)=yn) (2) 
的 问题 。 方 程 (2) 叫 做 差分 方程 . 

用 数学 归纳 法 的 眼光 来 看 , (2) 式 不 过 说 出 了 归纳 法 的 第 二 句 
话 ,: “如果 知 道 了 fn 一 力 , 那 末 可 以 定 出 fm) [Fo 一 fw 一 起 十 ， 
gm)] 来 .” 所 以 只 有 (2) 式 还 不 能 完全 定义 fm), 还 必须 添上 一 
句 :“ 丰 (0) 如 何 ”。 加 上 了 这 句 话 , 归纳 法 的 程序 完成 了 ,因而 对 于 
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所 有 的 自然 数 %, 函数 了 (mn) 都 定义 了 ， 
果 数 .fo) 的 差分 4f ze) =f(z) 一 f(z 一 4), 还 是 zz 的 函数 .我 
们 可 以 再 求 它 的 差分 , 这 就 引出 了 二 阶 差分 的 概念 ， 就 是 
A(Af (2)) 一 do) —f 2—1)). 
我 们 用 43f(w) 来 表示 ， 
一 般 的 , 如 果 对 函数 了 (w) 的 7 一 1 阶 差 分 再 求 差 分 , 就 得 到 了 
f(w) 的 7 阶 差分 ,就 是 


dj =A(4! f (0)). (8) 
现在 我 们 用 数学 归纳 法 来 证 明 下 面 的 恒等式 
f(z) = -1)’0; f (2-)) ©. 区 


证 明 当 %=1 的 时 候 , (4) 式 就 表示 
Af (%) =f (2)—f 2—1), 
命题 显然 正确 ， 
假 冯 当 %=& 的 时 候 ，(4) 式 是 成 立 的 ， 那 末 当 2 一 和 十 上 的 时 
候 ， 
4 fr) = A (Yr)) 


-A(T-Di0tf(e-D)) 
=- 袜 (DO 
-CD’ oe~)) -f (0-j—D)] 


=- (10 f(D) 


©® 2 (—1):0# f(s—)) 
f(t) —OL f(r—1) OR 7(z 一 2) 一 … 十 (一 DC37(z 一 人 ， 


x 
一 之 《一 1 Ot flv—j—1) 
=-|f + (1)i0Lf (| 
t(D (0—)) 
十 (—D™ (empk—1) | 
=—f(2)+(—1)"i7(z—Ek—1) 
KE 
to-DiOL+OLY (2-)) 
—f(2)+(—1)" f(w~—k—m1) 
十 人 人 —1) Ot (2 一 人 加 
-S(O fo-), 
村 十 定理 得 证 ， 
如 果 f(wz) 是 zz 的 多 项 式 , 那 末 经 过 一 次 差分 , 多项式 的 次 数 
由 六 (— 0¢f (2—D) =0f 2) —OFFf (2—1) +Cf (2—2) 
-Tt (1)*O8/(o~A) : 
=/ 0+ (DOD); 
-为 (DOLf -i-D 


= (Dimotf(e~i—1) 
一 一 Cj(z- 了 TD 二 CHz-2) 一 … 
上 (一 DC 和 区 一 区 十 (一 20 一 2 一 功 


DOFYE-D + Dk-D). 
® f+-Drl (vol1) + > (—1)sC441 f(z 一 办 


—f(r)+(—10t FU 一 1) +(—1)202f 22) i 
+ (—1)*OE1f (ce—k) + (—1)*+1f (2—k+1) 


- 之 (C—O jz 一 旋 。 
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就 降低 工 次 ,因此 对 于 任何 一 个 次 数 低 于 天 次 的 多 项 式 ,经 过 大 次 
差分 , 一 定 等 于 0。 也 就 是 说 , 如 果 f (zx) 是 次 数 低 于 到 次 的 多 项 
去, 那 末 


DD (2-)) =0 G) 
特别 的 , 当 “一 大 的 时 候 , 取 一 j 一 1， 那 末 

-DOD =0. (©) 
一 阶 差分 方程 


f (2%)—f (wv—1)=9(%) 
的 解 是 (2 一 f(0) 一 六 [了 (2)-f(2-D)] = > yk). 
更 一 般 的 一 阶 差分 方程 
af (%) —0f (~1)=g9(%), 
不 妨 假定 4=1, 于 是 
f oo =g9(%) 十 OF 一 十 ) 
一 9G) 二 [9 一 二 十 of 一 2)] 
一 0(0) 十 09(22 一 二) 十 把 太一 2 ) 
一 9 Tbgn—1) +og9 2) + 
+o" ig(1) 十 OO) 
《可 以 用 数学 归纳 法 来 证 明 ) 
二 阶 差分 方程 
fv) taf (—1)+Bf(r—2) =9(%), (7) 
可 以 变 成 两 次 一 阶 差分 方程 来 解 。 因为 
[f 2) + A vol) +n[f (wv~1)+Af(L—2)] 
=f(%) 十 从 十 LAz 一 1 十 AU 一 2)， 
从 和 A 十 所 =a, 一 BC 里 解 出 和 和 凡 有 来 ， 再 该 
凡 CO) =f(%)+Af LO—1), 


7 4. 


那 末 方程 (7) 就 变 成 先 求 
Ao) 十 KR(Z 一 1 一 9002)， 
再 求 ACT 一 了 = 有 (or) 
的 解 了 。 
例 “ 求 差分 方程 
f(z) —8f (2—1)+2f(2—2) =1, 


的 解 ， 


解 设 hCw) 一 f(z) 一 f(w 一 1), 得 
(2) 一 21(2 一 二 一 [1， h(l)=1, 


解 得 h(n) 一 2 一 工 
再 从 f(2)-f (2~1)=2°-1, f(0)=0, 
解 得 f 0) 一 2041 一 7 一 2. 


十 一 ” 李 善 兰 恒 等 式 


这 里 ,我 附 珊 地 介绍 两 个 有 趣 的 恒等式 ， 
清末 数学 家 李 善 兰 (1810~1882) 曾 提出 了 恒等式 


ke 


>2 (OF) “Oak -1 (Orsx) 。 (1) 


1=0 


这 个 恒等式 流传 于 海外 。 我们 现在 借 讲 过 差分 性 质 之 便 ， 来 证 明 
这 个 恒等式 ， 
因为 。 Ob-+ Dt DD 


所 以 李 善 兰 恒等式 (也是 下 面 这 个 更 一 般 的 恒等式 
< 2 (2 十 中 一 力 (Z 十 站 一 ) 一 二 (zz 一 9 十 团 
0 a 二 


'f=0 


(w+E) (w+E—1):.….(2+1) |? 
| (2) 


ee 
ep 
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在 2 一 % 时 的 特殊 情形 . 

现在 我 们 来 证 明 恒 等 式 (2) 的 成 六 ， 

(2) 式 的 左右 两 边 都 是 z 的 2 次 多 项 式 ， 许 且 右 边 的 多 项 式 
有 二 重 根 z= -一 ll<l<h， 如果 我 们 能 够 证 明 ， 

(i ) 左右 两 边 w*Y 的 系数 相等 ,就 是 

3 (0D’ — ht (3) 

(让 ) 左边 也 有 z= 一 Li<i<h) 是 它 的 重 根 ， 那 末 问 题 束 解 

决 了 。 


先 证 明 (i)， 根 据 二 项 式 定理 , 得 
(二 oz 一 Pe 
因此 , (+o)*… (I+w)* 里 sr 的 系数 等 于 
BA DB 00 = DB (OD’. 
另 一 方面 , 从 


(+o 1+o) = (1+2) 
的 展开 式 里 ， 可 知 2 的 系数 是 


所 以 (3) 式 成 立 ， 

现在 再 来 证 (i)，(2) 式 里 左边 每 一 项 里 都 含有 因 式 z 二 4 所 
以 它 有 根 = 一 是 显然 的 ， 问 题 只 在 于 证 明 它 有 二 重 根 %= 一 

人 Z 十 2 所 以 


(0 十 2 一 分 (2 十 28 一 7 一 二 )… “(vj+1) 
二 > (2k)! 


(siij) (TER jl) .LTT (Fe) oI +1 
CD (2%) ! " 


我 们 证 明 , 当 w= 一 /时 , 这 个 式 子 的 值 是 0. 
事实 上 , 当 w= 一 时 ,上 式 的 值 等 于 


Sy C02)? LOREI TD Bj) D .i+ DD) 
j=0 (2%) ! 


_S 有 (38 一) 一念 1 上 7 一 全 ! +1 
= yO KR RD: it 
总 (有 一 力 171 (28) ! (一 
L/h! 忌 (28 一) 一念 1 二 7 一 二 |! 
— 1 STTV 。 
TD 
1 kl < jj /on 2 
一 《一 二 OEY 人 (1) OF(2k jl) 
(Kk—j+1i) +71).… (+1). (4) 
这 里 Qk) 一 D-… (Ej+1)Q+j—1):…(j+1) 
是 多 项 式 


f (2) = QF—2—D) Emst1) +2 m1)…(£+1) 
当 w= 时 的 值 . 而 f(z) 是 xz 的 
(有 一 六 十 人 一 工 ) 一 有 一 革 

次 多 项 式 。 因此 根据 上 节 里 的 公式 (5) (第 137 页 )， 可 知 ( 包 式 等 
于 0. 

由 此 ,我 们 就 证 明了 (2) 式 确 是 一 个 恒等式 ， 

施 惠 同 把 李 善 兰 恒 等 式 进 一 步 推 广 为 . 

设 ;这 k>>0, LE 是 整数 , 那 末 


AW Ln * AZ 十 8 十 一 人 
CC 
(7) -Boal 不 十 7 ) 


k 
这 里 , 2 定 实数 ， 特 号 人 ( ) 表示 多 项 式 CE (w+ Ek—1).. 
(vw 十 1). 
这 个 恒等式 是 怎样 想 出 来 的 呢 ? 


十 二 “不等式 方面 的 例题 
数学 归纳 法 在 证 明 不 等 式 方面 , 也 很 有 用 。 下 面 我 们 举 几 个 


。 140. 


例子 . 
例 4 求证 %* 个 非 负数 的 几何 平均 数 不 大 于 它们 的 算术 平均 
2 个 非 负 数 Q1，42,，…， 4 的 几何 平均 数 是 


1 
(Qi1Q2: * .Cn ) ", 


Qi Cot 
: 7 
所 以 本 题 就 是 要 求证 明 . 
1 | 时 .. 
(@ia2:* a,) "0 (DD) 


证 明 当 %=1 的 时 候 ，(1) 式 不 证 自明 。 如 果 ct，co，……，Cn 
里 有 一 个 等 于 0,(D) 式 也 不 证 日 明 ， 
现在 假设 
De A 
如 果 =a， 那 末 所 有 的 @;(j 一 1，2，…, 0) 都 相等 , (了 D 式 也 就 不 
证 目 明 。 所 以 我 们 进一步 假设 a1<w， 并 且 禽 襄 


QQ 二 十 Qn 1 (2) 


1 
| 。 n=-——1 < 
(@102 Gn) ~ Nn 1 


成 立 ， 显然 (2) 式 的 右边 二 中 二 十 -+ 一 an。 因为 


n—1 
1 十 Qo: 十 Qn_1 
ai 二 oo 十 as (nC—1) 二 一 了 十 cm 
n n 
m ZX1 十 Co 十 …: 十 Cn 1 
QT 十 Qa 十 十 Cr 1 4 ” nC—1 
n—1 Nn ” 


把 等 式 两 边 都 乘 方 242> 妃 次 ,并 且 由 
(CC 十 四 "0 十 0 0， (a>0,5>0) 
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可 知 


( 0 十 Co 十 十 Cr ) >( CC 十 CC ) 
?2 7 一 二 


人 各 


n— | 7 

( ‘nk i | ) | 

一 = 0 一 一 一- 
入 一 工 
> 0, (CiGCo :Qn 1) = C1", 
1 
、 Ct 
所 以 (cicaz……0n 玉 一 一 一 一 


也 成 立 ， 于 是 定理 得 证 

上 面 的 证 明 中 还 说 明了 , 当 各 数 都 相等 的 时 候 ，(1) 式 才 会 出 
现 等 号 . 

下 面 是 另 一 个 证 法 , 它 提 出 了 数学 归纳 法 的 另 一 变 着 “ 反 向 归 
纳 法 ”. 

别 证 ” 当 n=2 的 时 候 , (了 ) 式 是 


1 . 
(qan) <. 


这 可 以 由 (QF 一 3)? 汪 0 直接 推出 . 
现在 我 们 来 证 明 , 当 %=2?, p 是 任意 自然 数 的 时 候 , 定理 虱 是 
成 立 的 (用 数学 归纳 法 ) 
假设 当 %==2° 的 时 候 , (1) 式 是 成 立 的 , 那 末 
(ciaz aas) PT — [(@109°**@2:) 馆 (Grr 10am42. am) ] 
< [Korea 至 十 (as sonra Gann) 亚 ] 


1 1 十 Wo ox 
<5| -卫士 


Cokr1 十 Cor2 十 十 Const 01 十 Qo 十 …: 十 Gor 
OK ONT1 。 
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所 以 当 2= 一 2 的 时 候 ，(1) 式 也 是 成 立 的 ， 因 此 , 当 n=2?,p 是 
任何 自然 数 的 时 候 , (了 式 都 是 成 立 的 ， 

进一步 再 推 到 一 般 的 2。 我 们 在 假设 当 nk 的 时 候 ，(1) 式 
成 立 的 前 提 下 来 证 明 , 当 %=。 一 1 的 时 候 , 它 也 成 立 ， 


取 o 一 人 一 -因为 当 %%=k 的 时 候 ，(1) 式 是 成 
立 的 ,所 以 


好 1 十 Co 十 十 Cr 1 CC 十 … 十 CT 1 十 CC 
/一 于 Ek 


1 
> (W100 " (ZJ1CQ7 


| 1 
/f/f, 人 二 人 十 二 AN 
NO A 1) 
< |， i Co 下 
be ‘2 1 
两 边 局 除 以 (二 生计 让 二 本 二) 和 
一 1 
CH -全 (7 二。 Cj 1 1 
太一 p> (Q10» ae 1)** 


CT -一 
由 此 得 - Oo > (Qi. 1) ~ 


即 得 所 证 . 

储 此 定理 就 完全 得 到 了 证 明 ， 

例 2 《可 权 平 均 ) 设 pi, ps:,…， ps 是 7 个 正 数 , 它们 的 和 是 
T， 那 末 , 当 0%w 宇 0(w 一 1，2,…, 0) 的 时 候 ， 

QP a D0 + PsGs 十 十 DrCn， (3) 

例 1 显然 是 例 2 在 p 一 Ps 一 … 一 ps 一 时 的 特例 .但 例 2 也 
并 未 走 得 很 远 . 吉 实 上 ， 如 果 D1， D2, ~ Pn 是 正 有 理 数 ， 它们 ] 的 
公分 母 是 凡 那 末 可 以 记 做 Po 一 产 ， 面 ma 二 ms 十 … 十 mn 一 1 我 


们 想 要 证 明 的 就 变 成 起 
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121CH 十 co0o 十 十 Inn08 


|) 
这 就 是 例 革 里 取 rd 个 等 于 ai ms 个 等 于 G42, …, mn 个 等 于 cn 的 
特例 而 已 ， 也 就 是 ，(3) 式 对 适合 于 pi 十 Ps 十 … 十 pn 一 的 任意 % 
个 正 有 理 数 Pi，2a，…，2n 都 成 并 ， 

读者 如 果 学 过 极限 的 概念 ， 就 不 难 推 出 (3) 式 对 所 有 适合 于 
Di 十 Pz 十 … 十 pn 一 的 正 实数 Pi1,， Pz,，… ,Pr 部 成 江 ， 

例 3 设 Qs,…, an 是 正 数 , 并 且 

(Z 十 ci 十 aa) (T+ Gy) 
一 焙 十 Cd400 开 十 ca20 2 十 … 十 Cn， 

这 里 cr 是 从 xci，ca，…，an 里 每 次 任意 了 到了 个 乘 起 来 的 总 和 , 它 一 
定 含 有 0; 项 。 而 0; 就 是 从 和 个 元 素 里 每 次 取 了 个 的 组 合 数 ， 也 
就 是 : 


1 
(a!02 en ) 


Or m1 no?+t1) 
be 寺 . 全 


2。...。o 
现在 定义 Pr 是 从 ww，…， dr 里 每 次 取 7 个 的 乘积 的 平均 


不 难看 到 ，Pi 就 是 ci，ca，…， Qn 的 算术 平均 数 ， 而 Ps 研 是 
Qi 92，… ,Qn 的 几何 平均 数 的 % 次 万 ， 
比例 i 更 广泛 些 有 以 下 的 结果 : 
Pi> Pei> Ps...> pai, (4) 
为 了 方便 , 我 们 再 定义 co==1，Po=1 Pa41 一 0。 于 是 这 个 绽 
果 可 以 由 以 下 的 结果 推导 出 及; 
PP 和 (PY) (<r<n) (5) 
我 们 先 用 归纳 法 证 明 (5) 式 ， 当 %=2 的 时 候 , 它 克 是 
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CT 十 Ca 
ce 


所 以 (5) 式 一 定 成 立 ， 
假设 对 于 (一 1) 个 数 oa，co，…，cn il，(5) 式 是 成 立 的 ， 而 用 
cr 分 别 表示 由 这 (wm 一 个 数 所 做 成 的 cr.Pr。 又 设 co= Po= 
= 了 ,一 0， 那 末 


cr 一 Cr 十 Cn (1<r<<n) 


和 ;一 — PP. 十 二 Cn 1。 (1<7ren) 


(这 里 用 到 了 和 + 一 2， 一 全 ) 
因此 | 
m (P.- 1P;,i— Pi)=A+Ba+Oai, (<r<n—1) 
这 里 A=[(W%—7) 1 PP Tm (WN—7) Pr:, 
B= (nn—7r+1) (r+1)P,._P, 
二 (nm—7—1)(r—1)P,._eP.ri 
—27(%—7) PiP,, 
C=(7—1)P_ oP,—7r*P*, 
由 归纳 法 的 假定 与 0 二 二 1 易 见 
P,. el “(1l<r<n—2) 
P'sP<P 1, QQ<r<n—l1) 
由 紫 推 得 
PsPin<P_P,. (2<7r<n—1) 
因此 , 当 1<r<n 一 1 的 时 候 ， 
4<ffo 一 站 2 一 可 一 一 门 守 P2 = —P,, 
B<[m—r+1)(r+1)+ nom—7—1)(r—1) 
—27r(n—7)|]P,_iP;,=2P,_1P,, 
COSI ~—1)—7]P*i= — Pi 
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所 以 
ne (PP 一 7) < — P+2P,_iP,an — Pr-ian 
= (P—P, QR<0, 


”因此 P, Pn<P?. 
即 得 所 证 . 
再 由 (5) 推 出 (人 来 ,由 (5) 可 知 


CPoP») (P1Ps)* (CPP CPP 
< PIPEPY... Pr， 


得 Pr Pr',, 
就 是 Pi>P7. 
这 就 是 (4) 式 ， 
从 这 个 问题 就 可 以 推出 ， 
C,_ 10Cr41 < 07. (6) 
因为 由 P,_iPrii< Pr 
得 出 RAC et) Cr_iCrii 人 Cr 
rn—7) + " 
所 以 这 是 较 弱 的 结论 ， 
由 (6) 推 出 , 当 7<s 的 时 候 , (要 不 要 用 归纳 法 ?) 
Cr_1Cs < CrCs_1. (7) 
由 此 也 证 明了 , 如 果 方 程 


0 十 Cd20 十 十 一 0 
只 有 负 根 , 那 末 它 的 系数 一 定 适 合 于 (6) 与 77。 


十 三 ”几何 方面 的 例题 


数学 归纳 法 还 可 以 用 来 证 明 几 何方 面 的 问题 。 下 面 我 们 也 学 
儿 个 例子 ， 
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例 平面 上 有 % 条 直线 ,其 中 没有 两 条 平行 , 也 没有 三 条 经 
过 同一 点 ， 求 证 ; 它们 

(1) 共有 太志 me 一 个 交点 : 

(2) 互相 分 割 成 B= 人 2 条 线段 ， 

(3) 把 平面 分 割 成 8= 工 + 地 mo 十 切 块 

证 明 假设 命题 在 n 一 1 条 直线 时 是 正确 的 ， 现 在 来 看 添上 
一 条 直线 后 的 情况 . 


新 添上 去 的 1 条 直线 与 原来 的 一 1 条 直线 各 有 1 个 交点 , 因 


此 
V ,= _1+7%—1i, 


这 新 添上 去 的 1 条 直线 被 原来 的 7% 一 1 条 耳 线 分 割 为 n 段 ,而 
它 又 把 原来 的 2 一 1 条 直线 每 条 多 分 割 出 一 段 , 因此 
E,= Bi1+nin—1= EF, ;t+2n—1 
这 新 添上 去 的 1 条 直线 被 分 割 为 % 段 ， 每 段 把 一 块 平面 分 成 
两 块 , 总 共 要 添 出 % 块 , 因此 
Dn 一心。 1 十 7 
当 n= 的 时 候 , i==0, 一 二， SN1 一 2. 
因 焉 Vi 一 0 一) 十 Vi 一 2 一 1 了) 十 (nn 一 2) 十 Vn_s 
一 (% 一 1) 十 (% 一 2) Fl) 
万 ,一 (27 一 人 十 再 一 (2 一 切 十 (202 一 3) + Ha 
= (2n—1) 十 (2 一 383) 十 … 十 荆 一 7 
Si=nt+ ni=Ri (nm—1) Tn 


一 十 (n% 一 圭 ) 十 … 十 2 二 2 一 可 mn 十 十 二 
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思考 题 ， 如 果 平 面 上 有 % 条 直线 , 其 中 a 条 过 同一 点 ,8 条 过 
同一 扩 ,……, 这 条 直线 分 平面 为 多 少 份 ? 

例 2 空间 有 % 个 平面 , 其 中 没有 两 个 平面 平行 , 没有 三 个 平 
面相 交 于 同一 条 直线 , 也 没有 四 个 平面 过 同一 个 点 。 求 证 ; 它们 


(D 有 = 五 nr 一 1) (4m 一 2) 个 交点 : 

(2) 有 轧 一 二 n(n 一 1)? 段 交 线 ， 

(3) 有 5 = 十 序 妇 人 z 一 全 片面 

(4) 把 空间 分 成 ,一 二 (m+5m 二 6) 份 

证 明 (1) 每 三 个 平面 有 1 个 交点 , 所 以 共有 

O03= EF n(n—1) (n—2) 
个 交点 . 
(2) 每 两 个 平面 有 1 条 交 线 , 所 以 共有 
03= 二 n(n 一 1) 
条 交 线 。 而 每 条 交 线 又 被 其 他 ?一 2 个 平面 截 为 n 一 1 段 , 因此 得 
B02 (nl) = 1)?. 

(3) 在 每 个 平面 上 都 有 这 平面 与 其 他 % 一 个 平面 的 n 一 1 条 
交 线 , 而 这 平面 被 这 一 革 条 交 线 制 成 了 十 于 ne 一 了 块 ( 例 了 , 因 
此 共有 

8S,=z|1+ 王 n(n—1) |=%+3 n(n—1) 


片面 . 
(4) 原来 % 一 1 个 平面 已 把 空间 分 成 为 了 ,1 块 ， 再 添上 工 个 


平面 , 这 平面 上 被 分 为 + 二 %(m 一 ) 部 分 , 每 一 部 分 又 把 一 空间 
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块 切 成 两 块 。 因 此 得 
P= Fost1t+3 nn—1). 
应 用 归纳 法 , 由 
太一 2 和 和 Pri [nl)s+6(n—1) +6] 
即 可 推 得 
,= [nm1)3+5(n—1) +0] + 十 评 n(n—1) 


— Btnt6). 


例 3 过 同一 点 的 % 个 平面 , 其 中 没有 3 个 交 于 同一 条 直线 ， 
它们 把 空间 分 为 (nr 一 1) 十 引 份 。 

证 明 留 给 读者 . 

与 此 等 价 的 问题 有 : 

例 4 球面 上 以 球 心 为 中 心 的 圆 称 为 大 圆 ， 设 有 2 个 大 圆 ， 
其 中 任何 3 个 都 不 能 在 球面 上 有 同一 个 交点 ， 这 些 大 圆 把 球面 分 
成 in(m 一 1) 十 2] 份 。 

思考 题 ， 依 经 纬度 每 隔 80” 作 一 单位 来 划分 球面 ， 这 样 划 出 
的 区 域 有 多 少 点 、 线 、 面 ? 

例 5 平面 上 若干 条 线段 连 在 一 起 组 成 一 个 几何 图 形 , 其 中 
有 顶点 ,有 边 ( 两 端 都 是 顶点 的 线段 ， 并 且 线 段 中 间 再 没有 别 的 顶 
点 ), 有 面 (四 周 被 线段 所 围绕 的 部 分 , 并 县 不 是 由 两 个 或 者 两 个 以 
上 的 面 合 起 来 的 )。 如 果 用 六 已 和 & 分别 表示 顶点 数 、 边 数 和 面 
数 , 求证 ， 

太一 五 十 总 = 工 (1) 

证 明 ”我 们 应 用 数学 归纳 法 ， 

当 n=1 就 是 有 条 线段 的 时 候 , 有 2 个 点 , 1 条 线 ,无 面 ， 也 
就 是 
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Vi=2, Fi=1, Si1=0, 
所 以 结论 是 正确 的 ， 

假设 对 由 不 多 于 % 条 线段 组 成 的 图 形 , 这 个 定理 成 立 , 现在 证 
明 对 由 (% 十 1) 条 线段 组 成 的 图 形 , 这 个 定理 也 成 立 ， 

添上 一 条 线 可 以 有 好 几 种 添 法 ， 但 是 这 条 线 是 与 原来 的 图 形 
连 在 一 起 的 , 所 以 至 少 要 有 一 端 在 原 图 形 上 ， 根 据 这 一 点 ,我 们 来 
考虑 以 下 各 种 可 能 情况 . 

(1) 一端 在 图 形 外 , 另 一 端 就 是 原来 的 顶点 ， 这 样 , 点 数 加 上 
1, 线 数 加 上 1, 面 数 不 变 。 这 就 是 要 在 原来 的 公式 的 左边 加 上 
1 一 1 十 0 一 0， 所 以 (了 D 式 成 立 . 

(2) 一 端 在 图 形 外 , 另 一 端 在 某 一 条 线段 上 ， 这样 ,点数 加 上 
2, 线 数 也 加 上 2( 除 掉 添 上 的 一 条 线 之 外 , 原来 的 某 一 条 线 被 分 为 
两 段 ), 面 数 不 变 ， 因 为 2 一 2 十 0=0， 所 以 (1) 式 仍 成 立 . 

(3) 两 端 恰 好 是 原来 的 两 顶点 ， 这 时 , 这 条 线段 把 一 个 面 一 
分 为 两 ， 即 线 、 面 数 各 加 上 1, 而 点 数 不 变 ， 因 为 0 一 1+1=0, 所 
以 (了 D 式 仍 成 立 ， 

(4) 一 端 是 顶点 , 另 一 端 在 一 条 边 上 .这 时 ,点 数 加 上 1 边 
数 加 上 2 (一 条 是 添 的 线 , 另 一 条 来 自 把 一 边 一 分 为 两 ), 面 数 加 上 
1， 因 为 1 一 2 十 1=0, 所 以 (DD) 式 仍 成 立 ， - 

” (56) 两 端 都 在 边 上 ， 这 时 ,点 数 加 上 2， 边 数 加 上 3, 面 数 加 
上 1， 因 为 2 一 8 十 1 一 0, 所 以 (DD) 式 仍 成 立 . 
综 上 所 述 , 可 知 公式 
VE+F=1 
对 于 所 有 的 都 成 立 。 


十 四 ”上 自然 数 的 性 质 
作为 本 书 的 结束 , 这 里 来 谈 谈 自 然 数 的 性 质 ， 


Ss 1 SO» 


众所周知 , 自然 数 就 是 指 


1 2, 3, se 
这 些 数 所 组 成 的 整体 . 
对 于 自然 数 有 以 下 的 性 质 : 
(1) 1 是 自然 数 . 


(2) 每 一 个 确定 的 自然 数 gc， 都 有 一 个 确定 的 随从 @e', a 也 
是 目 然 数 ， 

(3) 工 非 随 从 , 即 工头 

(4) 一 个 数 只 能 是 某 一 个 数 的 随从 ,或 者 根本 不 是 随从 , 即 由 

0 =b", 
一 定 能 推 得 =b. 

(5) 任意 一 个 自然 数 的 集合 , 如 果 包 含 1， 并 且 假 设 包 含 ww， 
也 一 定 包 含 w 的 随从 oa 那 末 这 个 集合 包含 所 有 的 目 然 数 . 

这 五 条 自然 数 的 性 质 是 由 Peano 抽象 出 来 的 ， 因 此 通常 把 它 
叫做 自然 数 的 斐 雅 诺 (Peano) 人 公理， 特别 的 ,其 中 的 性 质 (5) 是 数 
学 归纳 法 (也 称 完全 归纳 法 ) 的 根据 ， 

现在 我 们 来 证 明 以 下 的 基本 性 质 〈 也 称 数 学 归纳 法 的 第 二 形 
式 ): 

一 批 自然 数 里 一 定 有 一 个 最 小 的 数 ， 也 就 是 这 个 数 小 于 其 他 
所 有 的 数 . 

证 明 在 这 集合 里 任意 取 一 个 数 %， 大 于 %w 的 不 必 讨 论 了 ,我 
们 需要 讨论 的 是 那些 不 大 于 %% 的 上 自然数 里 一 定 有 一 个 最 小 的 数 ， 

应 用 归纳 法 . 如 果 %=1, 它 本 身 就 是 自然 数 里 的 最 小 的 数 . 
如 果 这 集合 里 没有 小 于 %w* 的 自然 数 存 在 , 那 末 %* 就 是 最 小 的 ,也 不 


@ “随从 "也 叫做 后 继 数 ， 就 是 紧 接 在 某 一 个 自然 数 后 面 的 数 。 例如 ,的 随从 
是 2354 的 随从 是 3 等 等 。 
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必 讨 论 了 。 如果 有 一 个 和 <w， 那 末 由 数学 归纳 法 的 假设 , 知道 集 
合 里 不 大 于 m 的 自然 数 里 一 定 有 一 个 最 小 的 数 存在 .这 个 数 也 
就 是 原 集合 里 的 最 小 的 数 ， 即 得 所 证 ， 

反 过 来 ,也 可 以 用 这 个 性 质 来 推出 “数学 归纳 法 ”. 

假设 对 于 某 些 自然 数 命题 是 不 正确 的 , 那 末 , 一 定 有 一 个 最 小 
的 自然 数 % 一 使 这 个 命 古 不 正确 ; 也 就 是 , 当 n 一 上 一 的 时 候 , 合 
题 正确 , 而 当 %=k 的 时 候 , 这 个 命题 不 正确 ， 这 与 归纳 法 的 假定 
是 矛盾 的 . 

“最 小 数 原则 ”不 仅 在 理论 研究 上 很 重要 , 在 具体 使 用 时 , 有 时 
也 比 归纳 法 原来 的 形式 为 方便 ， 但 在 这 本 书 里 , 不 准备 加 以 深 论 
了 . 

( 据 上 海 教育 出 版 社 1963 年 版 排 印 
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谈 谈 与 蜂 房 结 构 有 关 的 数学 问题 


人 类 识 自 然 ， 
探索 罕 研 ， 
花 明 柳 瞳 别 有 天 ， 
育 话 神奇 满目 是 ， 
气象 万 千 ， 


往事 儿 百 年 ， 

祖 述 前 贤 ， 

报 猎 说 雇 犹 盈 篇 ， 
蜂 房 秘 奥 未 全 揭 ， 
待 中 向 创 ， 


使 子 


先 谈 谈 我 接触 到 和 有 思考 这 问题 的 过 程 ， 始 之 以 有 趣 .在 看 
到 了 通俗 读物 上 所 摘 述 的 上 自然界 的 可 迹 之 一 蜂 房 结构 的 时 
候 , 觉得 趣味 次 然 , 引人入胜。 但 继 之 而 来 的 却 是 “困惑 ， 中 学 程 
度 的 读物 上 所 提出 的 数学 问题 我 况 不 会 ,或 说 得 更 确切 些 ,我 竟 不 
能 在 脑海 中 想象 出 一 个 几何 模型 来 ， 当 然 我 更 不 能 列 出 所 对 应 的 
数学 间 题 来 了 , 更 不 要 说 用 数学 方法 来 解决 这 个 问题 了 ! 在 列 不 
出 数学 问题 ， 想象 不 出 几何 模型 的 时 候 , 咋 办 ? 感性 知识 不 够 , 于 
是 乎 请 教 实物 , 找 个 蜂 房 来 看 看 . 看 了 之 后 , 了 解 了 , 原来 如 此 , 问 
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题 形成 了 ,因而 很 快 地 初步 解决 了 .但 解法 中 用 了 些微 积分, 因而 
提出 一 个 问题 , 能 不 能 不 朋 微 积分 , 想 出 些 使 中 学 同学 能 懂 的 初等 
解法 ， 这样 就 出 现 了 本 文 的 第 五 节 “ 浅 化 ”( 在 这 段 中 还 将 包括 南 
京师 范 学 院 附 中 老师 和 同学 给 我 提出 的 几 种 不 同 解法 这 种 听 了 
报告 就 动手 动脑 的 风气 是 值得 称道 的 )， 问题 解 得 是 否 全 面 ? 更 
全 面 地 考虑 后 ,引出 一 个 “难题 "?， 这 难题 的 解决 需要 些 较 高 深 或 
较 繁复 的 数学 ， 在 本 文中 我 作 了 些 对 比 , 以 便 看 出 蜂 房 的 特点 来 . 

在 深入 探讨 一 下 之 后 发 现 ， 容 积 一 样 而 用 材 最 省 的 尺寸 比例 
竞 不 是 实测 下 来 的 数据 , 因而 使 我 们 怀疑 前 人 已 得 的 结论 , 因而 发 
现 问 题 的 提 法 也 必须 改变 , 似乎 应 当 是 ， 以 蜜蜂 的 身长 腰围 为 准 ， 
怎样 的 蜂 房 才 最 省 材料 。 这 样 问 题 就 更 进 了 一 步 , 不 是 仅仅 乎 依 
赖 于 空间 形式 与 数量 关系 的 数学 问题 了 ， 而 是 与 生物 休 统 一 在 一 
起 的 问题 了 , 这 问题 的 解答 , 不 是 本 书 的 水 平 所 能 胜任 的 ， 

问题 看 清 了 , 解答 找到 了 。 但 还 不 能 就 此 作 结 , 随 之 而 来 的 是 
浮想 联 裔 .更 丰富 更 多 的 问题 , 在 这 小 册子 上 是 写 不 完 的 , 并 且 不 
少 已 经 超出 了 中 学 生 水 平 ， 但 在 最 后 我 还 是 约略 地 提 一 下 , 写 了 
几 节 中 学 生 可 能 看 不 懂 的 东西 , 留 些 咀嚼 余味 喷 

总 之 ， 我 做 了 一 个 习题 。 我 把 做 习题 的 源源 本 本 写 下 来 供 中 
学 同学 参考 , 请 读者 指正 ， 


一 有 趣 


我 把 我 所 接触 到 的 通俗 读物 中 有 关 蜂 房 的 材料 摘 引 几 条 (有 
些 用 括号 标 出 的 问 句 或 问号 是 作者 添上 的 ). 

如 果 把 蜜蜂 大 小 放大 为 人 体 的 大 小 ， 蜂 箱 就 会 成 为 一 个 悬挂 
在 几乎 达 20 公 质 的 天 顶 上 的 密集 的 立体 市 镇 . 

一 道 微弱 的 光线 从 市 镇 的 一 边 射 来 ， 人 们 看 到 由 高 到 低 悬 挂 
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着 一 排 排 一 列 列 五 十 层 的 建筑 物 ， 

管 立 在 左右 两 条 街中 间 的 高 楼 上 ， 排 列 着 薄 墙 围 成 的 既 深 又 
矮 的 ,成 千 上 万 个 六 角形 梨 房 ， 

为 什么 是 六 角形 ? 这 到 底 有 什么 好 处 ? 十 信 
世纪 初 ， 法 国学 者 马 拉 尔 琪 曾经 测量 过 蜂 帘 的 尺 
寸 , 得 到 一 个 有 趣 的 发 现 , 那 就 是 六 角形 帘 润 的 六 
个 角 ， 都 有 一 致 的 规律 : 钝 角 等 于 109°28', 锐角 
等 于 70 32.， 《对 吗 ? ) 

难道 这 是 侦 然 的 现象 吗 ? 法 国 物理 学 家 列 奥 绿 拉 由 此 得 到 一 
个 启示 , 蜂窝 的 形状 是 不 是 为 了 使 材料 最 节省 而 容积 最 大 呢 ? 确 
切 的 提 法 应 当 是 , 同样 大 的 容积 , 建筑 用 材 最 省 ; 或 同样 多 的 建筑 
材料 , 造成 最 大 容积 的 容器 . ) 

列 奥 缪 拉 去 请 教 巴 黎 科 学 院 院 士 瑞 士 数学 家 克 尼 格 . 他 计算 
的 结果 ,使 人 非常 震惊 ， 因 为 他 从 理论 上 的 计算 , 要 消耗 最 少 的 材 
料 ,， 制 成 最 大 的 葵 形 容器 (? ), 它 的 角度 应 该 是 109` 26 和 70 34 . 
这 与 蜂 均 的 角度 仅 差 4 分， 

后 来 , 苏格兰 数学 家 马克 劳 林 又 重新 计算 了 一 次 , 得 出 的 绪 朱 
竟 和 蜂 窗 的 角度 完全 一 样 ， 后 来 发 现 , 原来 是 克 尼 格 计算 时 所 用 
的 对 数 表 (? ) 印 错 了 1! 

小 小 蜜蜂 在 人 类 有 史 以 前 所 已 经 解决 的 问题 ， 竞 要 十 八 世 纪 
的 数学 家 用 高 等 数学 才能 解决 呢 ! 

这 些 是 多 么 有 趣 的 描述 呀 ! “小 小 蜜蜂 ”,“ 科 学 院 院 士 ，“ 褒 
等 数学 ”, “对 数 表 印 错 了 ”! 真是 引人入胜 的 捅 述 蚜 ! 局 发 人 们 思 
考 的 描述 呀 1 

诚 如 达尔 文 说 得 好 :“ 曲 房 的 精巧 构造 十 分 符合 需要 ， 如 采 一 
个 人 看 到 梨 房 而 不 备 加 赞扬 ,， 那 他 一 定 是 个 糊涂 虫 . 自然 界 的 奇 
迹 如 此 , 人 类 认识 这 问题 的 过 程 又 如 此 , 怎 能 不 引人入胜 呢 ! 
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图 1 


二 团 或 


是 的 ,真有 趣 。 这 个 十 八 所 纪 数 学 家 所 已 经 解决 的 问题 ,我们 
会 不 会 ? 如 果 会 , 要 用 怎样 的 高 等 数学 ? 大 学 教授 能 不 能 解 ? 大 
学 高 年 级 学 生 能 不 能 解 ?我 们 现在 是 二 十 世纪 了 , 大 学 低 年 级 学 生 
能 不 能 解 ? 中 学 生 能 不 能 解 ? 且慢 ! 这 到 底 是 个 什么 数学 问题 ? 什 
么 样 的 六 角形 窝 洞 的 钝 角 等 于 109°28'， 锐 角 等 于 70 82? 不 昼 ! 
六 角形 六 内 角 的 和 等 于 (6 一 2)x 一 4x 一 720”， 每 个 角 平 均 120， 
而 109°28’ 与 X70°82’ 都 小 于 120°, 因而 不 可 能 有 这 样 的 六 角形 ， 

既 说 “ 蜂 帘 是 六 角形 的 ”, 又 说 “ 它 是 莹 形容 器 ,所 描述 的 到 请 
是 个 什么 样子 ? 六 角形 和 魏 形 都 是 平 国 国 形 的 术 吕 ， 怎样 用 来 刻 
划一 个 立体 结构 ? 不 懂 ! 

困 恼 ! 不 要 说 解 问 题 了 ， 连 个 蜂窝 模型 都 措 不 消 ， 问题 安 在 
心 上 了 ! 这 样 想 , 那样 推 ,无 法 在 脑海 形成 一 个 形象 来 ， 设 想 出 了 
儿 个 结构 , 算 来 算 去 ,都 与 事实 不 符 , 找 不 出 这 样 的 角度 来 这 还 
不 只 是 数学 问题 , 而 必须 请 教 一 下 实物 , 看 看 蜂 房 到 底 是 怎样 的 儿 
何 形 状 , 所 请 的 角 到 底 是 指 的 什么 角 ! 


三 访 实 
解除 困 恼 的 最 简单 的 办 法 是 撤退 ， 是 的 , 我 们 有 一 千 个 理由 
可 以 撤退 , 象 这 是 已 经 解决 了 的 问题 呀 ! 这 不 是 属于 我 们 研究 的 
范围 内 的 问题 蚜 ! 这 还 不 是 确切 的 数学 问题 呀 ! 这 些 理由 中 只 要 
有 一 个 抬头 , 我 们 就 将 失去 了 一 个 锻炼 的 机 会 。 一 千 个 理由 顶 不 
上 一 个 理由 , 就 是 不 会 ! 不 会 就 得 想 , 就 得 想到 水 落石 出 来 ， 空 间 
的 几何 图 形 既 然 还 属 茫然 ,当然 就 必须 请 教 实物 。 感谢 昆虫 学 家 
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刘 竺 乐 教授 , 他 给 了 我 一 个 蜂 房 ,使 我 摆脱 了 困境 ， 

画 一 支 铅笔 怎样 画 ? 是 否 把 它 男 成 为 如 图 2 那样 ? 

有 人 说 这 不 和 象 , 我 说 很 象 。 我 是 从 近 
处 正 对 春 饥 笔头 画 的 。 这 是 写实 , 但 是 并 © (7 
不 足以 刻 划 出 铝 笔 的 形态 来 。 我 们 的 图 工 
(和 第 一 节 的 说 明 ) 就 是 用 “ 正 对 铅笔 头 的 方法 ” 画 出 来 的 , 当然 没 
有 了 并 体感 ,更 无 法 显示 出 蜂 房 内 部 的 构造 情况 ， 

看 到 了 实物 , 才 知 道 距 说 “六 角 又 说 葵 形 的 意义 .原来 是 ” 
正面 看 来 , 蜂 房 是 由 一 些 正六 边 形 所 组 成 的 。 既 然 是 正六 边 形 , 那 
就 每 一 角 都 是 120”,， 并 没有 什么 角度 的 问题 。 问 题 在 于 房 底 ， 蜂 
房 并 非 六 棱柱 , 它 的 底部 都 是 由 三 个 菱形 所 拼 成 的 。 图 3 是 蜂 房 
的 立体 图 。 这 个 图 比较 清楚 些 , 但 还 是 得 用 各 种 分 图 及 说 明 来 解 
释 清楚 . 说 得 更 具体 些 , 拿 一 支 六 棱柱 的 铅笔 ,未 削 之 前 , 钠 笔 一 站 
的 形状 是 正六 角形 4B0DEF (图 4). 通过 40, 一 刀 切 下 一 角 ， 
把 三 角形 4BC 搬 置 4P'C 处 ; 过 4B, CB 切 如 此 同样 三 刀 , 所 堆 
成 的 形状 就 如 图 5 那样， 而 蜂 策 就 是 由 两 排 这 样 的 蜂 房 原 部 和 捅 
疮 相 接 而 成 的 。 

因而 初步 形成 了 以 下 的 数学 问题 了 ， 


A "| 
< | 


4 
a 327I 入 


直 样 切 出 来 使 所 拼 成 的 三 个 萎 形 做 让 的 六 面 柱 的 关 面 积 最 
小 ? 

为 什么 说 是 ` 初步? 且 待 第 六 、 第 七 节 分 解 ， 下 节 中 首先 解决 
这 个 简单 问题 . 

et 自己 对 几何 图 形 的 空间 想象 

. 思 ， 这 样 的 图 形 可 以 排 成 密切 无 间 的 蜂 窒 贷 . ) 


四 解 症 


假定 六 棱柱 的 边 长 是 1,， 先 求 4C 的 长 度 . 4BC 是 腰 长 为 1， 
夹 角 为 120 的 等 腰 三 角形 ， 以 4C 为 对 称 轴 作 一 个 三 角形 4B'CO 
(图 6). 0 
= A0= V1-($) ) = 
即 得 AC = 3. 
把 图 5 的 表面 分 成 六 份 , 把 其 中 之 一 摊 平 下 来 ， 得 出 图 7 的 形 
状 ， 从 一 个 宽 为 工 的 长 方形 切 去 一 角 ， 切 制 处 成 边 4P， 以 4P 


为 腰 , > 为 高 作 等 腰 三 角形 , 问题 , 怎样 切 才能 使 所 作出 的 图 形 
有 


4 
CE > 
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从 矩形 中 所 切 去 的 面积 等 于 


假定 被 切 去 的 三 角形 的 高 是 x 
，AP 的 长 度 是 


到 ws。 现在 看 所 添上 的 三 角形 4PP' 的 面积 
因此 PP' 的 长 度 等 于 
2V/ (十) 4 一 AI 十 422 ， 


因而 三 角形 4PP 的 面积 等 
Vs 3 /TI 
了 14w. 


/十 02 ， 


问题 再 变 而 为 求 
-1 or S MT 和 
的 最 小 值 的 问题 . 
念 过 微 积分 的 读者 立刻 可 以 用 以 下 的 方法 求解 (没有 学 过 微 


积分 的 读者 可 以 略 去 以 下 这 一 段 . ) 


求 1 I 
， 。 ,rr、 1 V3 
的 微 商 ,得 。 。 了 (0) 一 -下 
由 产 (2) ==0, 解 得 1 十 4%?==12%*, % 一 言 . 又 
/7 M3 4、/ 3 V3 
7 Ir UT) (TI) 
因而 当 5 一 -7 由 时 给 出 极 小 值 
1 MSV 1 
NB) HT VE 
这 一 闻 说 明了 当 oR 时 取景 小 值 ， 即 在 一 楼 上 过 
处 (图 5 中卫 点 ) 以 及 与 该 楼 相 邻 的 二 楼 的 端点 (图 5 中 
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vol 
\/ 8 


和 


4, CO 点 ) 切 下 来 拼 上 去 的 图 形 的 表面 积 最 小 . 
用 7 表示 三 角形 4PP' 两 腰 的 夹 角 人 PAP'.， yy 的 余弦 由 以 
下 的 余弦 公式 给 出 : 
3 十 巡 )cog y=2(1+2) 一 (1 十 4x3) 一 工 一 222， 


工 一 22 _3 
a COSY = BIT ~ 号 [人 (1+3)-3. 
因此 得 出 y=70°32". 

把 问题 说 得 更 一 般 些 , 以 边 长 为 & 的 正六 边 形 为 底 , 以 2 为 高 
的 六 棱柱 ,其 六 个 顶点 顺 次 以 ABODEF 标 出 (图 8). 过 B( 或 D 
或 Z) 棱 距 顶 大 点 为 二 @ 处 及 4, CQ (或 0, 了 或 五 4) 作 一 平面 ; 
切 下 三 个 四 面体 , 反 过 来 堆 在 顶 上 ,得 一 以 三 个 萎 形 做 底 的 六 楼 尖 

项 柱 。 现 在 算出 这 六 楼 尖顶 柱 的 体积 和 袁 面 积 . 
体积 等 于 以 边 长 为 &@ 的 正六 角形 的 面积 
滋 高 8， 即 


3Y 3 gb 


到 面积 等 于 六 :楼 柱 的 侧面 积 696 加 上 六 倍 的 -二 [也 就 是 
/( jE 二 0], 妈 


ts -6a(? 十 -及 ) 
五 小 化 


没有 读 过 铀 积分 的 读者 不 要 着 急 ， 在 我 解决 了 这 问题 之 后 ， 
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当然 就 想到 了 要 不 要 用 微 积分 ， 能 不 能 找到 一 个 中 学 生 所 能 理解 
的 解法 ， 有 的 , 而 且 很 不 少 ， 

方法 一 ”我 们 需要 用 以 下 的 结果 (或 称 为 算术 中 项 大 于 几何 
中 项 )， 当 4 之 0, 00 时 , 常 有 


5(g+b)> Ve, (1) 
当 4~b 时 取 等 号 , 当 w#5 时 取 不 等 号 . 这 一 绪论 可 由 不 等 式 
(Vg ~ )>0 (2) 


立刻 推出 ， 
现在 试 来 解决 问题 ， 命 2 一 - 工 (it>0)， 骨 


f (8) = -三 0 十 V3 /TT 


1 /3 
~ 于 (it~ + 4 (t+ 页) 
V3—1 V8.+1 1 : 
i 


[VBI SrD_ 1 
由 (得 出 TO>2V 一 和 全 


并 且 知 道 仅 当 


时 取 等 号 ， 即 , 当 
dV 3+l_ (tvV3) INWS 
/3—1 2 2、/2 ” 
ct 2V2 
2\/2 4(1+vV3) 
_1/ir+rvV3 1 一 3 
23v7 了 + 57 ) 


| 


而 当 


时 , f(z) 取 最 小 值 - 壤 . 
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方法 二 ”在 式 子 
[和 (CN/ 十 422 2m) Ww (Mi+4o _ 2)? 
=2(N —W)w+ Q2 十 ww) Vil+4dr —2N\u>0 


1 2 _M3 pe 
中 , 取 2(? 一 1 ) 一 一 可 ， 和 十 1 一 一 4 一， 即 得 
一 可 r+ A Mit+4de >2A= Vt — ON — 3)? 
-二 =- 天 
和 和 V8: 


并 且 仅 当 je(VIT+4 巡 十 27) 一 /2(CVI+42 一 20) 时 取 等 号 , 即 
(2 一 12) 1L 十 4 十 2(X2 十 2)a2 


一 一 邢 VIT+4o 十 ~ 0=0 


1 
时 取 等 号 , 解 得 “一 \7 训 . 
方法 三 命 2%= 弓 9， 则 


了 工 sing 十 工 VB 
Fo)= 4 > 4 人 x 1—sing 4+.B 1+sing 
cost cogse cost 


i 时 
>2W ap8 -一 So 一 2 VaB, 


这 儿 ua+B- 妆 38，-x+B- 一 于 ,不 难 由 此 解 得 答案 ， 

方法 虽 是 三 个 ， 实 质 仅 有 一 条 ， 转 来 转 去 仍然 是 依据 了 
+b—20b = (b—a)’>0. 

南京 师范 学 院 附中 的 老师 和 同学 们 又 提供 了 以 下 的 四 个 证 明 
(方法 四 至 方法 七 )， 

方法 四 令 


br 一 一 人 ’ 十 V3 VIL 十 4z2 ， 
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1 
改 yt? ~ 
两 边 平方 并 加 以 整理 得 
一 2yz 十 二 一 2 一 0 
因为 2 为 实数 , 放 二 次 方程 43) 的 判别 式 
2 2_o2 号 
A= + 2y 8y 一 二 0， 


(3) 


而 % 必 大 于 0, 因 此 的 最 小 值 是 二 ， 以 此 代入 (3), 见 


5 一 了 
VS 
方法 五 设 
人 1 
由 此 得 2 
因此 Vif = 
一 < 
V3 (B+1) 
f (0) = 一 ~ 
_1、 (VSDF+T V3-D 
一 
1 eo 
= |(V3+Dit (VS 一切 地 | 
> x2 VC STD CS = 去 
M5. 
由 此 不 难 解 出 问题 。 
方法 六 区 
2 一 tc 20. 
/3 1 
y 一 oO) 一 sec 一 于 二 0, 
即 4y cost + si = V3, 
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十 (4y)* sin(O+g) = 3,， 
这 儿 g 由 刀 89=4y 决定 .因此 ， 


sin(0+9) Vir 
BD 1+16y2>3, 
_ AMV2 
玫 4 的 最 小 值 为 -5 这 时 t 奴 gpg=~V 2， ctg 9 =, sin (0 十 
9) 二 1， 因此 


G+p=2brt+ 5. (k=0, 1,.) 


2 2 8° 
方法 七 
首先 证 明 , 当 6 之 1， zw 之 0 时 下 列 不 等 式 成 立 ， 
VD(IL 十 人 一 AM mVMB 一 恒 (4) 
且 仅 当 "= 万 -了 时 等 号 成 立 ， 
证 j@ Da 11]?= (5—1)2%—2(5—1)w2+i>0. 
故 (b+1)*e 2(0+1)rt+1>40r(l1+2)>0, 
G+1)v+1l>2Vb(r+1)x Vs, 
bw+1) —2vVb(v+1) x Vw +r —1, 
即 (Wb(Z 十 二 一 wz) 一 1>>0， 
则 NATCES DE 
这 样 , 不等式 ( 和 9 得 证 .由 此 ， 


MIT 


-7 [VEIT — M4w?] > 于 >x V2; 


仅 当 4 一 计时 (此 时 563) 等 号 成 立 , 即 得 问题 之 解 


e 184. 


方法 八 (北京 师范 大 学 附属 实验 中 学 某 高 一 同学 的 解法 ) 


1 3 
由 y= -5 + /14x:， 
清理 方 根 号 得 出 1 
2 0 | -2 
9 +WTE "TY®; 
2 1 1 Na 
即 一 翅 5 y) 


可 知 当 o-y 一 -六 时 , 9 取 最 小 值 . 


读者 试 分 析 这 些 证 法 的 原则 性 的 共同 点 或 不 同 点 《例如 : 本 
方 )。 


六 愤 第 


我 们 必须 小 心 在 意 ， 不 要 以 为 前 所 提出 的 几何 问题 和 我 们 上 
两 节 所 讨论 的 代数 问题 是 完全 等 价 的 了 . 


在 几何 问题 中 ， 切 割 处 不 能 超过 六 楼 柱 的 
高 度 ， 也 就 是 高 度 5 必须 > 才 有 意 
义 。 如果 < 4, 应 当 怎样 切 才 对 ?是 
否 就 是 通过 上 底 的 4O 及 下 底 的 B' 所 切 
出 的 方法 , 共 切 三 刀 所 得 出 的 图 形 (图 9)? 


七 切 方 


从 以 上 的 问题 立刻 可 以 联想 到 , 以 六 楼 柱 为 基础 , 还 有 没有 其 
它 的 切 拼 方法 ”例如 , 不 是 尖顶 六 棱柱 , 而 是 屋 消 六 棱柱 行 不 行 ? 
出 四 方 柱 出 发 行 不 行 ? 用 四 方 柱 怎 样 切 下 接 上 最 好 ? 读者 不 妨 多 
方 设想 ,我 现在 举 以 下 二 例 . 
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1， 从 边 长 为 工 的 正四 方 柱 的 子 处 切 下 一 个 三 角 柱 壤 到 项 


上 , 对 边 也 如 此 切 ,也 如 此 堆 上 去 (图 10, 参看 图 14), 堆 好 之 后 得 
一 方 柱 上 加 一 屋 将 的 形状 . 求 切 在 何 处 , 表面 积 
最 小 ? 

假定 在 楼 上 距 顶 点 z 处 切 ， 一 刀 使 侧面 少 去 
一 个 矩形 , 面积 是 w〈 并 且 同 时 还 少 掉 丙 个 三 角 
形 , 但 是 把 切 下 来 的 三 角 柱 搬 置 项 上 以 后 , 此 两 个 
三 角形 仍 为 福 体 的 侧面 ， 因 此 实际 上 并 没有 少 )， 
OD 添上 三 角 柱 翻 开 后 暴露 出 的 两 个 侧面 ， 其 总 面积 


是 3/ o2 十 - 瑟 ， 因 此 ,问题 成 为 求 -z+3 AM/ z2+ -十 的 最 小 值 
不 难 求 出 ， 当 一 一 时 ,此 面积 取 最 小 值 


4、/ 3 
1 1 1 /3 


于 1 加 和 加 
-+2 ps "EI VS 4. 
2. 如 果 把 “ 切 边 改 为 “ 切 角 ”, 即 过 两 边 中 点 及 楼 上 距 项 点 为 
z 处 切 下 四 面体 堆 上 去 的 情况 (多 11). 


图 11 图 12 
一 思 切 去 侧面 两 个 三 角形 ,其 总 面积 为 2x 二 xx 三 一 之 ; 添 
上 两 个 边 长 为 
1 


cs} ] V/ 1 7 上 
人 十 一 一 人 十 一 一 一 十 一 
V 22 ， 2 2 


s 1G6.。 


的 三 角形 (图 12), 其 总 面积 是 


1 1 TT 1 /1 
4X 二 XJ (后) -XV ti 
4 ] 了 
问题 成 为 求 -和 + 二 XY 1 
的 最 小 值 ， 
不 难 求 出 当 zw 一 -时 , 即 得 最 小 值 7 
丙种 茹 法 相 比 ,前 一 法 这 上 二 块 大 小 是 > 了 的 机 和 后 一 
添上 四 块 大 小 是 5 的 面积 由 于 
1 了 VB_V3 
XX 


所 以 第 二 种 切 法 更 好 些 . 

把 第 一 种 切 法 讲 得 更 一 般 些 ， 四 方 柱 的 底 是 边 长 为 & 的 正 万 
形 , 高 是 0. 从 四 方形 边 的 村 4 及 校 上 二 7 全 “处 切 下 一 个 三 
角 柱 ， 堆 到 顶 上 。 则 所 得 屋 次 四 方 柱 的 体积 仍 为 5b, 而 表面 积 


(不 算 底 面 ) 为 
dab 2x ME 4a(b+ Sa 
第 二 种 切 法 的 一 般 情况 则 是 .四方 柱 的 底 是 边 长 为 4 的 正 万 
形 , 高 为 2. 从 四 方形 丽 邻 边 的 中 点 及 楼 上 = 4 处 切 下 四 个 四 
面体 , 堆 到 顶 芷 形成 一 个 尖顶 四 方 柱 , 其 体积 仍 是 必 六 而 表面 从 


_ 1 ， 
(不 算 底 7 


八 疑 证 


以 上 虽然 讲 了 不 少 , 我 们 还 没有 回答 出 “同样 的 体积 , 哪 一 称 
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模型 需要 建筑 材料 最 少 的 问题 . 在 处 理 这 问题 之 前 , 先 证 明 以 下 
的 不 等 式 ， 
如 果 4&4 宇 0, 8 守 0, c 守 0， 则 


也 (g++ b+6e) > abo) (1) 
昌 仅 当 &4==8=c 时 取 等 号 . 
其 证 明 可 由 以 下 的 恒等式 推出 . 
w+ bie—8(abe)s 
(gs thsto) [oth ro (gb)s— (bos— (ca) 
一 二 arb 二 03) [(@3— bs)?+ (bY — o3)2+ (0 — 3)] 。 
定理 1 体积 为 V 的 尖顶 六 棱柱 的 表面 积 〈 不 算 底 面 ) 的 最 
小 值 是 8 V 豆 Js， 而 且 仅 当 六 角形 边 长 是 
~ VY 吝 让 ,高 度 是 汉 VBV 时 到 这 最 小 值 
5 (图 19). 
证 ”由 第 四 节 已 知 尖 项 六 棱柱 的 体积 


站 和 未 面 积 各 为 
V3 3 ob, 
人 
S=—6a(b+—2); 
oA4y 6 ， 237 ， 27 6  。 
PY IS VR Va VB" 
由 公式 (已 得 出 
1 
2V 2V 6 nF /2 
S>3{ 一 一 ”x -a 一 2 V5, 
(TE TBI) 3SV 2 
而 且 似 当 J J Q2 ， 


/2 1__ 1 yp 
也 就 是 一 /人 5 
时 D 取 最 小 从 ,但 必须 检验 这 是 否 适合 于 条 件 


b> 
如 果 不 适合 , 可 能 出 现 六 节 所 指出 的 情况 , 而 这 个 数值 是 不 能 达到 
的 . 
这 尖顶 六 楼 柱 的 高 度 是 5 十 z= 4 一 豆 V3 它 的 楼 长 高 
1 ys _ 1 sliVsy 
的 是 5 一 了 VY, 低 的 是 5 一 了 4 一 吾 V3 
定理 2 体积 为 六 的 屋 消 四 方 柱 的 表面 积 (不 算 底面) 的 最 小 


ODO2/3 


值 是 六 *， 而 且 仅 当 正方 形 边 长 是 人 Ts 及 柱 高 Fasz7s VY 的 
情况 下 到 这 最 小 值 . 


证 由 七 节 已 知 屋 兰 四 方 柱 的 体积 六 和 
表面 积 5 名 等 于 io 


V =a2b, es 
Sg—4a(b + MS a), 
即 2 
4 V3 , 2V 2V V3 , 23233673 
Dt a a ta tao. 
由 公式 (四 得 出 
1 
(7 A 3 1 2 
S>3(—— x x 2) 一 2535 Vs; 
C a 2 
而 且 仪 当 2 Mw 
92/3 1 31/3 1 
也 了 就 是 、 = swe ;b= D173 广 


时 8 取 最 小 值 。 易 见 8> i 因此 榴 高 等 于 
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1 


bm] 


T(r ) Vr 
> , 1 22 5 A 如 > LN ee” [xx 
消 遍 为 Dr Br 难 画 如 图 15， 即 六 角形 的 一 尘 . 
结论 ”由 于 
3V T3727, 
所 以 在 保证 同 社 容量 的 条 件 下 ， 尖 顶 六 楼 柱 比 屋 消 四 方 柱 用 材 要 
少 ， 


用 同样 方法 不 难 证 明 , 体积 为 的 
尖顶 四 方 柱 的 表面 积 (不 算 底面 ) 的 最 小 
值 是 3 MV3, 而 且 仅 当 正 方形 边 长 为 
VV3 及 柳 高 为 “0” 的 情况 下 取 这 最 
小 值 ， 说 得 更 清楚 些 , 这 是 个 以 V2 ys 为 底 边 长 , 以 (2x- 记 > 
VV 一 )V3 为 高 的 尖顶 形 ， 或 即将 邦 形 十 二 面体 拦腰 一 截 ， 
所 得 之 半 ， 因 此 在 同样 容量 下 ， 这 种 容器 和 尖顶 六 楼 柱 用 材 相 
同 . 

虽然 如 此 , 但 实际 测量 一 下 , 蜂 房 的 大 小 与 定理 工 中 所 给 出 的 
比例 并 不 相合 .经 过 实测 , a=0.35 厘米 , 深 ee 


1 1 1 3 
米 , 而 按 定 理 十， ts TF 7 - J D- 
厘米 ， 


正 是 ， 往事 玫 百 年 , 祖 述 前 贤 ， 甫 疲 论 次 犹 熏 篇 ， 蜂 房 秘 奥 未 
全 揭 , 待 我 问 前 ! 
让 我 们 再 看 看 ,添上 一 扇 以 底面 作 的 “ 门 , 间 哪 种 形状 最 好 ? 
先 看 屋 兰 四 方 柱 , 它 是 在 体积 为 
V=ab 


。 17O， 


的 情况 下 求 表 面积 (包括 站 在 内 ) 
S—4a( - V3 C 


的 最 小 值 . 由 


- 27 、2T /V3 Je 


re | rr 7 v) -TT 


2 
H Aw: 一 一 -- | lo 
并 日 仅 当 0 \ “) 1) 


时 取 等 号 , 即 4 一 po 
时 取 等 号 ， 其 时 


jl 1 /2.Fv 3 
了 7 二 3 
[4(2— A/ 3 )12 ) 


再 看 尖顶 六 核 柱 。 它 是 在 体积 
V3~Y? 5 3 A 


的 情况 下 求 表面 积 ( 包 括 “ 门 在 内 ) 


的 最 小 值 ， 由 


且 仅 当 2 村 as 
oS Vv) V3, 
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8V3 (V3—V2)3 2 
2 3xMVB3C(V 3—V 2) 


时 取 等 号 ， 
两 下 相 比 , 由 于 


3[2(VB +2)]>3[2( V+ VE)]. 
所 以 还 是 尖顶 六 楼 柱 来 得 好 . 
对 于 尖顶 四 方 柱 而 言 ,可 以 算出 表面 积 (包括 “ 门 ”在 内 ) 的 最 
小 值 为 8[2(2+ M3)]3V3, 也 没有 尖顶 六 棱柱 来 得 好 . 
对 于 尖顶 六 楼 柱 ， 


人 一 -一 一 一 一 一 人 
B/E/T 
与 实测 所 得 的 竺 = 53 = 0.6 相 比 相当 接近 ， 有 没有 道理 ? 
妃 正 是 


由 上 可 知 , 客观 情况 并 不 单纯 是 一 个 体积 给 定 , 求 用 材 最 小 
的 数学 问题 ， 那 梓 的 提 法 是 不 妥当 的 。 现在 让 我 


们 来 重 提 看 看 . 
把 蜜蜂 的 体态 入 算 。 从 考虑 它 的 身长 、 腰围 


入 手 , 怎样 情 帝 用 材 最 省 ? 
i5 首先 ， A 


~ 3 a( 图 16), 长 度 是 5 十 -二 4 另 一 方面 居 疹 四 方 柱 的 "腰围 


等 于 ol, 长 度 等 于 bi 二- 四 w1， 让 我 们 在 粗 长 各 相等 , 即 在 


sa 2。 


\/ 3 0 一 (YIT ， 
1 
b+ a by 
的 条 件 下 考虑 问题 。 由 于 
/可 
Si—4a (bit > 一 a ) 


0 (Bt)+ 1)” 
>4m (bit a )=4/ 3 (b+ 二 人 ) 


>6a( 


即 在 同 长 同 粗 的 情况 下 , 尖顶 六 楼 柱 比 屋 用 四方 柱 党 料 壁 ， 

这 建议 了 以 下 的 猜测 : 

量体裁衣 ,形状 为 尖顶 六 棱柱 的 峰 房 ,是 最 省 材料 的 结构 ， 它 
比 屋 销 四 方 柱 还 要 节省 材料 . 

再 看 带 “ 门 的 情况 .仍然 


M3 4 一 0 p+ ta 2 十 4, | 
”V8 A 


但 需要 比较 Sida (bt ME a) + 


3Y 3 2 3 $3V3\,., 
与 S 一 6a(b + 0 -6ab+ (t+ 7 ~)e 谁 大 ， 
Bam Va, 和 得 


和 1 1 3 
S11 二 44 0 ce 人 (2 二 -7 8 0 }+ 34 


一 4 人 /3 ab+ (VE +X 十 一 二 一 3 8) 


> (ME iV)e i 
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也 束 是 说 , 帝 上 上 门 , 还 是 蜂 襟 来 得 好 ， 
这 说 明了 生物 本 身 与 环境 的 关系 的 统一 性 . 
附 记 该 者 不 难 证 明 , 如 果 我 们 考虑 ww y 轴 刻 度 不 一 致 的 正 


一 六 边 形 ( 图 17), 考 虚 由 此 所 作出 的 六 校 柱 和 
: Cs 尖顶 六 棱柱 ,我 们 不 难 证 明 , 在 体积 给 定 的 条 
件 下 ， 仍 然 以 第 八 节 中 所 得 出 的 图 形 表 面积 
17 
最 小 . 
学 过 微 积分 的 读者 可 以 看 出 , 我 实在 是 在 “分 散 难 点 .确切 
地 说 , 这 是 一 个 四 个 变数 求 条 件 极 值 的 问题 . 四 个 变数 是 指 ,2V;z 
办 各 增加 若干 倍 , 并 在 某 点 切 下 来 ; 条 件 是 等 体积 。 


十 设 问 


从 以 上 所 谈 的 一 些 情况 看 来 ， 我 们 只 不 过 从 六 楼 柱 (或 四 方 
柱 ) 出 发 , 按 一 定 的 切 拼 方法 做 了 些 研 究 而 已 ， 实 质 上 , 这 样 的 看 
法 未 入 事物 之 本 质 。 为 什么 仅 从 六 楼 柱 出 发 ,而 不 能 从 三 角 柱 、 四 
方 柱 或 其 它 柱 形 册 发， 甚至 于 为 什么 要 从 柱 形 出 发 y 更 不 要 说 切 
拼 之 法 也 是 千变万化 了 ! 甚至 于 为 什么 要 从 切 拼 得 来 ! 越 想 问题 


越 多 , 思路 越 宽 . | 
把 两 个 蜂 房 门 对 门 地 联接 起 来 , 得 出 以 下 两 种 可 能 的 图 形 (图 
18.19). 
和 咱 
< es 
图 18 图 19 
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这 两 图 形 都 有 以 下 的 性 质 ， 用 这 种 形式 的 砖 可 以 填 满 整个 空 
闻 .。 有 这 样 性 质 的 砖 ,就 是 结晶 体 ， 图 19 所 表达 的 其 实 就 是 透视 
石 的 晶体 

酚 个 屋脊 四 棱柱 口 对 口 地 接 在 一 起 ， 两 个 尖顶 四 棱柱 口 对 口 
地 接 在 一 起 ， 各 得 黄 赤 沸石 (图 20) 与 错 英 石 (图 21) 的 晶体 图 形 . 
特别 , 两 个 尖顶 形 口 对 口 地 接 在 一 起 得 一 菱形 十 二 面体 , 也 就 是 石 
榴 子 石 晶 体 的 图 形 ( 图 22). 


[从 


20 图 21 22 
因而 归纳 出 以 下 的 基本 问题 . 
问题 4 怎样 的 体 可 以 作为 上品 体 ? 也 束 是 说 ， 用 同样 的 体 可 


以 无 穷 无 尽 地 , 无 空 无 隙 地 填 满 整个 空间 . 

这 是 有 名 的 晶体 问题 ， 经 过 费 德 洛 夫 的 研究 知道 ,晶体 可 分 
为 280 类 . 

问题 2 给 定 体积 , 哪 一 类 是 体 的 表面 积 最 小 ? 

问题 3 ”给 一 个 一 定 的 体形 , 求 出 能 包 有 这 体形 的 表面 积 最 
小 的 晶体 例如, 图 28 给 了 一 个 橄榄 或 一 个 陀螺 , 求 包 这 橄榄 或 
陀螺 的 表面 积 最 小 的 晶体 。 把 那 晶 体 拦腰 切 为 两 段 ， 那 可 能 是 蜂 
房 的 最 佳 结 构 了 . 

为 了 补充 些 感 性 知识 ,我 们 再 讲 些 例子 ， 

柱 体 填 满 空 间 的 问题 等 价 于 怎样 的 样板 可 以 填 满 平面 的 问 
题 ， 以 任何 一 个 三 角形 为 样板 都 可 以 填 满 平面 (图 34). 任何 四 边 
形 也 可 以 作为 样板 用 来 填 满 平面 (图 25)。 一 个 正六 边 形 (或 六 个 
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图 23 图 24 


角 都 是 120° 的 图 形 ), 也 可 以 用 来 作为 样板 填 满 平面 (图 26). 

在 这 三 个 图 形 中 可 以 看 出 什么 公共 性 质 ? 例 如 图 24 的 各 边 中 
点 形成 怎样 的 网 格 ; 在 图 26 中 联 上 六 边 形 的 三 条 “对 角 线 ” 得 出 怎 
样 的 图 形 ? 

为 什么 要 求 的 只 是 填 上 整个 空间 或 平面 ， 而 不 是 一 个 球 或 一 
个 圆柱 ? 

现在 让 我 们 以 球 为 例 来 作 一 些 探 讨 . 


图 25 几 26 


例 1 把 球 分 为 二 十 四 等 分 ， 以 球 心 为 原点 , 引 三 条 坐标 轴 ， 
将 球 分 为 八 等 分 ( 八 个 卦 限 , 每 个 卦 限 一 份 ) 如 图 27; 再 从 每 片 球 
_ 面 的 中 心 向 三 顶点 如 图 划分 , 共 得 24 份 . 

例 2 把 球 分 为 六 十 等 分 。 从 球 内 接 正 二 十 面体 (图 28) 出 
发 , 向 球 上 投影 得 20 个 三 角形 ; 再 把 每 一 个 三 角形 依 中 心 到 三 角 
的 联 线 分 为 三 等 分 , 因而 共 得 60 份 . 

例 8 把 柱 形 直 切 成 四 等 分 ; 再 切 成 片 , 每 一 个 成 一 间 房 (图 
29). 另 一 方法 , 作 柱 上 开口 象 六 角形 的 图 形 拼 上 (图 30). 
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图 29 图 。 30 


(感谢 许杰 教授 , 他 给 我 看 到 了 古生物 笔 石 的 模型 , 启发 出 这 
一 图 象 . ) 


由 蜂 房 启发 出 来 的 问题 ， 所 联想 到 的 问题 何止 于 此 ! 浮想 联 
翩 , 由 此 及 彼 , 花样 真 不 少 呢 ! 据说 飞机 的 蜂窝 结构 也 是 由 此 而 启 
发 出 来 的 ,但 可 以 根据 不 同 的 要 求 , 而 得 出 各 种 各 样 的 求 极 值 问题 
来 (例如, 使 结构 的 强度 达到 最 高 的 问题 )。 就 数学 来 说 , 由 此 
可 以 想到 的 问题 真 也 不 少 。 本 文 是 为 高 中 水 平 的 读者 写 的 ， 央 
而 不 能 不 适可而止 了 。 但 是 为 了 让 同学 们 在 进入 大 学 之 后 还 
可 以 咀嚼 一 番 ， 回 味 一 番 ， 我 在 此 后 再 添 讲 几 节 . 一 来 看 看 怎样 
“浮想 ” 二 来 给 同学 提供 一 个 例子 ， 怎 样 从 一 个 问题 而 复习 我 们 
所 学 到 的 东西 ， 这 样 复习 就 使 有 些 学 过 的 内 容 自然 而 然 地 串联 起 
来 了 . 


ea 1177. 


十 一 代 数 


在 阅读 十 二 、 十 三 节 等 内 容 以 前 ,我们 先 来 一 段 播 话 ， 这 段 搬 
话 可 以 不 看 ， 也 许 看 了 一 下 会 觉得 有 些 联系 不 上， 但 将 来 回顾 一 
下 , 读者 会 有 深长 体会 的 ! 

经 过 旗 转 , 平移 , 透视 石 ( 两 个 蜂 房 对 合 反 成 的 图 形 ) 的 表面 积 
各 体积 不 变 . 在 第 九 节 中 曾经 提出 过 把 %, y, 2 轴 各 增长 知 干 借 
耐看 一 个 透视 石 体积 及 表面 积 的 变化 的 情况 ， 如 条 体积 个 变 ， 怎 
样 的 倍数 才能 使 表面 积 取 最 小 值 ?这 实质 上 是 求 : 在 群 

妨 一 ad 十 Bi 十 ?3742 十 81，W 一 ad 十 By 十 ?oz 十 So， 
2 = Qt 十 /Bao 十 ?ys2 十 Sa， 


: B11 Yi 


oa pba Ta 
Qs Bs Ys 
下 , 等 价 于 一 个 透视 石 的 诸 图 形 中 , 哪 一 个 表面 积 最 小 . 
看 来 , 对 平行 六 面体 的 讨论 可 能 容易 些 。 用 无 数 个 同样 的 平 
行 六 面体 可 以 盾 满 空间 。 如 时 六 面体 的 体积 给 了 , 怎样 的 形状 表 
面积 最 小 (或 楼 的 总 长 最 短 , 或 棱 的 长 度 的 乘积 最 小 ) 
讲 到 这 儿 , 暂且 皖 下 , 慢 慢 咀 鹃 , 慢 慢 体会 这 一 段 话 污 以 下 所 
讲 的 东西 的 关系 ,我们 先 看 一 批 代数 不 等 式 ， 


例 工 求证 
2、/ lad—bel Vet + vt, (4) 
而 且 仅 当 立 一 一 于 及 111= |e| 或 |4| 一 15| 时 取 等 号 。 
证 由 


(3+ 6b) (+) = (0d—be)?+ (act+ bd)? 
> (gd ~— bc)’”, 
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lad—bel 委 、 (十 的 ) (e+), (2) 
VV 
< (VT + Vt )， 
即 得 所 证 ， 
例 2 求证 
6V lad— be[<2V a te 
十 Was 十 只 二 3 二) 一 2 v3 (ob 十 cd) 
十 Was 二 o 二 3(22 十 轨 ) +2 /3 (ob+cd. (3) 
读者 试 自 己 证 明 此 式 , 并 且 试 证 以 下 两 不 等 式 。 最 好 等 证 毕 
后 骨 看 十 三 市 . 
例 8 求证 
16|ad—bels<(@+e) {fot+o + +0)]? 


彼此 二 —12(ab +ca)’}. (4) 
例 和 人 当 n 宇 1 时 ， 
lad —bel"<I| (+o sin Ce 


一 2(0C8 +cqd)sin 丈 (23 一 工 ) COS T2714) 
. 1 1 
+ (6?+d?)cos? | (5) 


或 
[lad—bel?<T S| (et or)sin? TL—1 
t=1 
—2(80 -+ed)sin sD 。 ) s 


工 
二 + (53+ od) cos | 


(5) 式 比 (6) 式 难 些 ,我 们 将 在 十 四 节 中 给 以 证 明 ， 


(6) 
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十 二 儿 何 


看 看 上 节 (1) 式 及 (2) 式 的 几何 意义 如 何 ? 在 平面 上 作 三 所 
0(0, 0), 4(g, 58) 及 Ble, 9)， 以 04, 0B 为 边 的 平行 四 边 形 的 
面积 等 于 lad 一 be|, 04, 0B 的 长 度 备 为 Va 起 ，M +d， 
所 以 上 节 不 等 式 (2) 的 意义 是 平行 四 边 形 的 面积 小 于 或 寺 于 两 邻 
边 的 来 积 ， 

而 不 等 式 (1) 的 意义 是 ;平行 四 边 形 面积 的 平方 根 小 于 或 等 寺 

其 局 长 的 四 分 之 一 , 即 四 边 长 的 平均 值 , 并 且 仅 


A\ 当 正方 形 时 取 等 号 ; 或 者 说 (1) 的 意义 也 碗 是 周 
A 长 一 定 的 平行 四 边 形 中 ， 以 正方 形 的 面积 为 最 
i 
(ODY : ,0) 大 ， 


再 看 不 等 式 (3) ， 从 代数 的 角度 来 看 有 些 
茫然 , 有 些 突然 . 但 从 几何 来 看 却 是 “ 周 长 一 定 
的 六 边 形 中 ,以 正六 角形 的 面积 为 最 大 ”的 这 一 
性 质 的 特例 。 不 等 式 (6) 也 可 以 作 如 是 观 . 

这 些 结果 的 几何 意义 是 明显 的 ,但 如 果 抛 开 儿 何 ,就 式 论 式 ， 
从 代数 角度 来 看 就 有 些 意外 了 。 实质 岂 其 然 哉 ,证 以 于 里 ! 那 不 
过 是 几何 的 性 质 用 代数 的 语言 说 出 而 已 ， 

这 是 “几何 ”启发 出 “代数 ”, 但 代数 的 考虑 又 大 大 地 丰富 了 几 
何 ， 由 于 几何 平均 小 于 算术 平均 , 因此 , 由 (6) 式 可 以 追问 更 精密 
的 (5) 式 对 不 对 。 要 从 几何 角度 直接 看 出 (5) 式 来 是 不 太 容 易 的 。 

不 要 说 不 等 式 (2) 简单 ,推广 到 %% 维 空间 就 有 


(0,0) 
图 31 


素平 浊 和 所 


访 类 所 
了 a > @2i* Sl a, 
i=1 $1 $=1 
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这 是 有 名 的 Hadamard 不 等 式 ， 但 其 几何 直观 已 尽 乎 此 点 ， 
对 有 丰富 几 何 直观 的 人 来 说 此 式 之 发 明 并 非 出 人 意料 了 。 下 
是 : 
数 与 形 , 本 是 相 倚 依 ， 再 能 分 作 两 边 飞 ， 数 抽 形 时 少 直觉 ， 形 
少数 时 难 入 微 . 数 形 结合 百般 好 , 隔 娶 分 家 万 事 非 。 声 英 忘 ,几何 
代数 统一 体 , 永 远 联系 ， 殷 莫 分 离 ! 


十 三 推 广 


我 们 现在 来 证 明 十 一 节 中 公式 (5)， 在 证 明之 前 ,我 们 换 一 下 
和 件 号 。 命 


A=o+e, B= —ab—cd, C= +o, 
因此 (gad 一 50)?= (@?+6) (b+o) — (a0+cad)?= AC— B?. 
十 一 节 的 公式 (65) 一 变 而 为 求证 :如果 4>0, 40 一 BB 0, 则 


C4O- Bo ?< Asin* -TE 人 一 十) 
i=1 8 


二 2Bsin 二 一 一 (2 一 蕊 oos EAC 
7 1 


+O cos’ 一 | (1) 
这 式 子 的 石 边 用 卫青 之 , 用 信和 角 公 式 得 
P=H|3(4+0) +Bsin 22 一 


+ (CO~A)oos 


= |p—geos (E+) 


(7 | 
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这 儿 


_1 re 1 /a 
p= 地 (4+0)， 一 A/ B 十 工 (C 一 4)?， 


及 sin n= 二 (0—A)/g. 
考虑 


放 


uo oxp( 2z(27 一 1 +m)][-verp(-— 2z (21— 1)¢ 


7 
一 42 十 02 一 2400 COS 人 2 DD + )， 


这 儿 e* 写成 为 expz, 如 果 取 得 ,2 使 
wo =p, 2uv=g, 


则 尸 可 以 写成 为 QQ， 其 中 


nn 
Q _ II (wu ve"ig2ri2 1)/n) ， 


当 % 是 奇数 时 ， 
Q = IL ] (ww— ve em/n) = ve 
n=] 
即 得 
f= (We"") (vu — Ve "7) 
= WV Oo 2 "COINT; 
当 % 古 偶数 时 ， 


2 一 号 开 计 292 1 3 9 
Q— [wve 6 "ine2m/ 3) 


1 、 好 如 . 
_ [2 _ (Wee Tn) 2 ] > 一 (w+ ve 


即 得 
227 AN 


P= (wtv +2 cos 
我 们 现在 需要 以 下 的 简单 引 理 . 
引 理 ” 当 w>Y 关 0 及 双关 2 时 ， 


(UV) OO 


es 1B2.。 


(2) 


-| 


(3) 


(4) 


《5) 


(6) 


这 引 理 等 价 于 , 当 工 >2>0 时 ， 
(1) 
证 由 于 > 下， 所以, 若 原 式 成 立 , 应 有 
(一 os> Ln) Hg)" 0) = (1) mt 
原 式 在 m=2 时 显然 成 立 . 因 此 , 由 数学 归纳 法 可 以 证 明 (6) 式 . 
把 这 引 理 用 到 (4) 式 , 当 % 是 奇数 时 ， 
Pu vr 0 (U8) U2) 
由 (3) 及 (2) 可 知 
Co 


~ AO—B’, 
即 得 (了 式 . 
当 % 是 偶数 时 , 由 (5) 式 
PP> (w+ V0" 一 200202)3 一 Cu 2)4 
>(Ww 0 )"= (A0—B’) 
也 得 (1) 式 ， 


附 记 1 当 m>>2 时 ， 引 理 中 的 不 等 式 ， 当 上 且 仅 当 »=0 时 取 


等 号 , 而 2 二 0 等 价 于 
g 一 要 + 于 (CO 一 人? 一 0 


即 当 且 仅 当 B8==0, 4=0 时， (1) 式 取 等 号 ,但 须 注意 %=4 的 情 
况 必 须 除 外 \ 因 为 色 =2 了 )， 这 时 取 等 号 的 情形 应 当 是 cos27 一 


一 ,好 ”=90”, 及 4=0O. 
回 到 原来 的 问题 , 当 % 关 4 时 ， 
otto =0 +o, otcd=0, 
即 十 一 节 (6) 式 成 立 , 而且 仅 当 (7) 式 成 立时 取 等 号 ， 
附 记 2 当 %w=4 时 ,不 等 式 十 一 节 (5) 是 


(ad—bo) ?< Tot)?+ CE 
当 且 仅 当 oz 上 o 一 咏 十 四 时 取 等 号 ， 换 符号 
w=a+b, 8=o 7 yetd, 5~0—d, 
则 得 (a6—BY) < (e+y) (P+), 
当 且 仪 当 0 一 上 2 一 个 = 二 mB 十 y6 ==0 时 取 等 号 这 就 是 Hadamard 
不 等 式 ， 

这 样 的 推广 实际 上 可 以 说 “ 退 了 一 步 ” 的 推广 .我们 原来 所 讨 
论 的 问题 是 三 维 的 ,而 我 们 退 成 二 维 , 然后 看 看 二 维 中 有 哪些 推广 
的 可 能 性 。 这 是 一 般 的 研究 方法 : 先 足 够 地 退 到 我 们 所 最 容易 看 
清楚 问题 的 地 方 , 认 透 了 和 锁 深 了 ,然后 再 上 去 ， 

我 们 再 看 另外 一 个 例子 , 在 这 例子 中 我 们 希望 把 三 角形 ,四 面 
体 ……: 推广 到 % 维 空间 的 (十 1) 面体 的 问题 ， 

在 %? 维 空间 取 %w 十 点 ,这 nn 十 1 点 中 的 任意 % 点 决定 一 平面 ， 
共有 2 十 工 个 面 , 这 些 面 包 有 的 体 的 容积 是 让。 过 nw 十 点 中 的 任 


意 两 点 可 以 作 一 线段 ， 共 有 二 n(n+1) 条 线段， 我 们 的 问题 是 
给 定 了 , 求 这 于 nn 十 了 条 线段 乘积 的 最 小 值 . 
读者 不 要 小 看 这 问题 , 自己 试 试 “四 面体 ” 便 知 其 分 量 了 。 


十 四 极 限 


把 十 一 节 的 (6) 式 推 到 n> co 的 情形 ， 由 积分 的 定义 
[ad— bol <lim 4 S| (to)sin’ LEY 
。 (2 一 十 ) 


一 2(c8 十 cd)sin T2171) oo 
n n 


1 
2 


2 | .79 a T(2L—1) 
二 (6° 十 @7) 608 | 
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-二 | [(esing 一 5sinb)2+ (csing— deos0)’]?a0. 
0 
换 符号 十 一 4 B= 一 40 一 cq, 0 二 0 十 dQ 则 得 


1 37 1 
(A0—B?) ‘< 二 | (A sin?0 +2Bsin dcos0+ Ocos0)? a0. 
如 


(LD) 
从 十 一 节 ( 纪 可 以 得 出 更 精密 的 不 等 式 
3 log( AO— B?) < 二 | log(Asin’0+2Bsinteostd 
+Ocos:0)a0. (2) 


我 们 能 不 能 直接 证 明 这 些 不 等 式 ? 能 ! 读 过 微 积分 的 读 省 目 
己 想 想 看 ， 


十 五 抽 和 象 


在 平面 上 给 出 一 块 样板 入 (图 32) , 变换 
E=awt+bytD, 

0 ad— bc=0. 

把 六 变 成 为 (&, 7) 平面 上 的 N(7T). NT) 

的 面积 及 周 界 长 度 各 命 之 为 4(7) 与 (7)， 


求 


(A(T)) 
LT) 
的 最 大 值 . 
取 单 位 圆 内 接 正 ” 角形 为 样板 ， 它 的 周 2 


长 和 面积 各 为 24sin 之 与 全 sin 二、 不 妨 假定 正 m 边 形 的 顶点 


了 岗 古 
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(os 2 sin < t=0, 1, 2,.…, n—1. 


经 变换 (人 后 ,这 见 点 各 变 为 
2T7 27/ 
1 


£1= 0 COS thsin -一 一 十 7D， 
1 


十 dsin Se +g. 


m= 0 COS 


第/ 边 的 长 度 是 
和 一 和 -十 (一 人 1) 


=—28Sin 亚 |[ 一 asin (2 一 二 COS bac | 
Nn 多 7 


+ [osin SED Hecos =- 二 下 
Nn % 
因此 总 长 度 是 
L(T) =—2 sin 一 > {[ -esin 2 1 二 cos TT) | 


osin TE-D) aoos TA- = 
十 | C Sin 二 Cos 和 | | ; 
而 新 的 % 边 形 的 面积 不 难 算 出 是 

A(T) = lad—be| sin TE. 
因此 本 记 开 妈 提 出 的 问题 的 解答 已 由 十 一 节 公 式 (6) 给 出 ， 

on 
AT) _ em 和 
L000) 2nsin 亚 . 


当 n 一 co 时, nw 边 形 趋 于 图, 4(T) 写 上 (7T) 各 趋 于 该 圆 经 
(了 ) 变 换 而 变 成 的 椭圆 的 面积 4 与 周 长 L, 而 且 有 不 等 式 


A< I2 
4 
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这 式 是 有 名 的 等 边 长 问题 的 特例 . 但 (5) 式 比 人 9) 式 更 精确 ,其 极 
限 已 如 上 区 所 述 , 因 而 改进 了 等 边界 问题 的 不 等 式 。 必须 指出 , 适 
合 原 不 等 式 的 函数 类 是 很 宽 的 ， 对 改进 了 的 不 等 式 来 说 范围 狭 窜 
了 很 多 ， 

我 们 这 儿 只 不 过 就 平面 问题 作 了 一 个 简单 的 开端 ， 所 联系 到 
的 与 格子 论 , 群 论 , 不 等 式 论 ， 变 分 法 等 有 关 的 问题 还 不 少 呢 ? 但 
写 得 太 多 是 篇 幅 所 不 允许 的 , 并 且 可 能 有 人 会 说 有 些 率 强 附 会 了 ， 
实质 上 , 千 丝 万 缕 的 关系 看 来 若 断 若 续 ,， 而 这 正 是 由 此 及 和 披 ,， 由 表 
及 里 的 线索 呢 ! 总 之 , 想 , 联 想 , 看 , 多 看 , 问题 只 会 愈 来 愈 多 的 .至 
于 运用 之 妙 ,， 那 只 好 存 乎 其 人 了 ! 但 习惯 于 思考 联想 的 人 一 定 会 
走 得 深 些 远 些 ; 没有 思考 联想 的 人 , 虽然 读 破 万 卷 书 , 依然 看 不 到 
书 外 的 问题 ， 

1963 年 除夕 锐 稿 
1964 年 1 月 12 日 完稿 于 铁 狮 子 坟 
《所 北京 出 版 社 4979 年 版 排 印 ) 


站 了 


三 分 角 问 题 


一 引 言 


这 一 年 来 我 答复 了 将 近 二 三 十 封 关于 三 分 角 的 信 ， 这 使 我 党 
得 有 总 结 一 下 的 必要 , 因为 此 项 研究 的 发 展 , 会 使 聪明 才智 白白 地 
浪费 了 ! 同时 这 类 信件 还 继续 接 到 , 我 相信 有 些 人 现在 还 在 研究 
这 个 问题 。 所 以 我 做 一 简单 的 报告 来 总 结 一 下 。 在 我 所 收 到 的 信 
中 仔细 分 析 一 下 , 可 以 看 出 以 下 几 种 情况 ; 

1. 受 了 对 这 个 问题 有 不 正确 了 解 的 人 的 思想 的 影响 ; 

2. 未 了 解 在 何 种 情况 之 下 三 分 角 是 “不 可 能 ”的 , 与 不 能 分 辨 
“不 可 能 ”和 “未 解决 > 的 不 同 ; 

3. 未 学 习 或 不 肯 学 习 别 人 已 得 的 结果 ; 

4. 当然 除 掉 以 上 三 种 基本 的 误解 ,还 有 数学 技术 性 的 错误 

我 现在 先 把 何谓 三 分 角 问 题 ,叙述 清楚 ， 

“ 己 与 一 角 , 其 度数 是 4, 我 们 能 否 用 圆规 及 直 尺 经 过 有 限 步 


又 作出 二 4 角度 的 角 .” 

当然 有 时 是 可 能 的 , 如 4 一 90° 就 是 可 能 的 ， 但 车 4 一 60* 就 
不 可 能 .如 果 不 用 圆规 及 直 尺 , 而 用 其 他 高 次 曲线 ， 则 并 非 不 可 
能 . 


一 “不 可 能 ?和 “未 解决 ? 
在 数学 中 不 可 能 和 “未 解决 "有 它们 一 定 的 意义 ， 先 让 我 来 
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打 一 个 璧 喻 ,. 

“上 月亮 去 是 一 个 “未 解决 的 问题 .但 “步行 上 月 亮 去 是 一 
个 不 可 能 的 问题 . 

有 许多 来 信和 党 说 :“ 从 前 认为 不 可 能 的 事 , 现在 有 些 是 可 能 了 ! 
所 以 不 可 能 的 说 法 仅仅 是 阻碍 进步 ， 我 们 不 可 为 不 可 能 三 字 而 限 
制 了 我 们 的 前 进 , 限制 了 我 们 的 发 明 。 有 些 朋 友 , 更 进一步 的 说 ， 
“在 蒋介石 政权 下 很 多 不 可 能 的 事 , 今天 都 可 能 了 . 所 以 用 圆规 及 
直 尺 三 分 角 的 问题 , 也 并 不 是 绝对 不 可 能 的 ， 此 说 前 一 半 是 对 的 ， 
如 取消 “用 圆规 及 直 尺 六 字 则 后 一 半 也 对 .因为 这 六 个 字 和 “在 
薄 政 权 下 是 相当 的 : 即 在 某 种 条 件 下 是 不 可 能 的 . 

切实 说 ， 用 圆规 及 直 尺 三 分 任意 角 就 如 步行 上 月 亮 一 样 是 不 
可 能 的 ,而 不 是 未 解决 的 ， 


三 ”一 个 不 公平 的 讼 案 


在 很 多 来 信 上 , 自 以 为 解 决 了 三 分 角 问 题 的 朋友 进一步 要 求 ， 
请 指出 错误 来 , 诚然 , 我 所 经 手 的 , 我 都 做 了 这 一 工作 . 但 这 是 一 
件 十 分 无 聊 和 繁杂 的 工作 , 为 了 说 清楚 我 的 观点 ,请 发 明 人 站 在 公 
正 的 立场 上 , 判断 下 列 的 事实 , 我 们 来 共同 处 理 这 一 件 纠纷 . 

甲 造 说 ,“ 用 圆规 及 直 尺 三 分 任意 角 是 不 可 能 的 , 世界 上 的 大 
数学 家 , 都 可 以 替 我 作证 ， 

乙 造 说 :“ 我 发 明了 用 圆规 及 直 尺 三 分 任意 角 的 方法 , 我 本 人 
就 是 证 人 ， 如 果 你 说 我 不 对 , 请 指出 我 的 错误 来 !” 但 他 却 不 肯 目 
己 屈 尊 降 贵 去 阅读 甲 造 的 文件 , 去 指出 甲 造 的 错误 来 . 这 是 一 件 不 
公平 事情 , 为 什么 甲 造 已 经 根本 地 总 括 一 切 地 解决 了 乙 造 的 问题 ， 
而 乙 造 可 以 不 读 甲 造 文件 ， 反 要 甲 造 去 指出 乙 造 个 别 的 特殊 的 但 
没有 超出 甲 造 所 指 的 范围 以 外 的 错误 呢 ? 同时 这 也 是 不 负责 任 的 
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态度 , 要 知道 “不 入 虎穴 ,下 得 钳子 ”如 果 能 把 甲 造 的 错误 看 出 来 ， 
那 我 们 就 可 以 在 思想 上 廓 清 “不 可 能 ”三 字 的 障碍 ， 这 也 才 是 乙 千 
学 说 成 立 的 第 一 步 . 假使 乙 造 读 了 而 认为 甲 造 说 法 不 错 的 话 , 就 请 
乙 造 放弃 自己 的 意见 . 

更 有 些 朋友 连 基本 的 实践 都 忘记 了 ! 他 并 不 画 个 图 试 一 试 ,就 
贸然 地 提出 来 ， 我 建议 乙 造 : 请 照 他 的 方法 , 用 大 纸 细 笔 精 绘 三 分 
六 十 度 ， 用 量 角 器 量 一 下 ， 看 看 是 否 有 些 象 ， 不 然 干脆 不 必 提 出 
来 ， 

当然 也 有 一 些 做 三 分 角 问 题 的 人 , 受 条 件 限制 , 他 完全 不 知道 
甲 造 意见 ,而 不 是 自己 不 虚心 , 这 种 情形 是 可 以 原谅 的 ， 

一 般 地 讲 ,做 这 问题 的 人 往往 是 受 了 不 正确 思想 的 影响 , 受 书 
本 上 或 口头 上 影响 ， 只 知道 三 分 角 问题 是 古代 没有 解决 的 三 大 著 
名 问题 之 一 ， 而 不 知道 这 个 问题 到 现在 早已 解决 了 (这 解决 的 答 
案 , 就 是 本 文 所 要 介绍 的 )， 我 建议 传授 几何 问题 的 人 ， 如 要 谈 到 
三 分 角 问题 ,就 必须 把 它 交代 清楚 (即使 不 能 严格 证 明 ), 以 免 引 人 
走 入 歧路 。 


四 ”为 什么 用 圆规 及 直 太 
三 分 任意 角 不 可 能 ? 


在 说 明 这 理由 之 前 , 先 让 我 来 叙述 一 个 原则 (了 解 这 一 段 需 要 
解析 几何 的 知识 , 同时 这 不 是 严正 的 证 明 , 而 仅 是 大 致 的 说 明 ). 圆 
和 直线 的 交点 的 坐标 一 定 是 二 次 方程 式 的 根 ， 如 果 所 求 的 线段 不 
是 由 已 知 线段 用 若干 次 加 减 乘除 开平 方 得 出 来 的 ， 一 定 不 能 用 加 
规 及 直 尺 做 出 来 。 反之 , 是 可 能 由 圆规 及 直 尺 做 出 来 的 ， 我 们 现 
在 详细 说 明 这 一 事实 . : 

1. 如 果 某 一 线段 的 长 ( 某 一 点 的 坐标 ) 是 由 已 知 的 线段 的 长 
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(或 已 知 点 的 坐标 ) 经 有 限 次 的 加 减 乘除 及 开平 方 ( 指 开 正 数 的 平 
方 ) 后 得 出 来 的 ， 则 此 线段 (或 此 点 ) 一 定 可 以 用 圆规 及 直 尺 做 出 
米 ， 

证 一 线段 的 和 及 差 姓 待 讨论 , 乘除 开 方 可 由 下 列 三 图 知之 ， 


不 习 
1 名 


1 0 二 Qa/b 


图 1 图 2 图 3 


例如 ， 单 位 圆 内 接 正 五 边 形 的 边 长 ET 2MV5 是 可 以 用 


圆规 及 直 尺 做 出 的 。 换言之 , 用 圆规 及 直 尺 做 圆 内 接 正 五 边 形 是 
可 能 的 . 
2. 如 果 一 线段 (或 一 点 ) 可 以 用 圆规 及 直 尺 做 出 来 , 则 此 线段 
的 长 度 (或 此 点 的 坐标 ) 必 可 由 已 知 线段 的 长 度 ( 或 已 知 点 的 坐标 ) 
的 有 限 次 加 减 乘除 和 开平 方 表 出 来 . 
因为 如 果 一 线段 可 以 用 圆规 及 直 尺 做 出 来 ， 则 此 线段 (或 点 ) 
是 从 原来 所 予 的 点 或 线段 为 基础 而 以 之 做 直线 或 圆 ， 并 经 过 线 与 
线 、 线 与 圆 及 圆 与 圆 的 相交 之 交点 而 定 出 来 。 因 为 坐标 可 以 随意 
选择 , 可 以 假定 做 图 时 所 用 的 直线 都 不 平行 于 y 轴 , 于 是 所 有 的 直 
线 的 方程 式 都 是 如 下 形式 ， 
4 一 720 十 2 (1) 
Yy 二 m8 十 6 与 4 一 MO 十 0 之 交点 是 (zi， 仿 ) 
b’'—b mb'—mb 


m—m 4 71 一 0 > 


征 该 二 直线 的 系数 的 有 理 函 数 . 


ss 与 。 


假定 (14) 与 圆 (w 一 0) ?十 (一 0)*=7* 相交 , 其 交点 的 模 坐 标 % 

由 方程 式 

(zz 一 02 十 (mo 一 Cd 十 为 2? 一 
决定 , 这 方程 式 的 系数 是 m, 5, c, 4, 7 的 有 理 函 数 , 故 2 可 由 mm， 
5, 6, 双子 经 有 限 次 加 减 乘 除 与 开平 方 得 之 ， 

至 于 二 圆 相 交 , 则 可 由 其 一 圆 及 两 圆 之 公 弱 相 交 算出 其 交点 ， 
这 与 以 上 所 说 的 相同 . 

3. 利用 这 些 结果 ， 可 以 证 明 ， 车 一 有 理 系 数 的 三 次 方程 式 ， 
二 aw 十 Bz 十 7 一 0 (a, B, 7 都 是 有 理 数 ) 的 一 个 根 z， 可 用 圆规 
及 直 尺 做 出 , 则 此 三 次 方程 式 一 定 有 一 有 理 根 . 

证 ” 先 介绍 一 个 名 词 ,如 \/I10--2w/ 5 这 种 式 子 是 经 过 两 层 
开 方 的 手续 得 来 的 ,我 们 就 称 它 为 二 层 根 式 ， 这样 三 层 根 式 .四 层 
根 式 和 % 层 根 式 的 意义 都 是 很 明显 的 . 

如 果 v1 本 身 是 一 个 有 理 数 就 没有 可 说 的 了 , 要 不 然 必 一 定 可 
以 写成 一 些 根 式 的 有 理 函 数 , 如 

(wwVE TB VatevV 7) NotvVdtevB, 
其 中 5, 6, d, e 都 是 有 理 数 . 我们 可 以 假定 在 wi 中 出 现 的 每 个 
根 式 都 不 能 写成 m1 中 其 余 层 数 和 它 相等 或 比 它 低 的 根 式 的 带 有 
理 系 数 的 有 理 函 数 。 现 在 假定 在 wi 中 出 现 的 一 个 最 高 层 根 式 
VR:m ~ LY ga, 5, 6, dd 都 不 包含 V 怕 ， 则 将 分 子 分 母 
乘 以 c-dV 人 后 ,wi 可 写成 一 e 十 f MK， 其 中 6, 下 都 不 食 
VE. 

以 =e 十 fTVK 代入 十 gs? 十 Bw 十 y 中 ,得 
(e+fvVER) +alet+f VE)+B(etfVE)+Y 
一 4 十 召开 =0; 

若 了 3#0, 则 ME= 一 全, 与 假设 矛盾 ，， 
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故 B=0, 4=0. 

因此 e 一 JfVEK 也 是 方程 式 的 一 个 根 ( 因 以 e 一 fMK 代入 
二 aw? 十 Bz 十 YY 的 结果 是 4 一 BVK). 

故 za 一 一 4 一 (e 十 JVK) 一 (一 JfMK) 一 一 4 一 2e 也 是 方程 式 
的 一 个 根 . 

如 采 e 是 一 个 有 理 数 , 则 定理 就 证 明了 , 现在 证 明 e 不 可 能 是 
一 个 无 理 数 . 要 不 然 , 假设 VS 是 出 现在 e 中 的 一 个 最 高 层 根 
式 .。 则 

ee 十 VS,e', 了 不 包含 MBS,， 
ws 二 Gg 十 kh VS， 且 hh 关 0. 

由 上 面 局 样 的 推理 知道 g 一 hv S 也 是 方程 式 的 一 个 根 , 并 且 
不 可 能 等 于 za, 所 以 g 一 hv 一 土 VK +e. 但 出 现在 9 和 如 中 
的 根 式 都 出 现在 e 中 , 所 以 土 VK =(--e+g 一 hvMB)/f 可 表 成 
出 现在 e 和 了 中 的 根 式 的 带 有 理 系 数 的 有 理 函 数 ， 这 是 不 可 能 
的 ，。 

4. 现在 可 以 看 一 看 三 分 角 的 问题 了 . 

由 cos 4 一 4cos3 S$ 3 cogs $ 得 

(2 COS 会 ) 一 蕊 (2 COS $)-2 cos A=0. 
改 三 分 角 的 问题 一 变 而 为 求 作 一 3z2 一 2c0s 4=0 的 根 问 题 . 

取 4=120 , 方程式 便 妄 为 

X32 二 1=0. 

这 个 方程 式 没有 有 理 根 ， 记 以 cos 40° 不 能 用 圆规 和 直 尺 作 
出 。 因 之 ,40” 角 不 能 用 圆规 和 直 尺 作出 , 也 就 是 说 , 120° 不 能 用 
轩 规 和 直 尺 三 等 分 . 

我 们 可 以 附带 的 解决 另 一 个 出 名 的 初等 几何 作 图 问题 ， 职 是 
要 作 一 个 立方 体 使 它 的 体积 等 于 已 知 立方 体 的 体积 的 二 们 .读者 
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可 以 用 同样 方法 解决 

另外 一 个 问题 就 是 要 作 一 个 正方 形 使 它 的 面积 等 于 一 个 已 知 
贺 的 面积 。 这 也 可 以 证 明 圆规 和 直 尺 是 办 不 到 的 , 不 过 需要 用 到 
一 点 别 的 知识 , 不 在 这 儿 多 谈 了 . 


五 ”三 分 角 的 为 一 面 


只 用 圆规 和 直 尺 去 三 等 分 一 个 角 是 不 可 能 的 ， 可 是 用 别 的 作 
图 器 械 和 别 的 曲线 去 三 等 分 一 个 角 却 是 可 能 的 . 

例 1 设 所 要 三 等 分 的 角 为 /40B( 图 和 ,以 O 为 中 心 , 04 
为 半径 作 一 半圆 540, 自 BO 上 取 一 点 DD, 使 4D 交 40 于 太 ， 
且 DE =.280O, 于 是 


AD- 二 /AO0B. 


现在 的 问题 就 是 已 这 个 点 怎样 求 。 


图 4 图 5 


用 圆规 和 直 尺 是 做 不 出 来 的 。 但 我 们 可 以 根据 这 个 原理 来 作 
一 个 三 分 角 器 如 图 5。 至 于 怎样 使 用 这 个 三 分 角 器 ， 读 者 可 以 看 
图 5 自明. 

例 2 用 双 上 曲线 法 ， 

作 离心 率 等 于 2 的 双 曲 线 ， 中 心 是 C, 顶点 是 4 及 4 延长 
C4 至 S, 使 48=C4'， 于 48 上 作 包 含 等 于 需要 三 等 分 的 角 的 
圆 弧 , 命 48 的 垂直 二 等 分 线 与 此 圆 弧 的 交点 为 0, 以 O 为 中 心 、 
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O04(=08S) 为 半径 作 圆 , 交 以 4 为 顶点 的 双 曲 线 的 一 枝 于 卫 ， 则 
LSOP== /S04( 图 6) 


因 离 心率 等 于 2, 故 上 为 双 则 线 
的 焦点 ，448 的 垂直 二 等 分 线 为 准 线 ， 
而 自 王 至 此 垂直 二 等 分 线 的 距离 PM 
的 二 售 等 于 PS， 以 PM 的 延长 线 与 
圆 缴 APS 的 交点 为 Q@, 则 PQ 为 PM 的 二 倍 , 同时 4Q 等 于 SPD, 

故 SP=PQ-04, / 

ASOP= /POQ- LQ04. 

例 3 用 晨 线 法 (图 7). : 

以 角 BAO 为 需要 三 等 分 的 任意 角 ， 作 和 矩形 4BCD, 以 4 为 
定点 ，BO 为 定 线 , 并 从 4 作 诸 射线 , 与 BC 相交 于 P'. 令 PP 等 
于 40C 的 二 信 . 则 了 点 的 轨迹 为 一 蛙 线 .延长 DO 与 此 是 线 相 交 
于 F. 联 4F， 则 


/AFO= BAG 三 /BAO. 


因 联 CO 及 GF 的 中 点 召 , 则 
FE~=HCO=AO. 


故 /BAG= /AFO= 5 /ANO= 读 ZFAO, 
因此 证 明 以 上 绪 果 ， : 
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一 一 为 纪念 中 国 科学 技术 大 学 建 校 五 周年 而 作 


“wf 


这 是 我 们 教 低 年 级 数学 基础 课 的 一 些 体 会 ， 似 乎 是 看 出 了 些 
问题 , 但 由 于 作者 的 水 平 限 制 , 对 数学 的 了 解 是 片面 的 , 并 且 更 没 
有 哲学 修养 能 从 若干 感性 知识 中 概括 出 理性 论断 来 ， 所 以 写 这 样 
一 篇 提供 素材 的 文章 , 希望 聚 沙 成 塔 , 集 腋 成 缆 , 以 备 沙 里 淘金 者 
的 参考 ， 

数学 中 有 两 大 类 的 问题 : 一 类 是 离散 性 质 的 ,一 类 是 连续 性 质 


题 的 学 科 ， 整 个 中 学 阶段 所 学 的 数学 可 以 说 都 不 是 突出 利用 “ 连 
续 性 与 “无 穷 性 ”的 学 科 .。 直线 上 的 点 显示 出 连续 性 质 , 但 突出 地 
重用 “连续 与 "无穷 确 始 于 微 积分 ， 在 描绘 一 瞬间 的 速度 ， 或 一 
瞬间 的 量 的 变化 ,我 们 重用 了 “连续 性 ”这 就 是 初等 数学 与 高 等 数 
学 的 分 界 。 但 如果 从 “初等 “高 等 这 些 字样 , 或 我 们 学 习 的 次 序 ， 
就 断定 “连续 性 的 数学 比 “离散 性 的 数学 更 优越 了 或 更 能 解决 问 
题 了 , 那 就 不 尽 然 了 .本文 的 目的 在 于 着 重地 谈 谈 离散 性 的 重要 ， 
@ 本 篇 与 王 元 同志 合作 。 感 谢 中 国 科 学 院 类 丽 生 副 院 长 的 鼓励 。 他 建议 我 们 把 
教学 体会 不 要 仅仅 写 在 数学 著作 [ij 或 教材 [23] 中 ,把 一 些 与 其 他 兄弟 学 科 可 能 有 关 的 
东西 , 写 出 来 互相 交流 , 因此 才 写 了 这 样 一 篇 内 容 无 杂 的 文章 ， 敬 求 史 部 学 科 及 本 学 科 
同志 们 的 指教 。 
197， 


但 必须 指出 .我 们 不 是 说 连续 性 次 重要 些 ,而 是 说 必须 两 者 妥善 结 
合 。 一切 从 实际 出 发 , 看 需要 而 决定 。 不 能 强 凋 - * 面 而 忽略 一 面 ， 
但 有 一 上 扎 似 季 可 以 同 初 学 者 建议 的 ， 在 学 连续 性 数学 之 前 ， 先 打 
好 所 对 应 的 离散 性 数学 的 基础 。 因 为 绝 大 部 分 连续 性 的 结果 往 
往 以 次 散 性 的 第 采 做 背景 的 . 或 者 是 离 敌 性 问题 的 极限 。 伺 着 不 
是 说 ， 我 们 不 应 当 把 学 习 的 时 间或 精力 在 连 绽 性 数学 上 多 论 一 - 


此 


一 -一 上 各 必 


先 看 看 客观 事实 , 如 果 本 来 就 是 离散 的 , 那 就 不 必 人 为 地 引进 
连续 性 (但 并 不 排斥 , 虽然 离散 ,但 多 到 无 法 处 理 的 时 候 , 也 势 所 必 
致 地 用 连续 方法 来 处 理 的 可 能 性 , 如 沙 的 流动 )， 在 资本 主义 国家 
里 有 些 经 济 学 者 , 用 微分 方程 来 处 理 经 济 学 上 的 问题 ,我们 对 经 济 
学 一 穿 不 通 , 不 能 有 所 批判 , 但 有 一 点 可 以 青 定 , 他 们 所 根据 的 数 
据 是 离散 一 一 或 者 实质 上 不 可 能 连续 化 的 。 如 : 农业 生产 量 不 能 
分 为 每 瞬间 几何 ? 它 是 季度 性 生产 ， 连 分 月 份 都 不 可 能 ， 枉 论 其 
” 他， 用 连续 方法 来 处 理 离散 问题 ,对 头 否 ? 但 他 们 有 这 样 的 答辩 . 
用 上 了 微分 方程 就 有 定性 理论 , 利用 它 易于 看 出 发 展 趋势 ， 岂 其 
然 哉 ! 实质 上 ， 利 用 差分 方程 或 矩阵 乘 方 的 性 质 照 样 可 以 看 到 趋 
势 ， 并 且 还 容易 些 , 还 浅显 些 。 但 是 在 大 学 课程 中 没有 包括 进去 
而 已 , 或 原则 上 有 之 , 但 未 象 微分 方程 那样 多 方 强调 而 已 。 在 (三 )》 
中 还 将 指出 连续 化 的 不 可 能 性 , 硬 用 较 深 的 数学 殊 无 谓 也 ， 深 入 
浅 出 是 功夫 , 浅 入 深 出 是 浪费 . 

我 们 有 这 样 的 不 成 熟 的 看 法 , 先 学 些 和 矩阵 知识 , 差分 方程 , 再 
学 微分 方程 , 则 既 可 以 学 得 处 理 “ 离 散 ” 问 题 的 方法 , 取 其 极限 , 往 
往 又 可 以 得 出 微分 方程 的 结果 . / 

以 上 所 讲 就 是 说 : 离散 问题 用 离散 方法 来 处 理 为 妥 的 论点 . 现 
在 进一步 说 明 : 连续 问题 中 的 离散 处 理 方法 . 

首先 的 问题 是 数据 取得 的 问题 。 能 不 能 取得 无 穷 精密 的 数 
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” 据 ? 不 能 ， 即 使 准 到 十 位 百 位 ， 用 十 位 百 位 小 数 表达 出 来 的 数据 
所 成 的 集体 仍然 是 离散 的 ， 而 不 是 连续 的 (并 且 有 时 过 分 的 精密 
度 是 完全 不 必要 的 )。 再 则 取 数 据 的 次 数 也 必然 是 有 限 的 , 离散 
的 . 

其 次 看 计算 工具 , 近代 的 数字 电子 计算 机 本 质 上 是 离散 的 , 它 
的 特点 是 根据 有 限 位 数据 进行 有 限 次 运算 ， 算 出 有 限 个 有 限 位 的 
解答 来 ， 一 切 有 限 , 仍然 是 离散 的 . 

最 后 所 能 拿 出 来 的 结果 (或 客观 的 要 求 也 是 如 此 ) 当然 也 是 离 
散 的 。 这 是 一 个 从 离散 到 离散 的 过 程 ， 数 学 家 们 通常 的 想法 是 从 
离散 数据 用 播 入 法 或 回归 法 得 函数 , 得 微分 方程 ,微分 方程 直接 解 
不 出 来 , 再 将 微分 方程 差分 化 变 为 代数 方程 (离散 ), 然后 得 出 离散 
性 的 解答 来 。 其 过 程 中 , 经 过 插入 法 有 误差 ， 经 过 差分 法 又 有 误 
差 , 变 成 代数 问题 以 后 的 求解 误差 就 不 提 了 ， 因而 提出 了 以 下 的 
课题 , 能 不 能 从 离散 直接 到 离散 ， 这 样 避免 了 经 过 函数 逼近 的 误 
差 , 避免 了 经 过 微分 方程 差分 求解 的 误差 如果 可 能 , 则 方法 初等 
化 了 ! 而 结果 反而 可 能 更 精密 了 ! ”我 们 水平 限制 不 敢 多 所 论 列 ， 
但 主观 上 雇 认 为 这 是 一 个 值得 尝试 的 方向 。 再 申明 一 下 ,重视 离 
散 性 方法 的 同时 , 我 们 决 不 能 忽视 连续 性 方法 。， 解析 数论 就 是 一 
门 用 连续 性 方法 处 理 离散 问题 而 获得 重要 成 果 的 分 支 ， 连 续 性 的 
考 虚 往 往 会 看 到 一 些 离散 性 所 不 易 看 到 的 问题 . 

以 下 罗列 一 些 例子 , 这 些 例子 是 从 教 基 础 课 得 来 的 ， 选择 的 
标准 当然 也 就 是 基础 课 或 略 高 一 些 的 水 平 。 并 且 都 是 选取 了 与 其 
他 学 科 的 科学 工作 者 有 共同 兴趣 的 问题 .各 节 之 间 的 关系 也 是 不 
太 大 的 .例如 :常用 富 利 哀 级 数 的 同志 不 妨 看 看 第 四 节 . 

再 重复 一 句 ， 这 是 抛砖引玉 性 质 的 文章 . 多 举 出 些 具体 的 感 
性 材料 ， 有 可 能 为 将 来 的 教学 改革 或 理论 认识 创造 条 件 ， 虚心 求 
教 , 敬 请 指正 。 


e。 199。 


二 ”对象 是 连续 的 ,但 我 们 只 能 了 解 到 其 
有 限 个 数据 一 一 算 体 积 , 算 面积 


在 学 了 微 积分 之 后 ,我 们 常常 有 这 样 的 喜悦 :任何 曲线 的 长 度 ， 
任何 曲面 的 面积 及 任何 物体 的 体积 都 可 以 用 积分 方法 来 处 理 了 . 
这 种 喜悦 是 应 当 有 的 ， 也 是 可 以 理解 的 。 但 是 以 为 这 就 已 经 可 以 
解决 问题 了 , 那 就 错 了 .深入 一 想 , 我们 所 学 过 的 方法 都 有 一 个 共 
同 的 要 求 ， 就 是 要 求 有 表示 曲线 、 曲 面 的 公式 。 也 就 是 在 实际 中 
有 没有 这 样 的 表达 公式 ? 例如 说 , 在 估计 矿藏 储量 时 ,有 没有 一 个 
表示 这 矿 体 周 界 的 解析 公式 ， 又 如 在 估计 山坡 面积 时 ， 有 没有 一 
个 z=f(w, 办) 表 示 这 曲面 的 公式 ， 在 实际 情况 中 是 没有 的 。 一 来 
由 于 我 们 不 可 能 对 每 一 点 都 进行 实测 ， 二 来 由 于 即使 对 矿 体 测 了 
很 多 点 ,但 也 是 不 能 够 求 出 曲面 的 表达 式 来 的 , 即使 拼 拼 北 凑 找 出 
个 公式 , 但 在 求 积分 的 时 候 , 依然 是 积 不 出 来 ( 找 原 函数 ) 的 时 候 
多 ， 而 能 够 积 成 初等 函数 的 时 候 少 一 一 少 得 很 ， 因 而 矿 体 和 山坡 
虽然 是 连续 分 布 的 ， 但 是 我 们 还 是 必须 用 离散 的 方法 才能 (近似 ) 
估 出 体积 及 面积 . 

但 这 并 不 是 说 微 积分 里 求 面 积 体积 的 公式 没有 用 了 ， 这 儿 是 


9 说 ， 必 须 看 看 怎样 才能 用 得 上 ， 并 且 将 发 
CS 
ZE 入) 现 ,理论 是 有 用 的 , 它 能 给 我 们 提供 具体 的 
A 


线索 ， 并 玫 我 们 判断 各 种 方法 的 优 务 性 友 
一 一 进一步 改善 这 些 方法 . 
| 还 是 举 一 个 例子 吧 : 在 估计 山坡 面积 
时 , 有 两 套 方 法 : 一 套 是 地 理学 上 的 方法 , 称 为 BozR0B 法 , 为 一 套 
是 矿藏 几何 学 上 的 方法 , 称 为 BaywaE 法 .以 下 我 们 把 它们 介绍 一 
下 , 再 比 优 务 ， 
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假定 地 图 上 以 44 为 高 程 差 画 出 等 高 线 , 并 假定 有 一 制 高 氮 及 
等 高 线 成 圈 ( 其 他 情况 很 容易 由 此 被 推导 出 来 ) .假定 由 制高点 Cn 
向 外 一 图 一 圈 地 画 等 高 线 (6,_1)，(ls_2)，…，(lo) 取 ( 必 的 高 度 
为 0，(4;) 的 高 度 为 为 ( 旨 与 (4i4) 之 间 的 面积 用 B; 表示 ( 即 投影 的 
面积 ) . 

工 ，BDayNaIH 方法 . 


a) Ci 一 于 (二 1s3) (中 间 直 立 隔 板 的 面积 )9 

b) 全 VV 本 +OF 就 是 所 求 的 斜面 积 的 近似 值 ， 

2 ，BoagoB 方法 ， 

a) 1 一 分 为 等 高 线 的 总 长 度 ，B 3 Bi 为 总 投影 面积 .由 


tpg a=-d 
已 

得 出 平均 倾角 om 

b) Bsec x=- V 刺 十 (及 "7 就 是 所 求 的 斜面 积 的 近似 值 

这 两 个 方法 娜 一 个 更 好 一 些 ? 这 些 方法 所 给 出 的 结果 在 怎样 
的 程度 上 迫近 斜面 积 y 又 当 等 高 线 的 分 布 趋向 无 限 精密 时 ， 这 些 
方法 所 给 出 的 结果 是 什么 ? 是 否 就 是 真 的 面积 ?下面 我 们 将 回答 
这 些 问题 . 

以 制高点 为 中 心 引进 极 坐 标 ， 命 高 度 是 2 的 等 高 线 方程 是 

c=p(z2, 0), O02 
(假定 p(s, 0) 适 当地 光滑 )。 命 = 世 和 妇 一 守则 (0) 所 围 线 
的 面积 等 于 
1 ~ 2 站 
于 | Ps Oo, 

(4) 的 长 度 等 于 

@ 等 高 线 (的 长 度 用 二 表示 。 


VOTE 


于 是 由 中 值 公式 得 
i Op (%;, 0) 
已; | pp (2 0) oO a 4h 
站 2 2 7 _ 2p0 (2 , 0) 2 
及 0;= | Vp 0) rE) a0 Ah, 


其 中 % 志 &%， 2 nl, 因此 当 4 一 0 时 ， \/ 2 十 O2 趋 近 于 
me 0 Ve je 
这 便 是 当 44h 一 0 时 ,用 BayMa 方法 算出 的 斜面 积 所 趋 近 的 全 ,而 
V( 训 已) (各 入 的 航 了 
oy loge) (el Yet) 
便 是 BomgoB 方法 算出 的 斜面 积 所 趋 近 的 值 . 
习 知 曲面 的 面积 S 为 


引入 一 个 复 值 函数 

风 S= ee fe, 0) |ag de, 
-se 
oo 下 人 re oul 

由 此 可 见 ; Bo<Ba<S. 
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结论 (i) BayMa 方法 比 Borro8 方法 精密 些 ，(ii) 所 求 出 的 
结果 比 真正 的 结果 常常 偏 低 一 些 ， 

除 此 而 外 ,不 难 讨论 B=S 及 BaS 的 情况 ,我们 还 可 以 给 
出 由 这 些 方法 所 产生 的 误差 的 估计 ， 并 指出 产生 误差 的 愿 因 及 训 
免 误 差 的 方法 .关于 这 些 请 参看 [1],，[21， 

附 记 1 本 节 所 用 的 积分 是 可 以 避免 的 。 


三 无 法 连续 化 一 一 非 负 方 阵 


如 产量 , 如 能 量 , 如 概率 都 不 能 是 负数 . 在 宇宙 线 的 族 射 过 程 
中 , 在 运筹 学 及 概率 论 的 若干 问题 中 , 往往 出 现 非 负 元 素 的 方 阵 ， 
即 某 些 物 态 的 多 寡 经 过 某 段 时 间 之 后 的 变化 情况 可 以 用 非 负 方 阵 
表达 之 。 更 具体 些 说 ,例如 有 甲乙 丙 三 种 物件 各 有 4, 6, 6 单位 
但 是 经 过 一 段 时 间 # 之 后 ， 甲 类 物质 变 为 gpu1，Qpi2, pis 单位 的 
甲乙 两 三 类 物质 ， 而 乙 类 物质 变 为 bp21，0Pp22，8pss 单位 的 甲乙 丙 
三 类 物质 ; 再 类 物质 变 为 cpa1， cpse,， cpss 单位 的 甲乙 两 三 类 物质 ， 
即 经 过 时 间 后 ,甲乙 丙 物 质 的 数量 各 为 
api1 + bpa1 + CPal, 
WPD1s + OP22 + CD39, 
QD13 十 Dos 十 Casa 
个 单位 ， 由 于 物质 不 能 变 负 , 所 以 pp5 关 0 这 方 阵 
D1 办 12 P18 
ee p22 四 
Dsi P32 Ps3 
称 为 变化 方 阵 ， 如 果 原 始 物 质 的 数量 用 矢量 2= (4, 5, 0) 表 之 , 则 
经 过 时 间 t 后 ,其 数量 将 为 
oP, 
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襄 果 仍然 照 这 桩 的 关系 变化 , 则 经 过 21 时 间 将 得 
op” 
经 过 nt 时 间 则 为 
op” 
当 mw 增加 时 ,我 们 可 以 看 出 发 展 趋势 ， 
为 了 易于 了 解 起 见 , 我 们 回 到 单一 的 情况 . 设 原来 的 数量 是 
c， 经 过 单位 时 间 后 变 为 cg， 经 过 %% 个 单位 时 间 得 ce9"， 经 过 半 个 
单位 时 间 可 以 设想 , 它 的 数量 是 cq!2( 注 意 问 题 就 在 这 儿 了 ! ), 一 
般 地 讲 , 可 以 设想 在 时 间 的 时 候 , 它 的 数量 是 f(t) =cg', 它 的 微 
分 表达 式 是 
Sf = (0g9f, FO0) =0. 
也 就 是 说 f(t) cg! 是 微分 方程 唯一 的 解 。 
对 于 单一 的 现象 , 这 方法 虽 有 在 理论 上 不 妥当 的 地 方 , 即 在 时 
闻 1/2 是 否 是 ous 倍 。 但 是 在 应 用 的 时 候 并 不 出 现 困 难 , 其 主要 
原因 是 一 个 正 数 可 以 任意 开 方 ,也 就 是 
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是 实 的 存在 的 。 这 个 规律 可 以 描述 为 量 的 增加 率 与 时 间 成 比例 ， 
因此 可 能 事实 上 虽然 21 不 定义 ,但 我 们 理想 地 设想 它 存在 , 并 不 
会 发 生 什么 矛盾 . 

如 果 有 人 希望 把 这 一 规律 推广 到 多 个 现象 的 时 候 ， 那 就 势 所 
必然 地 要 求 , 求 方 阵 了 的 平方 根 ; 求 方 阵 卫 的 任意 方 根 ， 是否 有 
非 负 方 阵 的 平方 等 于 P? 如 果 没 有 , 则 用 微分 处 理 是 不 可 能 的 , 举 
个 例子 , 没有 非 负 方 阵 的 平方 等 于 


0 工 
1 ol 
其 理由 是 极 简单 的 , 如 未 


® ZO4». 


和 


( 让 - 0 1\ 

¢ da -4 of 

则 3 十 bec=0， 由 %, 5, 6 的 非 负 性 质 得 4=0 及 5 或 c=0， 这 是 
不 可 能 的 , 换言之 ,如果 方 阵 卫 不 是 “无穷 可 分 的 ,也 就 是 没有 实 
方 隆 Q@ 使 P=e， 则 不 可 能 用 微分 方法 来 处 理 。 在 研究 线性 弹性 
系统 微 振 动 的 颤动 性 质 的 时 候 , 所 对 应 的 方 阵 的 特征 根 全 是 正 的 ， 
而 且 是 不 同 的 ， 因 而 @ 是 存在 的 。 但 在 经 济 现象 中 ， 有 波浪 式 前 
进 ， 螺 旋 式 上 升 的 现象 ， 这 说 明 它 所 对 应 的 方 阵 不 可 能 全 部 是 正 
根 , 而 可 能 有 人 负 根 或 复 根 存在 ， 如果 出 现 负 根 即 就 无 法 保证 “无穷 
可 分 性 . 因而 用 微分 方程 的 理论 来 笼统 地 处 理 经 济 现象 是 欲 已 
反 拙 的 . 

在 物理 现象 及 概率 现象 中 ， 当 运用 微分 方程 来 处 理 这 种 现象 
的 时 候 , 既 要 考虑 能 不 能 , 又 要 考虑 要 不 要 , 如 果 并 不 能 证 明 无 穷 
可 分 时 , 用 差分 方程 保险 些 。 在 证 明了 "无穷 可 分 时 , 也 可 能 用 
差分 方程 更 简单 些 . 不 一 定 要 用 咎 分 方程 ， 

这 儿 再 说 些 题 外 之 言 ， 完 成 演变 所 需要 的 时 间 是 否 有 单位 
存在 ? 即 短 于 这 个 时 间 ， 不 能 完成 某 种 演变 。 在 这 样 的 情况 下 ， 
“差分 法 比 “ 微 分 法 更 能 表达 客观 现象 . 在 这 种 现象 中 , 时 间 变 
为 “离散 ”但 基本 单位 是 多 长 ?如 果 多 种 不 同 单位 现象 的 混合 , 情 
况 又 如 何 ? 在 数学 上 反映 出 来 更 有 可 上 度 约 与 不 可 上 度 约 的 情况 ， 因 
而 类 似 数 论 中 Diophantine 迄 近 的 现象 出 现 了 ， 但 确 是 远 更 复 淋 
的 问题 。 

附 记 1 关于 非 负 方 阵 的 一 些 性 质 ， 

定理 1 如 采 


Zaij9, Ly0, j=1, 2,*…,%, (1) 
tT 二 上 


则 方 阵 4= ko 的 特征 根 的 绝对 值 都 过 4. 
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这 定理 的 证 明 是 很 简单 的 ， 由 特征 根 入 的 定义 ， 有 非 全 为 零 
的 v1, ”“) wn 使 


入 
之 Vr; = 一 入 2 
和 1 


因此 DEAD > 
所 以 i 
即 得 所 证 ， 


这 一 性 质 在 以 后 要 用 , 所 以 给 予 证 明 , 实质 上 , 非 负 方 阵 的 者 
干 性 质 与 特征 ， 似 乎 都 有 它 的 经 济 学 (或 其 他 用 得 到 它 的 学 科 ) 上 
的 重要 意义 例如, 非 负 方 阵 有 一 个 最 大 正 特 征 根 , 这 似乎 可 以 用 
来 作为 一 个 经 济 体系 的 发 展 速度 的 标志 ， 而 对 应 于 这 特征 根 有 一 
非 负 元 素 的 特征 天 量 , 这 特征 矢量 似乎 反应 了 各 种 产品 之 间 , 或 产 
品 与 劳动 之 间 的 正确 等 价 关系 , 如 果 有 复 虚 数 的 特征 根 存在 , 则 肥 
映 了 可 能 者 二 部 门 间 会 出 现 螺 施 式 上 升 , 波浪 式 前 进 的 情况 ， 

不 仅 如 此 ， 还 可 以 提供 “应 当 改 进 哪些 系数 (如 每 吨 钢 的 煤耗 
系数 ) 可 能 使 我 们 的 经 济 系 统 增长 最 快 的 线索 ， 因 而 决定 应 当 改 
进 的 关键 性 的 环节 。 当然 这 样 的 建议 只 能 作为 参考 , 而 更 重要 的 
是 人 的 作用 。 


四 ”多 算 了 反而 吃亏 一 一 实用 调和 各 分析 


在 广泛 的 应 用 中 ， 我 们 经 党 要 把 一 个 函数 f(%) 展开 成 为 
Fourier 级 数 , 即 


太一 一 十 > (Qn COS ME + bn sin m2), (1) 
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了 2 
Cm 一 三 | 大 (CocoS mes CT， 
和 5 Jo 


本 (2) 
bn = 二 | 大 zsino2000， 
有 时 用 等 价 的 复数 形式 的 Fourier 级 数 
f (2) ~ SB One™, 
, (3) 


O -元 | f (0)e-mde | 
™ 2rjJo 


如 果 f(z) 是 由 实验 得 来 的 ， 有 时 仅 测 得 有 限 个 数据 , 根据 这 
有 限 个 数据 , 怎样 求 出 渐 近 的 Fourier 级 数 来 呢 ? 有 时 f(z) 即使 
有 解析 表达 式 , 但 积分 (2)，(3) 的 原 函 数 无 法 获得 , 因而 必须 进行 
数 全 积分 , 对 于 这 两 种 情况 , 一 般 都 用 以 下 的 方法 来 处 理 ， 
假定 在 [0, 2w] 中 给 了 nn( 二 2% 十 1) 个 点 的 函数 值 


D 2 Dlnm, 
而 用 dm Gm— Yi eos 一 一- 一， 
nn =U nv 
n—1 
f 2 。 Dln? 
及 bm~ bm=— p>2 Yi SI -一 一 
nn 71=U 1 


来 近似 计算 cm 与 56m， 也 许 会 出 现 这 样 的 错觉 , 少 取 几 个 数据 ， 利 
用 现代 计算 工具 多 算 几 项 cnw，pw， 风 


N 
也 + SS (wcosmzt bn sin ms) (4) 
1 二 1 


会 更 精确 地 逼近 于 f(z). 这 是 不 对 的 ， 如 果 仅 给 了 %% 个 数据 ， 即 
用 nw 个 点 的 函数 值 来 近似 计算 en 与 gw。 过 多 的 计算 不 但 不 能 增 
加 精确 度 ， 反 而 会 增 大 误差 ,甚至 于 变 成 荡 座 的 结论 ， 其 理由 古 
mn = nm bn= bnrm(m=1, 2, * )， 所 以 级 数 

二 S, (qh, cosmz 十 区 sinma) (5) 
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是 发 散 的 。 因而 一 直 算 下 去 , 所 得 出 的 竺 果 将 大 大 偏离 于 原来 所 
贫 的 函数 了 (w) (特别 当 /六 w 是 有 一 定 光 滑 的 函数 , 例如 连续 , 可 微 
商 等) 我 们 可 以 证 明 最 好 是 算 到 项 , 多 算 则 浪费 精力 , 造成 更 
大 的 误差 , 少 算 则 没有 充分 利用 数据 ， 

用 初等 指数 和 的 方法 来 处 理 这 一 问题 ,方法 是 离散 性 的 ,并且 
亦 易 于 计算 ， 先 从 复数 形式 的 Fourier 级 数 演 起 : 假定 在 区 间 
[一 wz, w] 中 给 了 省 数 并 (2) 的 n( 一 2n 十 1) 个 数据 


一 一 2 -一 [村 d ， 
y= (下 ), l=0, 士 十 ， ， 十 了 。 (6) 
利用 公式 
1 < 2m7im/n | 0， 在 77 7 
人 1， 车 jm. ) 
可 以 从 
Y= >, O" em/n [<n (8) 


定 出 Cn 来， 定 Cu 的 方法 是 : 以 e ”4% 乘 (8) 式 ,并 对 红 求 和 ,由 
(7) 得 出 


nm* Ld 天 “ 
,Yi 6 本 之 Cn 之 ， EO 多 O,. (9) 
因此 建议 我 们 用 


S» (2) 之 Orne 
YY 1 C- OT 10 
ni ny 之 ， Mié ( ) 


来 逼近 f(z)。 我们 现在 来 估计 Sx(z2) 与 /(%) 的 误差 . 
定理 1 假定 f(z) 在 [一 x, wj] 中 有 ?( 之 2) 阶 连续 第 商 , 而 且 
是 以 2 为 周期 的 函数 ,并且 假定 
| 产 oO <<C， 
则 


|f (2) 一 So | < | (11) 


VA 


+ OB:* 


On 一 5 | fe Pr qr (12) 
分 部 积分 次 得 | 
-~ (Cr -i | 
™ gm | (0)e 
pF QO 
立刻 推 得 [Cn | < 区 于 
因此 
- | Sa CO | ghe 
0)— HY One™ | 去 ~ <20 
f (0) ,之 ,Cne <2 之 ,， ml n’ MW 
20 
== 一 -一 一 一 13 
(7r—1)n’' T° (13) 
当 je | sw 时 ， 
CC 一 人 ， 。 (一 工 D3 WE TEA 
0 1 
0 + 3 p27Tilm/? NS OCA/ 
人 [==—n! 0 一 一 co 
-0 3 0, p3 PE A 
4 四 = oa li——1! 
=0n— > Cu 
gmod n) 
因此 [On—Cnl< 之 | Omint!, 
这 儿 区 表示 和 号 中 除去 1 二 =0 一 项 ， 因 此 
> (0n-OWe™l< TS, YY lOmenl 
< 0 0 i< 2 (14) 


| 十 ?| 7 (一 二 1071 
( 任 一 整数 7 可 以 唯一 地 吉成 为 +m《(Im| 志 nw) 的 形式 ,但 二 0， 
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这 表达 除去 | <% 以 外 的 所 有 整数 , 故 得 所 云 . ) 
因此 由 (12), (13),，(14) 得 
4C 


|f (%) — Sn (2) | ~ Dn 
在 实际 计算 的 时 候 ， 和 以 表达 得 更 人 简单 些 ， 
性， (0) — > OO Em? 一 DS 3 Je 了 2 过 


= ”让 -= 二 一 肌 


~ S Yl 3 Bi 一 2 让 nm 


1 二 一 可! 


1 SIn Ca 十 去 (0 27l/n) 


人 Sin 可 (2 一 27577 1) 


| sin (377— ad! 
YN 
六 一 -~ pe a _ ~ 

和 Ln .了 ， D 7 

S11] 5 4 ee A 1 ?2 ) 
SiN — Nn7 
2 " (~— 1 )ia 

ee. ， ~ ei 才 筷 
一 二 _ 2 站、 


和 一 gin 村 (2— 2mt/n) | 
附 记 工 如 果 分 点 
Ori 2 
不 是 均匀 的 , 则 可 以 由 联 立 方程 


2 ao 上 立 (@m COS moei t+ bmn Sin mwi) = oi, 
(1<i<n) 


| nn? 
+ 2) (Gn cos me bmn sinms) ~Yy(%), 
n=] 


消去 go, Q&m,， bm 而 得 出 9 与 轨 ，…, ys 的 关系 。 
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五 ”差分 方法 一 一 连续 与 离散 回 
一 座 和 常用 的 桥梁 


在 微分 方程 的 求解 中 ,我 们 常用 差分 方法 , 这 是 一 个 应 用 十 分 
广泛 的 方法 。 简 言 之 , 这 一 方法 是 将 微分 方程 的 求解 问题 化 为 代 
数 方程 《 即 所 谓 差分 方程 ) 的 求解 问题 ， 为 了 简单 起 见 ， 作 为 例 
子 ， 我 们 现在 扼要 地 介绍 一 下 用 这 一 方法 来 处 理 Laplace 方程 的 
Dirichlet 问题 的 过 程 . 在 求解 差分 方程 时 ,我 们 将 要 谈 到 代数 方 
法 与 Monte Qarlo 方法 , 并 作 一 些 分 析 比 较 ， 

问题 : 命 G 是 一 个 有 光滑 周 界 的 有 界 的 平面 单 联 通 区 域 . 在 
它 的 边界 了 上 给 了 一 个 连续 函数 f(z, y), 求 连续 函 数 w(z, YY) 适 
合 于 

(i) 在 G 内 满足 Laplace 方程 


Ow Ow 
1 
Or” Oy °. (1) 


( 订 ) 在 人 荆 上 取 已 给 函数 了 的 值 . 

关于 愉 的 近似 求法 的 步 又 如 次 : 

1. 网 属 化 . 在 平面 上 和 作 与 坐标 轴 平 行 的 两 族 曲 线 

r=mh, y=nh, 

这 儿 是 茶 一 正 数 ， 而 m, rn 过 所 有 的 整数 值 ， 这 样 的 区 域 GG 当 
然 为 一 些 以 h 为 边 长 的 正方 形 所 覆盖 .正方 形 的 项 点 称 为 整 点 ， 
与 G 有 公共 点 的 正方 形 所 成 的 区 域 以 @* 表 之 。 Br 是 一 多 边 形 . 
全 @ 是 9 的 边界 上 的 整 点 ， 假 定 人 与 Q@ 的 最 近 点 是 了 (如果 有 
许多 点 有 相同 的 距离 , 则 可 取 其 中 的 任意 一 点 ), 我 们 定义 / (8) 一 
了 (P). 这 样 在 G* 的 边界 的 整 点 上 都 有 了 函数 值 f(8@). 

由 .差分 化 。 用 


2T1。 


LU | 
(| 


图 2 图 3 


usth, y) —2ur, Yy) Eu sh, y) 
he 

及 uw, Y+h) 一 20(02，0) 十 2 人 人， 一 大) 
,2 


v 2 1 | Laplace 方程 可 以 改写 为 


wv, Y) 1 y) d+-u(s—h, y) 


wy, Y+h) tu(zr, Yy—h)]. (2) 
也 就 是 在 非 边界 整 点 (%, 9y), 函数 (wz, y) 的 数值 等 于 其 东 ， 两 ， 
西 , 北 四 邻近 整 点 的 函数 信 的 平均 


IIT. 问题 一 变 而 为 已 知 多 边 形 边 界 整 点 的 函数 值 而 求 内 部 
整 点 的 函数 值 的 问题 了 , 即 问题 化 为 求解 线性 方程 组 (2). 

但 是 由 此 得 到 的 是 否 会 是 了 巴 厦 方程 组 ? 是 个 仅 有 唯一 的 解 ? 
都 是 必须 解答 的 问题 . 我 们 现在 先 举 一 个 简单 的 例子 , 然后 就 直 
党 地 看 出 一 般 的 理论 了 ， 

不 妨 取 h=1, 给 了 八 点 的 函数 值 w(2, 0), w(l, 1), w(0, 2)， 
wi—1, 1), uv(—2,0), wv(—1, —1), (0, 一 2), w(l1, 一 1),， 求 
w(0, 0), wl1, 0), w(0, 1), wu(—1, 0), uw(0, 一 了 五 值 多 ， 


QD 不 难看 出 ,对 于 这 个 倪 子 ,图 3 与 时 图 形 是 等 价 的 。 
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将 方程 式 全 部 列 出 ， 
w 0, 0) = 了 (u(t 0) +w(0, 1) 
+u(—1, 0)+u(0, —1)) 


wl, 0) = (u(2, 0) +u(1, 1) 


、 

+u(0, 0) +u(1, —1)) 

w(0, 1) = 了 (wll, 1) +u(0, 2) | 全 
Fu(—1, 1) 4+u(0, 0)) 

u(~1, 0) =3 (2(0, 0) +u( 1, 1) 
+u(—2, 0) 4+wu(—1, —1)) 

w(0, -DD) = 地 (ull, -1) +wu(0, 0) 

) 


+w(—1, —1)+wu(0, —2)). 
由 消去 法 得 出 


w (0, 0) = 二 (w(2, 0) +2w(0, 2) +wu(—2, 0) 十 2(0， 一 2) ) 
十 元 ((&( 1)+wu(—1, 1) 
+wu(—1, —1)+wu(l, ~—1)), : (4) 


w (1, 0) — 3 uw(2, 0) + (wl, 1)+uwu(1i, —1)) 
+ (ul 1)+u(—1, —1)) 


+ (0, 2)++u(—2, 0)+v(0, —2)) (5) 
等 等 
这 些 系数 于, ，J 了 3 ，… 的 意义 是 什么 ? 我 们 以 后 再 交代 ， 


先 作 以 下 的 代数 处 理 ， 把 这 十 三 个 点 的 函数 值 作 为 一 个 列 矢 量 的 
元 素 , 则 (3) 式 可 以 写成 
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0 工 工 工 工 :00000000 
1 4 ] 

“uo0,0) “I |4 二 00000 0, 0) ~ 
40, 1) ° 0 : 4 4 4 | ww (0, 1) 
i ) 于 : 0 = T 0 0 0 = 0 i 1 | 
A 1 : 1 1 1 | “2 
ul1, 1) EE :0090F400 87| “0,D 
wu(—1, 1) 0 本 2 一 工 1) 
wu(—1, —1) : 1 w(—1, —1) 
ut{l, 一 二 ) ] () w ll, 一 十/ 
u(2, 0) 1 w (2, 0) 
wu (0, 2) 0 | w (0, 2) 
u(—2, 0) 0 1 u(—2, 0) 
wu (0, —2) | : 1 wd, —2) 

| : 1 (6) 
2 PQ C2 

可 以 抽象 得 (0) 
地 CO I 4) 


这 儿 % 是 边界 整 点 的 函数 值 所 成 的 列 和 撩 量 ， 而 久 是 “内 部 整 点 的 
负数 值 所 成 的 列 天 量 。 这 种 表达 法 对 一 般 的 问题 都 对 。 它 实质 上 
表达 了 两 件 事 : (i) 内 部 整 扣 的 函数 值 可 以 表 为 其 东 , 南 , 西 , 北 四 
邻近 整 点 的 函数 值 的 平均 . 〈 边 边界 所 仍然 是 边界 点 ， 

因为 一 个 整 点 只 能 是 不 超过 四 个 整 点 的 邻近 点 ， 所 以 方 阵 蕊 
的 每 列 元 素 之 和 丝 二 1。 现在 来 证 明 P* 的 每 列 元 素 之 和 缘 <1. 六 
若 不 然 , 由 于 了 的 元 素 只 能 取 0 与 1/4 二 值 , 故 卫 必 包 有 子 方 阵 


1 
4 4 4 了 
1 1 1 1 | 

TT 

开工 

| 4 | 4 
1 1 1 

_4 4 4 4 
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但 是 因为 不 能 有 两 个 不 同 的 整 点 具有 同样 的 东 , 南 , 西 , 北 四 邻近 
整 点 ， 所 以 这 是 不 可 能 的 。 因此 P? 的 每 列 元 素 之 和 学 <1， 因 此 
由 三 节 可 知 P? 的 特征 根 的 绝对 值 丝 二 1， 从 而 
Ho 1 一 0 

而 和 且 Q+ PQ+ PQ+-.: 
收 慌 (收敛 于 (I 一 P)-'Q)， 将 (7) 式 连续 迭代 % 次 得 

{¥ 二 QO\” a 

-lo 了 

上 十 并 十 居间 二 二 天 1 
-(, I )(»). 

命 n>co, 则 得 


TY [oe 
至 志 O 了 vf 


因此 w=(Q+PQ+PIQ+-…)v= (T+P+P+.…)Qo. (8) 
这 就 是 问题 的 解答 。 也 就 是 当 给 了 边界 整 点 的 函数 值 %， 可 以 由 
(8) 算 出 内 部 整 点 的 函数 值 勾 来, 这 建议 了 以 下 的 算法 . 

(A) 代数 法 。 把 忌 写 成 列 矢量 (om， 0 ,9 写成 (1, …，， 
vz) ， 如 果 内 部 整 点 中 w 与 边界 整 点 2; 相 邻 ， 则 在 @ 的 (i 由 位 置 
记 上 1/4,， 否则 记 上 0。 如果 内 部 整 扩 wi 与 ww 相 邻 ， 则 在 全 的 
(2%, 了) 位置 记 上 1/4, 否则 记 上 0。 这 样 得 出 卫 与 @, 用 以 下 的 格 
式 算出 (8) 来 。 


| - 
- Pov RI=Qv+ PQ 
PP P2R 一 如 一 让 十 二 
pp R= Ret+ Pho 
区 Ph RBF 


中 内 部 整 点 与 边界 整 点 亦 分 别 记 之 为 Ul ***» Wi 性 1 "sy Uks 请 幻 混 消 . 
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用 到 我 们 的 例子 上 , 由 于 


pp; 


| 
| 一 
也 


所 以 
已 二 QT 十 QT 二 … 


(+ (P+Poe(1+ 于 ++)) Q 


-(I+§ (P+P’))Q 


1 1 1 1 1 1 1 1 
6 6 6 6 12 12 12 12 
T1171 1 
24 24 24 324 48 48 48 48 
7 71 1 1 B31 1 
24 24 24 24 483 48 48 48 1 
17 7 1 1 1 1 1 
24 24 24 24 48 48 483 48 
1 1 7 7 1 1 1 1 
24 24 24 34 48 48 48 48- 


必须 指出 ， 这 儿 所 介绍 的 计算 程序 比 解 方程 组 的 普通 程序 更 
快速 些 ， 

现在 再 来 看 看 (4)，(5) 中 系数 的 几何 意义 ,看 一 下 (和 式 中 的 
元 及 -二 可 能 会 想到 ， 由 (0, 0) 出 发 到 (0, 2) 有 一 条 直路 , 到 (1 
1) 有 两 条 路 “1” 与 “J”， 一 共有 了 2 条 路 ,因而 到 (0, 2) 的 可 能 性 是 
- 启 ， 而 到 (tb, 1) 的 可 能 性 是 - 训 - 一 去 等 等 

这 种 讲法 是 有 道理 的 , 但 不 易 推广 .请 看 下 面 的 说 法 从 (0， 
0) 到 其 东 , 南 , 西 , 北 各 邻近 点 的 可 能 性 各 占 于 。 但 这 四 点 均 非 边 
界 整 点 , 因而 由 (0, 0) 一 步 到 达 边 界 的 可 能 性 是 零 . 
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任何 一 内 点 到 其 四 邻 点 的 可 能 性 都 是 了 .因此 从 (0，0) 走 两 
步 , 共 16 种 可 能 性 ,其 中 到 一 顶点 的 各 有 一 种 ( 共 四 种 ), 到 一 边 点 的 
各 有 二 种 ( 共 八 种 ). 进一步 退 一 步 仍 在 原点 的 四 种 . 因此 任意 走 两 
步 达到 每 一 顶点 的 可 能 性 是 -， 达 到 每 一 边 点 的 可 能 性 是 
= 喜 ， 仍 回 原 地 的 可 能 是 地 

走 三 步 不 可 能 由 (0, 0) 到 达 边 界 点 . 

再 看 走 四 步 的 情况 , 走 两 步 已 达 边 界 的 情况 不 谈 了 。 后 二 步 
依然 从 (0， 出 发 但 现 在 到 边界 点 的 可 能 性 要 科 上 导 了 。 即 由 


(0, 9) 走 四 步 达到 每 一 顶点 的 可 能 性 是 于 训 法 到 每 边 点 的 


可 能 性 是 子 * 亏 ， 而 返回 原 地 的 可 能 性 是 工 , 工 


五 步 不 能 , 而 六 步 的 可 能 性 各 为 
1 1 11 1 1 


16’ 2 8’ 下 
等 等 . 由 (0, 0) 出 发 走 奇数 步 达到 边界 点 的 可 能 性 是 没有 的 . 走 2 
步 达 到 每 一 顶点 的 可 能 是 


工 
41 16 
达到 每 一 边 点 的 可 能 性 是 | 
4 8° 
而 返回 原 地 的 可 能 性 是 | 
Tn. 


因此 , 达到 每 一 顶点 的 可 能 性 是 


1 1] 1 1] 1 
6 416 1 E16 


- 亩 (+ 语言 +")- 吉 (二 - 喜 


而 达到 每 一 边 点 的 可 能 性 是 


1 1 TAN lt 
i 
返回 原 地 的 可 能 性 是 
lim 0. 
这 就 是 概率 论 中 的 随机 游 动 . 


再 看 (5) 式 中 -3 的 意义 : 由 (1, 0) 一 步 可 能 到 达 (2, 0), 可 能 
性 是 于 由 (1, 0) 走 一 步 不 到 边界 点 只 可 能 到 (0, 0)， 可 能 性 是 


于 ,以 后 的 情况 与 从 (0，0) 出 发 相同 因此 走 一 步 以 上 达到 (2, 0) 
的 可 能 性 是 子 十 -， 总 的 可 能 性 是 


1 1 1 18 


ee Cy, 


4 4 12 本 
同样 到 (1, 1) (或 (1i， 一 1)) 的 可 能 性 是 


到 其 他 的 边界 点 必 经 (0, 0), 因此 就 是 (0, 0) 到 达 这 些 点 的 可 能 
性 乘 以 于 即 得 


从 这 一 简单 的 例子 , 不 难 直 觉 地 看 出 一 般 的 理论 。 这 也 建议 
我 们 用 概率 方法 来 解决 “Laplace 方程 的 边界 值 问题 .实质 上 , 解 
决 “差分 化 后 的 代数 方程 组 ”. 

(B) Monte Carlo 法 (或 概率 法 )， 我们 先 一 般 地 定义 二 维 随 
机 游 动 如 下 ; 设 有 一 质点 从 GY 的 某 一 整 点 出 发 ， 以 等 概率 14 回 
其 东 , 南 , 西 , 北 四 相 邻 整 点 移动 一 步 ， 然 后 再 以 同样 的 方式 ， 从 新 
的 位 置 向 其 相 令 的 四 整 点 处 移动 一 步 , 如 此 继续 下 去 , 直到 达到 茶 


se 了 Be 


图 4 


加 


一 边界 整 扣 , 游 动 便 告 终止 ， 设 随机 游 动 的 一 条 路 线 是 
yaiAd-—>A1->.…—> A :>QEL, 
则 定义 随机 变量 的 值 为 
和 一 070 = (8) 
此 处 了 (Q@) 为 边界 整 点 @ 的 函数 值 , 若 4 为 边界 整 点 , 则 定义 
“一 (7o) =f (0). 
随机 变量 E 的 数学 期 望 (8) 即 方程 组 (2) 的 解 ， 换 言 之 


B(E(y)) =F HE)), 
4Ar AEG, (9) 


BE(E(Y0O))~=f(Q)， 站 DEL ， (10) 
此 处 411，41s， 41s，414 分别 为 4 的 东 , 商 , 西 , 北 四 邻 扩 ， 
命 二?4) 表 示 循 路 线 ya 洲 动 的 概率 则 


及 


P(y) 一 语 . 
因此 EB(E (YA)) 一 之 E (YT (7Y4), 
此 处 右 端 为 对 一 切 从 .4 出 发 的 游 动 路 线 求 和 。 由 4 出 发 , 第 一 步 
必然 是 走 到 其 东 , 南 , 西 , 北 四 邻 点 A411，A12，A13，414 中 的 一 个 ， 
然后 再 继续 游 动 ， 因 此 、 


BE =TE EVP ASAD POY). 
J Van 
由 于 了 (4->44) 一 子 ， 所 以 
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t 


SBE)). 


此 即 (9) 式 ， 其 次 当 QEI* 时 ,只 有 一 条 游 动 路 线 , 即 停止 不 动 . 
因此 


Mr 
et 


BE -FETE Py) 
1 
4 


EB(E(YD) = 之 E (YO PY0) =é(70) =f (8). 


改 得 (10) 式 .， 
设 对 & 进行 了 WV 次 观察 得 到 
61, **", SN. 
则 根据 大 数 定律 可 知 , 对 于 任意 s>0 涌 石 


jm P (2) -而 六 < 
因此 当 A 充分 大 时 


就 可 以 作为 如 (&)( 即 解答 ) 的 近似 值 . 
随机 游 动 一 般 是 用 物理 方法 或 者 用 数学 方法 产生 的 随机 数 来 
实现 的 . 在 此 不 详 谈 了 。 这 里 说 一 个 通俗 的 办 法 : 用 粉笔 将 G 画 
在 围棋 盘 上 .如 果 要 求 某 点 的 函数 值 , 可 以 先 在 此 做 一 记号 , 再 放 
上 一 个 模子 , 用 标 有 东 , 南 , 西 ， 北 的 正四 面体 山子 ( 见 图 5) 投 撕 ， 
如 果 落 地 的 一 面 是 东 ( 或 南 , 西 , 北 ), 则 向 东 ( 或 南 , 西 , 北 ) 走 一 步 ， 
再 掷 再 走 , 一 直到 达 边 界 为 止 。 这样 便 得 到 一 条 随机 游 动 , 边界 上 
的 函数 值 即 游 动 的 随机 变量 的 值 5。 进行 充分 多 次 的 游 动 ( 设 为 
AN 次), 记 下 6 对 这 AN 次 激动 的 但 
S51 ***, Sx. 
共 算 术 平 均 就 是 所 欲求 点 的 函数 值 的 近似 信 
结论 ”差分 方法 的 误差 由 三 部 分 构成 ，(i) 网 格 化 时 ， 移动 边 


一 


界 值 所 产生 的 误差 (让) 差分 化 时 ,把 微 商 换 成 差分 的 误差 《iii 
解 差 分 方程 时 , 代数 法 产生 的 是 普通 的 误差 , 而 Monte Warjlo 法 产 
生 的 是 概率 的 误差 ， 
因此 ，Monte Warlo 法 的 误差 比 代 数 法 的 误差 更 大 些 , 亦 更 不 
可 菲 些 . 但 另 一 方面 ，Monte Carlo 方法 的 计算 程序 特别 简单 ,而 
且 如 采 我 们 只 需要 求 得 某 些 整 点 的 函数 值 ， 而 不 是 全 部 整 点 的 图 
数值 ,用 这 一 方法 就 更 加 经 济 了 . 


入 述 途 


有 些 解析 公式 看 来 不 错 , 似乎 是 很 解决 问题 的 , 其 至 于 彻底 解 
决 问题 的 ， 但 如 果 不 加 思索 地 加 以 运用 却 会 引入 迷途 .如果 较 全 


一 
pA 


面 地 理解 “连续 与 离散 间 的 关系 ,这些 失误 是 完全 可 以 避免 的 ! 


并 且 与 此 相反 ,反而 有 相辅相成 之 妙 , 也 就 是 解析 表达 式 可 以 启示 
新 计算 方法 的 苗头 ,而 不 仅仅 是 理论 上 的 重要 性 而 已 ， 我 们 仍旧 
以 Laplace 方程 的 Dirichlet 回 题 为 例子 , 并 且 取 区 域 为 单位 圆 , 
Laplace 方程 的 极 坐标 形式 是 


1 9 1 ou 
一 一 一 十 一 一 一 一 一 ] 
po Op (pe Op pp” OF 0. (1) 


问题 ” 求 连 续 函 数 v(p，09), 它 在 单位 圆 内 适合 (1)， 而 在 图 
周 工 上 与 已 给 的 连续 函数 相符 合 。 即 

ulp, 8) 1o=1— Pp(0). (2) 

今后 常 假定 2(2) 为 [0, 2z] 中 有 7( 之 2) 阶 连续 微 商 ， 而 且 是 


以 2zr 为 周期 的 函数 ， 并 且 假 定 | 天 OO、 将 BO 展开 成 
Fourier 级 数 


0(0) 一 -起 十 > (@m CoS m0 + bm sin ml), (3) 


se 2221. 


此 处 gn — 一 “yp(Oeos mb do, 
vy Bh, 


1 
b= 二 | p (0) sin mg de. (4) 
Pp” cosmgy, p”sinmO (m=0, 1, 2, .…) (5) 
都 是 (1) 的 解 , 而 且 分 别 以 cos m6 与 sin m26 为 边界 值 ， 因此 可 以 
第 望 


碳 


wp, 0) = + DY (oncosmg 十 sinamag)P (6) 
为 (1) 适 合 (2) 及 (3) 的 解 。 由 于 
1 1 
m0 ( -0 (元 ) 
人 (2) 及 (3) 的 解 ， 因 为 
Ly > p" coS MO = a( 一 ) 一 二 


2 1 — pepe! 2 
lpcos@ I i-p 
“了 一 2pcosd tp 2 2(1—2o0c0s0+p) 
所 以 由 (4),，(6) 得 
wlp, 0) 
] 


-=| p())[ 序 十 之 《coSIpl cosmy + sin mb sin my)) p” | dy 


“ 


= 二) pW [3+ Sproosm(0 -joy 
] 1—p 
= 地 | 9 (De B00 0 Dy Fr dh. (7) 
这 称 为 Poisson 公式 ， 


这 是 解答 vw(p, 09) 的 解析 公式 ， 这 公式 的 确 很 不 错 ， 似乎 都 
把 问题 彻底 解决 了 ,但 是 仔细 想 一 下 , 是 否 真 的 解决 问题 了 呢 ? 如 
果 g(y) 给 了 之 后 ,能 够 算出 积分 (7) ( 即 找到 原 函 数 ), 则 问题 的 确 


» 必 


圆满 解决 了 . 但 如 果 算 不 出 积分 (7)( 这 种 情形 比 能 算出 的 情形 多 
得 多 ), 或 者 当 边界 值 仅仅 由 实验 给 出 了 若干 数据 时 , 束 产 生 了 如 
何 近 似 求解 w(p, 9) 的 问题 了 .很 自然 地 会 想到 用 数值 积分 的 方 
法 来 近似 计算 (7)。 我 们 将 在 下 面 指出 这 样 做 会 导出 很 莽 修 的 第 
论 来 . 

(i》 和 矩形 公式 建议 我 们 用 


1 2 2 L 1 — 2 3 
LT,(p, 0) 一 py pa (- 芝 -5 (8) 
和 1 — 2p cos (0- +p 


来 瘟 近 wp, 4), 现在 来 看 看 当 p 一 -0 时 的 情 沈 ; 


[0, 当 人 
或 > fo Te Li \ 2 ) =0 (0 委 ! 一 7) ， 
im Za(D， 切 ) 一 :; (9) 


| 2 ( 2 (0<1n), 


因此 用 了 TD,(p, 急 来 通 近 xp,， 外 是 十 分 蓄 认 的 ， 
(ii) 我 们 在 Poisson 积分 中 ,用 阶 柳 函 数 


p*(0) 一 p (ee), 


其 中 
27!l go 
Nn 


来 代替 p(4)。 换言之 ,用 
i pW HP) / 
hon(p, ) 一 去 -]。 一 2pcos(V 一 0 十 D dy (11) 
来 逼近 v(p,， 办。 由 于 
log (一 pe) 一 一 SD 0, 


2 CO<1 一 四 (40) 


as 223. 


。 2 sin m8 sin® 
my + 1 pp 
取 虚 部 即 得 之 P —— = to 丁 二 一 e080 


因此 
( 2 Sx(i+1) 


oe 


\p, 0) 0 27 271 1—2pcos(0—w)+p’ dy 


1=0 CA 
n—1 ae 
十 工 9 2 >2 sin m( + -0) 
or i=0 4 m1=1 2 


一 0 (二 )) toe-! os) (12) 


取 gC -p)"(a>3). 则 


lim to pSin = Tim te-1O(1— 0)°-1 


a Ye al tw-1_ Psing 、 、 

了 2 2 (1—1) 
[ -至 ， 到 | 中 的 任意 值 ， 因 此 车 ~ 而且 wp (一) 
xp (2 于 )(0<1< 内 ， 则 当 p- 工 一 0, 0 一 时 ,Bo(p, 9) 的 极限 
是 不 存在 的 ， 所 以 必须 给 趋 限 的 方法 以 限制 。 例 如 规定 趋 限 是 延 
着 向 径 的 方向 等 。 而 且 可 以 证 明 ,虽然 如 此 , 用 Bs(p, 9) 来 逼近 
w(p, 9)， 精 密度 仍然 是 不 高 的 . 在 此 就 不 作 详 细 讨论 了 . 

以 上 这 两 个 从 解析 公式 出 发 的 近似 计算 方法 都 没有 下 面 这 个 
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初等 方法 更 为 精密 些 . 
设 给 了 m( 一 2x' 十 1 个 点 的 函数 值 
TAG 
则 如 (四 ) 所 示 。 命 
Na.(O) 一 > One'™®, 


ON/ = p3 We ?Tilm/n GD (18) 


一 -一 庆 “ 


如 果 gp(0) 在 [一 x, zw] 中 有 7( 宇 2) 阶 连续 微 商 ， 而 且 是 周期 为 2r 
的 函数 ,并 且 有 jp22 (0 | <C， 则 


40 
[p90) —S,00)|< -7 (14) 
合 站 
Snlp, O) = DD One™p™,. (15) 


1 ph) Sb)) (L—p) 
则 wp, 0) —Sa(p, 0) = | CT 
所 以 


1 (* lo) —S»(h) | (1—p’) 
[ulp, 0) —S, (Cp, 9) rl : 


40 1 | 1—p” 
rn 2rJ_v 1—2pcos(0—y) +p? oh 
4 

(人 一 二) 取舍 
在 实际 计算 时 , 因为 


(16) 


@ 为 简单 起 见 , 我 们 用 复 形式 的 Fourier 级 数 ， 复 形式 与 实 形式 的 Fourier 级 
数 的 关系 为 


1 (am 一 tO) ; 


C0, = 
™ 2 


Cm (ont ibn) On 一 二 2, *), 
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1 | 1 
之 , BIO 入 一 之 (ezp) ”+ 之 (6 “0) ”一 
1 一 etltDzolttt 1 e-idtDdeplti 
工 一 pe 1—pe 
一 2 一 2p cos(l+1)v—2poosv+2p cosls _] 
于 一 2p coS 十 交 7 
一 工 - 广 一 2p cos(ltl)vt2p cosis 
1 一 2pcos24 十 扩 


所 以 
Sn (p, 0) 一 = > 二 立 VC Hm/ nom 


{= 一 1 二 一 1 
4 27l 
1—p 2 cos( 人 (2 DO ) 
0 Dh 2 
所 ' 十 2 )S 1 一 
”一 一 


(17) 
总 之 ,我 们 得 到 
定理 1 命 v(p， 9) 为 方程 ( 态 满 足 (2) 的 解 ， 此 处 gp(0) 为 有 


7( 之 2) 阶 连续 微 商 ， 而 且 是 有 周期 25 的 函数 ， 并 且 假 定 |p9”(9)| 
一 O. 则 


1 

n onl\| 1—P ~—2p" cos(% +1) (9—=) 
“CC 

7 三 一 5 n 1 —2p eos (9-2 )+p 

, 2 

20" "3 00S8N (6- 汪 40 
1 97 Cr In (18) 

1—2p COS (6)+p 
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七 ”一致 分 布 一 一 数论 方法 与 
Monte Carlo 方法 


要 计算 函数 (zw) 在 [0, 1] 上 的 积分 ,我 们 可 以 把 [0, 1 分成" 
等 分 , 取 分 点 的 函数 值 的 算术 平均 ， 用 来 作为 f(w) 的 积分 的 近似 
值 \ 和 矩形 公式 ), 这 就 是 化 连续 为 离散 的 方法 ， 实 际 上 , 不 仅 等 分 所 
有 这 样 的 性 质 ， 凡 是 适合 所 谓 “ 一 致 分 布 条 件 的 点 列 都 有 这 个 性 
质 。 粗略 地 说 ， 一 致 分 布 的 意义 是 说 点 列 落 在 [0, 切中 任何 一 把 
附近 的 可 能 性 都 是 相等 的 ， 严格 地 , 可 以 定义 如 下 .; 

命 gi(% 一 1,，2,…) 是 [0, 二 闻 的 一 个 点 列 , % 为 适合 04& 志 1 
的 任意 实数 ，% 个 点 如 py， zr 落 在 分 区 闻 [0, oj] 中 的 个 数 用 
和信,(w) 表 它 。 如 果 常 有 
lim Dal a, (1) 


则 称 点 列 z(%=1,，2,…) 在 [0, 1 中 一 致 分 布 ， 
关于 一 致 分 布 有 如 下 的 判别 条 件 . 
定理 1 点 列 
2 Wm, ORwnl (2) 
是 一 致 分 布 的 必要 且 充 分 的 条 件 是 对 任 一 在 [0, 1 上 名 Riemann 
求 积 的 函数 (w) 第 有 


lim 二 二) _ | flv) qd. (3) 


证 ” 先 证 明 , 如 果 tj 是 一 致 分 布 , 则 (3) 式 成 江 ， 
1) 到 Jf(w) 是 如 下 的 函数 
0O， 在 0 和 2 和 0 
f (2) | 0， 不 然 ， 
如 此 则 
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lim fw + tf (vn) yy lim N, (a) = Ca -| fed 


n>00 名 也 一 oa I 
所 以 ,对 于 这 样 的 函数 了 (%), 定理 真实 . 

2) 如 果 (3) 式 对 于 刻 ,…, fs 成立, 则 对 G1 有 fi 十 … 十 6sfs 也 成 
立 , 因此 (3) 式 对 所 有 的 阶梯 函数 也 真实 ， 

3) 习 知 , 如 果 了 是 一 Riemann 可 积 函 数 , 则 任 给 8 二 0, 守 有 有 


二 阶梯 函数 p(w%) 及 DB, (zw) 使 
CIOSRACIRSA COP (4) 
且 使 
| (GD, (8) — os (2) dvs. (5) 


由 2) 已 知 本 定理 对 双人 及 ps(2) 真 实 ,所 以 


| Ps (iw) dz = lim = EACH ACA 
<lim =[f (8) 十 … 二 (on)] 


<lim = [Go + 6, (£0)] 


-| & (2) ax. 
故 得 lim + ta) | fl)de <e. 
这 证 明了 定理 的 必要 部 分 . 


定理 的 充分 部 分 的 证 明 极为 容易 , 仅 取 


1， 符 0 委 2Z< 委 0， 
1 -1 0， 不 然 ， 
(3) 式 就 变 为 
lim a) 一 0, 
定理 证 完 ， 


显然 ， 一 致 分 布 的 定义 与 它 的 判别 条 件 可 以 很 容易 地 推广 至 
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多 个 变数 \ 高 维 单位 立方 体 ) 的 情况 ， 由 定理 工 可 见 ， 数 值 积分 方 
法 实 依赖 于 一 致 分 布点 列 的 选取 .怎样 选取 最 好 的 一 致 分 布点 列 
就 是 数值 积分 的 中 心 问题 ， 习 知 ,对 于 计算 [0, 1 中 的 积分 , 用 等 
分 点 是 能 够 导出 最 精密 的 误差 的 ( 指 误差 的 阶 ) .但 在 多 变数 的 情 
况 , 如 果 用 等 分 点 来 进行 计算 , 误差 依赖 于 积分 的 重 数 , 评 细 言 之 ， 
固定 分 点 的 个 数 ， 则 当 积 分 的 重 数 增加 时 ， 误 差 亦 随 之 而 迅速 增 
加 ， 或 者 可 以 说 , 当 要 求 有 一 定 的 精密 度 时 , 则 必需 分 点 的 数目 随 
着 积分 重 数 的 增加 而 迅速 增加 .因此 用 这 一 方法 来 处 理 高 维 空间 
的 数值 积分 , 计算 量 十 分 臣 大 , 而 难于 实现 . 具体 地 说 , 对 于 8 更 
积分 , 欲 误差 的 精密 度 达 到 0(i/n)，, 则 分 点 的 个 数 需 要 0(m)， 

近年 来 发 展 起 来 的 Monte OCarlo 方法 ， 是 第 用 的 高 维 空间 的 
数值 积分 方法 . 即 随机 地 取 %w 个 点 (zw,，…， ws”) (二 1 2,…,， 
n) ,然后 以 这 mw 个 点 的 函数 值 的 算术 平均 来 帝 近 积分 ,所谓 随机 
的 意思 是 指 取 每 一 点 的 概率 都 是 相等 的 . 这样 , 当 n 充分 大 时 , 克 
可 能 达到 一 定 的 精密 度 ， 随 机 取 点 的 方法 一 般 都 是 在 计算 机 上 用 
数学 方法 来 实现 的 。 而 这 些 数学 方法 多 为 数论 方法 ， 特 别 征 同 余 
式 的 方法 。 Monte OQarlo 方法 的 优点 在 于 在 机 器 上 运算 的 手续 击 
便 , 收敛 速度 虽然 比 和 矩形 公式 快 些 ,但 是 由 这 一 方法 得 到 的 只 能 十 
概率 的 误差 而 不 是 真正 的 误 闫 . 

所 谓 数 论 方法 ， 即 按照 事先 选 定 的 地 佳 分 布 的 点 列 上 的 函数 
值 所 构成 的 单 和 来 逼近 多 重 积分 ， 因 而 得 到 的 误差 不 再 是 概率 
的 , 而 是 肯定 的 , 不 仅 如 此 , 这 些 上 肖 定 的 误差 竞 比 概率 误差 还 要 好 
些 ， 而 且 可 以 证 明 ， 对 于 某 些 函数 类 来 说 ， 这 种 允 近 的 误差 的 士 
阶 已 经 至 于 至 善 了 。 具体 地 说 , 误差 的 主 阶 与 单 重 积分 是 一 术 
的 ， 

例 ”假定 f(%1，…，%;) 为 各 变数 错 有 二 阶 连续 微 商 的 隐 数 . 
且 各 阶 微 商 绒 为 各 变数 有 周期 1 的 函数 , 且 
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Of 


XGO 


则 
1 
| f (v1, * Or dri dy; 


1 SY f( Ek 10641k 2640k 6710k 781%k ) 
15019 党 15019 ” 15019 ” 15019 ”15019 ” 15019 


号 从 
一 0.0032 (所 -) GO. 


必需 指出 ,数论 方法 不 仅 在 数值 积分 方面 有 用 ,而 且 可 以 用 于 
函数 逼近 论 及 积分 方程 的 渐 近 求解 等 方面 ， 例 如, 我们 可 以 证 明 ， 
适合 菜 些 光滑 条 件 的 各 变数 名 有 周期 为 1 的 函数 ， 都 可 以 用 一 个 
三 角 多 项 式 来 逼近 ,而 逼近 的 主 阶 不 依赖 于 函数 的 变数 的 个 数 . 关 
于 这 些 方面 , 请 参看 四] 


[JJ 华罗庚 , 王 元 ,数值 积分 及 其 应 用 , 笠 学 出 啤 让 ,区 59， 
[3]j 华罗庚 ,高 村 数学 引 论 ,科学 出 版 社 , 1963. 
〈 原 载 1903 年 1 月 “科学 通报 ”) 
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《全 国 中 学 数学 竞赛 题解 >》 前言 


经 国务 院 批 准 , 教育 部 和 全 国 科 协 联合 举办 的 全 国 八 省 .市 中 
学 数学 竞赛 已 经 告 一 段落 . 在 这 期 间 , 各 地 老师 们 为 了 培养 下 一 
代 , 为 了 向 四 个 现代 化 进军 , 十 分 辛劳 地 出 了 不 少 试题 。 各 方面 要 
求 把 这 些 试题 汇总 出 版 ， 

这 样 的 事 ,只 有 在 党 中 央 粉 碎 “ 四 人 帮 ”后 才 会 出 现 , 其 影响 遍 
及 全 国 , 其 意义 之 深远 是 难以 估计 的 ,我 参与 其 事 的 体会 是 说 不 
尽 的 ,在 这 儿 只 谈 些 我 和 同学 们 一 同 参 加 考试 后 的 一 些 体 会 , 和 我 
所 知道 的 部 分 试题 背景 。 很 可 能 挂 一 漏 万 , 不 能 道 出 出 题 老师 们 
的 全 部 心意 。 但 抛砖引玉 总 比 藏 而 不 露 易于 受 教 益 , 因此 把 一 些 
认识 与 在 下 面 , 和 敬 待 指教 . 


一 “从 量 地 看 阶级 剥削 


全 国 试题 第 二 试 第 4 题 , 是 一 个 量 地 问题 . 一 块 四 边 形 的 土 
地 要 丈量 它 的 面积 ,解放 前 , 北方 地 主 是 用 两 组 对 边 中 反 连 线 长 度 
的 乘积 作为 面积 ， 而 南方 地 主 是 用 两 组 对 边 边 长 平均 值 的 乘积 作 
为 面积 .实际 上 , 四 边 形 真正 的 面积 两 组 对 边 中 点 连 线 长 度 的 
乘积 两 组 对 边 边 长 平均 值 的 乘积 。 这 也 奔 是 说 , 北方 地 主 和 南 
方 地 主 的 量 法 都 是 把 土地 量 大 了 . 面积 量 大 了 农民 吏 得 多 交 租 ， 
地 主 得 到 好 处 。 农民 由 于 缺乏 文化 , 对 这 种 剥 列 比 对 大 斗 小 秤 更 
难于 发 氏 . 

@ 科学 普及 出 版 社 , 1973 年 。 
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我 们 证 明 这 个 题目 的 方法 是 这 样 的 ; 

把 四 边 形 沿 对 边 中 点 连 线 划 成 四 块 (图 1), 把 四 块 括 到 图 32 
的 位 置 , 得 到 一 个 平行 四 边 形 。 它 的 两 边 就 是 原 四 边 形 对 边 中 点 
连 线 (这 里 利用 了 对 边 中 点 连 线 互相 平分 的 性 质 ， 请 同学 们 想 一 
想 , 这 扣 能 如 何人 简单 地 证 明 )， 一 个 平行 四 边 形 的 面积 总 是 和 两 边 
边 长 乘积 , 因而 我 们 证 明了 第 一 个 不 等 式 ， 在原 四 边 形 的 右边 拼 
上 同样 的 四 块 得 到 图 3. 利用 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 就 得 
到 对 边 边 长 的 平均 值 大 于 另 一 组 对 边 中 点 连 线 ， 这 样 就 证 明了 第 


二 个 不 等 式 . 
TR 要 下 


图 1 图 2 图 3 引 


二 ”物理 模型 与 数学 方法 


北京 试题 第 二 试 第 1 题 ， 其 实际 背景 是 从 光 行 最 速 原理 推出 
入 射 角 等 于 反射 角 ， 在 数学 上 涉及 了 对 称 原理 ， 这 是 一 道 好 题 
目 . 

光线 从 4 经 B 到 C0C, 4 是 4 的 对 称 
点 ， 利 用 三 角形 两 边 之 和 大 于 第 三 边 ， 可 
见 ,只 有 当 入 射 角 等 于 反射 角 时 , 4B+ BO 
取 最 小 值 ， 

4 这 次 出 全 国 试题 时 ， 本 来 想 出 从 光 行 

最 速 原理 推出 关于 折射 角 的 问题 ,虽然 用 微 积 分 的 方法 这 是 很 容 
易 的 ,但 由 于 我 们 没有 想到 适合 于 当前 中 学 生 的 解法 , 所 以 没有 采 
用 ， 
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三 射影 几何 的 基本 定理 


全 国 试题 第 二 试 第 1 题 , 包含 了 仿 射 几何 的 基本 原理 。 苏 步 
青 教授 在 来 信 中 也 建议 出 同样 性 质 但 另 一 形式 的 题目 ， 已 知 与 一 
直线 ?平行 的 一 条 线段 40， 今 要 求 只 用 直 尺 不 用 圆规 平分 线段 
4C. 图 5 就 把 作 图 方法 告诉 了 我 们 ，M 点 即 平分 40。 射影 几 何 
是 仿 射 几何 进一步 的 发 展 。 在 图 5 中 去 掉 40 平行 于 1 这 一 条 
件 , 就 得 到 另 一 图 形 (图 6)， 在 图 6 中 求证 


KF KG 

LF L1G: 
这 里 就 包含 了 射影 几何 的 基本 原理 . 将 点 趋 于 无 穷 , 图 6 就 变 
为 图 5. D 


S 图 6 
我 们 来 证 明 这 个 题目 . 设 人 FD 中 7 边 上 的 高 为 h,， 利 
用 
2 入 KFD 面积 =KFP.h=KD:DF.sin 人 KDF, 


得 到 KF ~ 工 .KD.DF .sin /KDF, 


同 理 , 再 求 出 LF、LG 与 入 G 的 类 似 的 表达 式 .。 因 而 


KF IG_ ED:.DF:sin KDF 
LF EG LD.DF.sn /LDF 


， LD DOSsin ADG . 
KD.DG:sin/K DG 


Sm 人 DA sin A LDG 
sn /LDF sin KDG” 
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, AM OG sn ADM sin CDG 
同样 可 得 到 go" AG0 gn 70DM DB 
KF LG AM OG 
所 以 LF KG Of' AG 
类 似 地 可 以 证 明 
LF KG sin LBF sn KBG 


Tr 


EF LG sin/ Kl BF sin /A LBG 
_sinAABM sin CBG AM 0CG 
sin/OCBM sin/ ABG OM AG: 
wien。 
即 证 得 结论 ， 
图 6 也 告诉 我 们 , 在 已 知 太 、 了、 工 三 点 时 , 可 以 只 用 直下 不 
用 圆规 作 图 找到 第 四 点 G9, 使 了 “内 分 有 元 的 比例 等 于 G# 外 分 - 
上 的 比例 . 


四 驯 体 分 割 问 题 
安徽 试题 第 二 试 第 3 题 是 说 ， 到 过 三角 形 重心 的 任意 一 条 直 
线 把 三 角形 切 成 的 两 块 , 其 面积 之 比 总 是 在 人 与 子 之 间 。 这 里 


我 们 可 以 想到 这 样 一 个 问题 , 在 三 角形 内 应 该 法拉 怎样 的 点 使 得 
过 这 点 沿 任意 直线 把 三 角形 所 切 得 的 两 卖 ， 其 面积 之 比 的 变化 范 
围 最 小 。 同学 们 可 以 证 明 , 这 点 是 选 在 三 角形 的 重心 最 好 。 不 只 
是 三 角形 ,平面 上 任意 一 个 凸 的 图 形 , 过 它 的 重心 沿 任 一 直线 把 图 


形 切 成 两 决 ,其 面积 之 比 也 总 是 在 名 与 子 之 间 . 更 进一步 , 我 们 
也 知道 三 维 空间 任意 一 个 同体 ， 过 它 的 重心 沿 任意 一 个 平面 把 凸 
体 切 成 两 块 , 其 体积 之 比 总 在 22 与 了 3 之 间 。 要 证 明 这 些 结论 ， 
可 能 就 出 乎 中 学 数学 的 范围 了 。 
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五 规划 论 的 一 个 基本 原则 


全 国 试 题 第 二 试 第 3 题 , 可 以 一 般 地 化 为 下 列 的 问题 : 当 扎 
(z, y) 在 平面 上 一 个 区 域 (包括 边界 ) 上 变动 时 , 求 一 次 函数 az 
十 by 的 最 大 值 和 最 小 值 . 

050 士 00 一 D， 当 了 变动 时 婚 得 到 一 组 
互相 平行 的 直线 族 ， 与 有 公共 点 的 最 边 
绿 的 两 条 直线 立 和 就 决定 了 az 十 by 在 
上 上 的 最 小 值 和 最 大 值 。 可 见 一 次 函数 的 
极 值 总 是 在 工 的 边界 上 达到 ， 当 区 域 L 
是 一 个 三 角形 时 ， 就 一 定 在 项 点 上 达到 极 值 如果 上 有 一 条 边 演 
直线 族 gw 十 by =p 平行 , 则 在 这 条 边 上 wz 十 by 的 值 都 相等 ， 且 远 
最 大 值 或 最 小 值 . 


六 “分 圆 多 项 式 不 可 分 解 问题 


全 国 试题 第 二 试 第 2(1) 题 ,分 解 多 项 式 
下 (oO 二 2 十 如 十 人 0 十 必 十 1 
在 复数 范围 内 可 分 解 为 


FoO- | (ee) 
在 实数 范围 内 可 分 解 为 


2/: 
F (2) = i (ee -一 了 CUS 你 十 1); 
大池 


ee) 


在 整数 范围 内 可 分 解 为 
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二 (ws 十 代 十 人 2 十 公 十 1) (8 一 2 十 客 一 2 十 人 一 十 1)， 

在 整数 汇 围 内 分 解 了 (zx)， 这 是 出 题 人 的 原意 .， 在 整数 范围 
内 , 上 面 两 个 因子 能 不 能 继续 分 解 ? 这 两 个 多 项 式 都 是 所 谓 分 圆 
多 项 式 ,在 高 等 数学 中 可 以 一 般 地 证 明 , 分 圆 多 项 式 在 整数 范围 
内 不 可 分 解 。 我 们 现在 用 初等 的 方法 来 证 明 ， 

及 (2) = 二 伏 十 他 十 2 十 十 1， 

和 fej) = 二 一 2 十 2 一 必 十 1 
在 整数 范围 内 不 可 分 解 ， 

fi1(2) 和 fo(w) 都 是 2 一 1 的 因子 ，w“ 一 1 除了 1 之 外 没有 其 
他 实 根 , 而 1 不 是 及 (zw) 和 fo(z) 的 根 ， 所 以 所 (ww) 和 f(z) 没 有 实 
数 根 。 于 是 它们 不 可 能 有 奇数 次 因子 。 如果 (2) 和 fo(z) 有 二 
次 因子 ,一 定形 如 达 一 2c0s 字 全 w+1 (1<h<7 hb 关 雁 ， 而 这 时 
cos < 下头 0、 土 闻 、 土 1 所 以 2c0s 之 不 是 整数 ， 因 此 户 (z) 和 和 
fz(w) 不 可 能 有 二 次 因子 ， 这样 我 们 就 证 明了 族 (%) 不 可 分 解 。 而 
fz(z) 如 果 能 分 解 , 只 能 是 

few) 一 (0 上 十 Do 十 QZ 十 二 (十 c 人 十 Go 十 cm 十 工 ) ， 


(两 个 二 次 式 民 一 2c0s 字 训 z+1 相 乘 得 到 的 四 次 因子 一 定 
是 上 述 形式 )， 比 较 等 式 两 边 的 系数 , 可 得 
& 十 C 一 一 荆 ， 
CC 十 CCc 十 0 一 0， 
6 十 CQ 十 00 十 G 一 二 
2 十 2xc 十 bd= 一 工 


第 二 式 乘 2 减 去 第 四 式 得 
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因而 b=gd=2+1. 
由 第 三 式 得 出 


予 惧 ,所 以 fo(2) 不 可 分 解 ， 


七 ”证明 素数 定理 的 一 个 工具 


全 国 试题 第 二 试 第 2(2) 题 ， 来 自 下 列 一 般 问题 ， 求 整数 co、 
Wi、 ”CO 使 二 角 多 项 式 
Wo 十 Qi1COSD 十 … 十 @nCoSn9 主 0 (对 一 切 op) 


且 证 合 0<ao< i, W320, ", (n>0, 
并 使 6 一 外 一举 汪 一 二 最 小 ,并 求 这 最 小 值 
2(w aa 一 Go 六 
这 个 问题 太 难 , 现在 给 出 下 列 诺 例 。 
例 工 n=2 
3 十 4cosp 十 c0S20D 一 引 十 4cos0 十 3cos gy 一 1 
一 2(4 十 cos 0 六 之 0， 
4 十 1 35 /5 
- 二 一 一 十 OV 3 =34.582 
CT3 2 : 
例 2 7 一 8 


5 十 8 cosVl 十 4cos20 十 coOSap 
一 5 十 8cosp- 二 4(2cos2 pm—1) 十 4ecos 0 一 3cos 0 
一 4cos"0 十 8cos 2 十 5cosD 十 工 
一 (cosO 十 1)(2cosgDP 十 1) 之 0， 


jy- 8+4+T -二 ~ 18 .592 


2(V8—V5) 18 
例 3 n=4 
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18 十 30cosOp 二 17cos20p 十 6cos3Dp 十 cos 4p 
一 18 二 30coso 二 1Y(2cos2p 一 1 十 6(4cos3p 一 3cos0D) 
十 (8cos4D 一 8cos p+1) 
一 8cos40 二 24cos30D 十 26cos?p-12cosp 十 2 
一 2[(4cos4OD 十 4cos30 十 cos20) 十 (8cos8ap 十 8cos 9 
二 2cosp) 十 (4cos PP 十 4cosp 十 二 
=2(cosp+1)*(2cosp+1)* >=0, 


30 十 47 十 6 十 1 27 /十 
2(V30— v18)? 13 “ l 


例 1 例 2 被 用 于 素数 定理 的 证 明 , 例 3 被 用 于 某 些 素数 函数 
的 上 界 信 订 中 ， 


八 排 厚 问题 


全 国 试题 第 二 试 第 5 题 ,排队 提 水 的 问题 ,在 其 他 一 些 场合 也 
是 会 遇 到 的 . 例如 ,有 一 台 机 床 要 加 工 % 个 工件 ,每 个 工件 需要 的 
加 工时 间 不 一 样 ， 问 应 该 按照 什么 次 序 加 工 ， 使 总 的 等 待 时 间 最 
短 ， 同 样 ,如 果 有 两 台 同 样 的 机 床 加 工 双 个 工件 ,应 该 怎样 安排 加 
工 顺 序 呢 在 这 个 题目 的 解法 中 利用 了 一 条 简单 而 重要 的 引 理 ， 

引 理 (a) 表示 非 负数 ci、ca、…、cn， 

”” (pb) 表示 非 负数 b1、 82、…、b，， 
问题 〈a) 与 (b) 一 对 一 对 相 乘 后 相 加 , 何 时 最 大 , 何 时 最 小 ? 
答案 ， 同 序 时 最 大 , 倒序 时 最 小 
将 (a) 由 小 到 大 排 为 Qi 委 aa 生 …< 科 Cn， 
将 (pb) 册 小 到 大 排 为 Di 委 pa 委 … 生 Do 
也 就 是 说 Qi101 十 G202 十 … 十 Qn0 最 大 ， 
: Qi54 二 025s 4 十 … 十 da61 最 小 
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证 明 ”看 <oi、2<0 串 
Wb ab;— (ob; 0b;) = (Gi—0;) (0;—b;) >0. 
可 见 ,在 % 和 7 两 个 位 置 上 ,将 同 序 改 为 倒序 时 , 和 值 将 减少 , 由 此 
印 可 证 得 引 理 ， 
(1) 一 个 水 龙头 的 情况 车 按 某 一 顺序 放水 时 间 依 次 为 习 、 
5 、…、anr， 则 总 的 等 待 时 间 为 ; 
Qi 十 (Qi 十 9) 十 (Gi 十 Wz 十 83) 十 十 (Qi1 十 Ws 十 … 十 Qn) 
一 9004 十 (2 一 1Co 十 十 2c。， 1 + on. 
在 引 理 中 取 (3) 为 %, % 一 1，…, 2, 1， 可 见 依 %; 由 小 到 大 的 次 序 
放水 等 待 时间 最 少 ， 
GD 二 个 水 龙头 的 情况 ， 首 先 考虑 两 个 水 龙头 上 人 数 相 等 
的 情况 。 若 一 个 龙头 上 按 某 一 顺序 放水 时 间 依 次 为 @1、 4a、…、 
Qn, 月 一 个 龙头 上 按 某 一 顺序 放水 时 间 依 次 为 Qi、cgs、…、an， 则 总 
的 等 待 时 间 为 ， 
M01 十 (2 一 二 Co 十 十 Cr 十 001 十 (7 一 Co 十 十 Ga 
一 00 十 001 士 (2 一 二)Ca 上 (22 一 二 co 十 十 co 十 Cr。 
在 引 理 中 取 () 为 %, 7 双 一 工 nn 一 1,…*, 1, 1， 可 见 当 
VEOSA NER 
时 ,总 的 花费 时 间 最 少 。 当然 使 花费 时 间 最 少 的 排 法 可 以 不 止 一 
个 . 
厂 两 个 龙头 上 人 数 不 等 ， 则 在 人 数 少 的 龙头 上 添上 一 定 个 数 
放水 时 间 为 零 的 人 ,使 人 数 相等 , 再 利用 上 述 引 理 . 
WUUD 类 似 地 可 以 讨论 % 个 人 7 个 龙头 的 情况 ， 等 待 时 间 最 
少 的 排列 , 就 是 按照 放水 时 间 由 小 到 大 的 次 序 , 依次 在 了 个 龙头 上 
放水 ， 哪 个 龙头 上 的 人 打 完 了 水 ， 后 面 等 待 着 的 第 一 人 砚 上 去 打 
水 ， 


天 才 与 钻 炼 ” 
一 一 从 沙 昆 堪 拉 快速 计算 所 起 到 的 


袁 动 听闻 的 消息 


提问 者 写 下 一 个 201 位 的 数 . 916, 748, 679, 200, 891, 580， 
986, 609, 275, 853, 801, 624, 831, 066, 801, 443, 086, 224, 071, 
265, 164 279, 346, 570, 408, 670, 965, 982, 792, 057, 674, 808, 
067, 900, 227, 830, 163, 549, 248, 528, 808, 357, 458, 169, 351, 
119, 035 965, 775 478, 400, 756, 816, 888, 056, 208, 210, 161, 
291, 328 455, 648, 057, 801, 588, 067, 711 

解答 者 马上 回答 ， 这 数 的 23 次 方 根 等 于 9 位 数 546,372,8 
91 

«环球 > 洲 志 的 一 篇 文章 中 是 这 样 说 的 (请 参阅 《环球 > 1982 年 
第 3 期 < 胜 过 电子 计算 机 的 人 > 一 文 ;)， 印 度 有 一 位 37 岁 的 妇女 沙 
昆 塔 拉 在 计算 这 道 题 时 速度 超过 了 一 台 最 先进 的 电子 计算 机 。 这 
台 在 美国 得 过 奖 的 最 现代 化 、 最 尖端 的 产品 Univac 1180 型 电子 
计算 机 在 算 这 道 题 时 , 要 先 馈 入 近 2 万 个 指令 和 数字 单元 ,然后 才 
能 开始 计算 . 它 整整 用 了 一 分 钟 时 间 才 算出 结果 . 而 沙 昆 培 拉 在 
教授 在 黑板 上 用 了 4 分 钟 写 出 这 个 201 位 数 后 , 仅 用 50 秒 钟 就 算 
出 了 以 上 的 答案 。 美国 报纸 称 她 为 数学 魔术 师 , 砂 动 一 时 ! 文章 
末尾 还 神秘 好 说 ,在 她 快 生 孩子 的 一 个 星期 ,她 的 计算 能 力 出 了 加 
题 . 


WD ”这 次 锻炼 目 始 至 终 都 有 裴 定 一 同志 参加 。 
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面 对 这 样 的 问题 怎么 办 ? 


看 到 上 述 消息 , 可 能 有 以 下 几 种 态度 : 一 是 惊叹 , 望 持 英 及 , 钦 
佩 之 至 , 钦佩 之 余 也 就 黑 了 . 二 是 不 居 一 顾 , 我 是 高 等 数学 专家 , 已 
能 为 这 些 区 区 计算 而 浪费 精力 . 三 是 我 掌握 着 快速 电子 计算 机 , 软 
件 有 千 千 万 ,她 一 次 胜 了 我 算 个 喻 ! 老实 说 , 有 上 述 这 些 思想 是 会 
妨碍 进步 的 . 第 一 种 态度 是 没 出 息 , 不 想 和 高 手 较 量 较量 第 二 
种 态度 是 自命 不 凡 ， 实际 上 连 计算 也 怕 的 人 , 能 在 高 等 数学 上 成 
为 权威 吗 ? 即使 能 成 , 也 是 “下 笔 昌 有 千言 ,胸中 实 无 一 策 ， 瞧 不 
起 应 用 , 又 对 应 用 一 无 所 能 的 人 .第 三 种 是 固步自封 ,不 想 做 机 做 
的 主人 .动脑 筋 是 推进 科学 发 展 的 动力 之 一 , 面 勤奋 .有 机 会 束 锻 
炼 是 增长 我 们 能 耐 的 好 方法 ，。 人寿 几何 ! 我 并 不 是 说 磁 到 所 有 的 
问题 都 想 , 而 是 说 要 经 常 动脑 筋 ,来 考验 目 己 . 

在 我 们 见 到 这 问题 的 时 候 ， 首 先 发 现 文章 中 答 数 的 倒数 第 二 
位 错 了 , 其 次 我 们 用 普通 的 计算 器 (Sharp 806) 可 以 在 20 秒 内 给 
出 答 数 . 那 位 教授 在 黑板 上 写 下 那个 201 位 数 用 了 4 分 钟 ,实际 
上 在 他 写 出 8 个 数字 后 , 我们 就 可 算出 管 数 了 .所 以 说 , 沙 昆 培 拉 
以 50" 对 1 胜 了 Univac 1180， 而 我 们 用 Sharp 506 小 计算 胡 以 
一 340" 胜 了 沙 昆 塔 拉 的 50”". 但 我 们 所 靠 的 不 蚌 天 才 , 而 是 省 
人 都 能 学 会 的 方法 。 让 我 从 头 说 起 吧 ! 


从 开 立 方 说 起 
文章 中 提 到 , 沙 昆 塔 拉 在 计算 开 方 时 , 经 常 能 纠正 人 们 提出 的 
问题 , 指出 题目 出 错 了 , 可 见 他 们 是 共同 约定 开 方 是 开 得 尽 的 ， 现 
在 我 们 也 做 这 样 的 约定 , 即 开 方 的 答 数 都 是 整数 . 
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我 国有 一 位 少年 , 能 在 一 分 钟 内 开 6 位 数 的 立方 。 少年 能 想 
得 出 这 个 方法 是 值得 称道 的 ， 但 美中不足 之 处 在 于 他 没有 把 方法 
讲 出 来 , 因而 搞 得 神秘 化 了 .当然 也 考试 了 人 们 ,为 什么 少年 能 想 
得 出 的 方法 , 一些 成 年 人 就 想 不 出 来 , 反而 推波助澜 造成 过 分 的 宣 
场 ? 
这 问题 对 我 是 一 个 偶遇 :， 在 飞机 上 上 我 的 一 位 助手 从 了 邻 座 一 
位 香港 同胞 的 杂志 看 ， 我 从 旁 看 到 一 个 数 59,319, 希望 求 这 数 的 
立方 根 ， 我 脱口 而 出 答 数 是 39， 他 问 为 什么 ,我 说 ， 前 二 位 不 古 
说 明 答 数 的 首位 是 3 吗 ? 尾数 是 58 不 是 说 明 容 数 的 末 位 应 当 龙 史 
吗 ? 因此 和 容 数 不 该 是 89 吗 ? 

然后 ,我 告诉 他 , 我 的 完整 想法 是 : 把 六 位 数 开 立方 , 从 前 三 位 
决定 答 数 的 第 一 位 ， 答 数 的 第 二 位 根据 原 数 的 末 位 而 定 ， 2、8 互 
换 , 8、7 互 换 ,其它 照旧 (这 是 因为 I、 2、3、4、5、6、(、8、9 立方 
的 末 位 分 别 为 1、8、7、4、8、6、3、2、9).。 例如 红 14,432 的 立 万 
根 是 68, 前 三 位 决定 6, 末 位 是 2, 它 决定 窒 数 的 末 位 是 8. 

沙 昆 塔 拉 可 以 脱口 而 出 地 回答 188,182,517 的 立方 根 是 
573. 当然 188 决定 了 首位 5, 末 位 7 决定 了 3, 但 读者 试想 一 下 ， 
中 间 的 7 怎样 算 ? 

归纳 起 来 可 以 看 出 有 两 个 方法 ， 一 个 由 头 到 尾 ， 一 个 由 尾 到 
头 ， 

习题 : 求 90,224, 199 的 五 次 方 根 。 


我 们 怎样 看 出 管 数 倒数 第 二 位 是 错 的 
这 一 点 比较 难 些 , 要 运用 一 个 结果 : 即 ox” 的 最 后 两 位 数 和 os 
的 最 后 两 位 数 是 完全 相同 的 . 
91 的 最 后 两 位 数 是 中 而 不 是 11， 而 713 的 最 后 两 位 数 才 是 
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堪 ， 因 此 管 数 中 的 9 应 当 改 为 7Y、， 先 不 管 出 现 这 个 差错 的 原因 是 
什么 ， 我 们 这 里 已 经 做 了 一 个 很 好 的 习题 。 想不到 竞 是 Univac 
1180 把 题目 出 错 了 , 这 事 我 们 后 面 再 讲 它 ， 

附 记 ”我 们 来 证 明 o 的 最 后 两 位 数 和 os 的 最 后 两 位 数 相 同 
当 w=2 或 5 时 , 容易 直接 验算 . 今 假定 2 不 能 被 2 和 5 除 尽 , 我 
们 只 要 证 明 a” 的 末 两 位 是 01 就 够 了 .首先 因 & 是 奇数 , 0? 一 1 
总 能 被 8 除 尽 , 所 以 a” 一 1 当然 也 能 被 8 除 尽 ， 其次, 因 

a —1=(g—1)(gt+1)[(g—2) (gi+2)+0], 
a 不 是 8 的 倍数 ,所 以 4 一 2, ga 一 1, gq 十 4, gg 十 2 中 肖 定 有 一 个 是 6 
的 倍数 . 即 6=o 一 1 是 5 的 倍数 ,而 
0 i= (+1) i=0+650t+1003+100?+5b, 

因而 .一 1 是 25 的 倍数 .从 而 a”*? 一 是 100 的 倍数 。 具备 些 数 
论 知 识 的 人 也 可 从 费 尔 马 定理 推出 来 。 


我 们 怎样 算 


我 们 用 的 原则 是 : 如 果 解 答 是 二 位 整数 ,我 们 只 要 用 前 忆 位 
(有 时 只 要 荆 一 1 位 ) 或 后 工 位 就 够 了 . 用 后 工 位 的 方法 见 附 录 
一 ， 先 说 前 一 方法 。 以 前 面 提 到 的 188,1432,517 开 立 方 为 例 ， 在 
计算 器 上 算出 
/188 王 5.72865， 就 可 以 看 出 答案 是 573. 
当 那 位 教授 说 要 开 201 位 数 的 23 方 时 ,以 23 除 201 余 17， 
藉 能 预测 答 数 是 9 位 数 .， 当 教 授 写 到 第 六 、 七 位 时 ， 我 们 就 
在 Sharp 506 上 按 这 六 位 和 七 位 数 ， 尼 以 10"*， 然 后 按 开 方 钮 算 
出 
(9.16748 x 1016)123 一 5.46372873， 
(9.167486 x 1016)123 一 5.46372892， 
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这 样 我 们 定 出 了 答 数 的 前 七 位 ，5,463,728， 后 二 位 已 由 上 节 的 
方法 决定 了 , 因此 管 数 应 该 是 546, 372, 871. 其 实 , 更 进一步 考 
虚 ， 只 和 需 利 用 这 个 201 位 数 的 前 八 位 数学 就 能 在 计算 器 上 得 到 它 
的 23 次 方 根 (证 明 见 下 面 的 附 记 ); 
(9.1674867 x 101°)1/33=5.46372891, 

但 不 幸 的 是 , 把 这 个 数 乘 23 次 方 ,结果 与 原来 给 的 数 不 相 符 ( 见 附 
录 一 )， 与 原 题 比较 , 发 现 原 题 不 但 尾巴 错 了 , 而 且 在 第 八 和 第 九 
位 之 间 少 了 一 个 6. 竞 想不到 Univao 1180 把 题目 出 错 了 ， 也 放 
是 出 题 的 人 故意 这 样 做 的 ， 为 什么 沙 昆 塔 拉 这 次 没 能 发 现 这 个 第 
误 ? 看 来 她 可 能 也 是 根据 前 八 位 算出 了 结果 ， 而 没 对 解答 进行 验 
算 . 

我 们 的 习题 没有 白 做 , 答 数 错 了 我 们 发 现 了 , 连 题目 出 钱 了 我 
们 也 纠正 了 。 

结论 是 ， 在 教授 写 到 91, 674,867 时 ,我 们 在 计算 器 上 按 上 这 
八 个 数字 ， 再 乘 108, 然后 按钮 开 23 方 就 可 算出 答案 ， 和 总 共 约 用 
20" 就 够 了 ， 也 就 是 比 那 个 教授 写 完 这 个 数 还 要 快 3 分 和 秒 , 比 
沙 昆 塔 拉 快 了 笃 分 半 钟 . 

既然 已 经 知道 答 数 是 九 位 数 ， 或 者 说 在 要 求 答 数 有 九 位 有 效 
数字 时 ,我 们 就 只 需 把 前 八 位 或 九 位 数字 输入 计算 机 就 够 了 , 而 无 
需 把 201 位 数 全 部 输入 机 器 , 进行 一 些 多 余 的 计算 . 

附 记 ”以 .4 表示 那个 201 位 数 , 5 也 表示 一 个 20I 位 数 , 它 的 
前 工 位 与 a 相同 , 后 面 各 位 都 是 零 。 由 中 值 公 式 ， 可知 存 在 一 个 


5(5<5<0) 使 z 
£1/23 (a _ pb) 109 ww 1020+-L5 1019-t 


1/23 — hi/23— oe 


28¢ D3x9X10% ~ 207 ， 
当 取 =8 时 ,上 式 小 于 14/2, 由 013 的 前 九 位 (第 十 位 四 舍 五 入 ) 
就 可 给 出 人 2。 


和 ' 尼 4 4 。 
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下 面 讲 一 个 虚构 的 故事 , 在 沙 昆 塔 拉 计算 表演 后 ,有 一 天 教授 
要 给 学 生 们 出 一 道 计 算 题 ， 一 位 助手 取 来 了 题目 ， 是 一 个 871 位 
数 开 97 方 , 要 求 管 案 有 9 位 有 效 数字 ， 教 授 开 始 在 黑板 上 抄 这 个 
数 : 456, 378, 192, 765, 431, 892, 634, 578, 932, 246, 653, 811, 
b94, 667,，891, 992, 354, 467, 768, 892,……. 当 抄 到 二 本 多 位 
后 , 教授 的 手 已 经 发 酸 了 .“ 唉 ! 他 叹 了 一 口气 ,把 举 着 的 手 放 下 用 
了 一 下 ， 这 时 一 位 学 生 晓 噬 一 声 突 了 起 来 ,对 教授 襄 , 当 您 写 出 八 
位 数字 后 ， 我 已 把 答案 算出 来 了 ， 它 是 588, 415,036. 那 位 助手 
也 跟 者 关 了 ， 他 说 , 本 来 后 面 这 些 数字 是 随便 写 的 ,它们 并 不 影响 
答 数 .这 时 教授 居然 大 司 ， 哈 险 , 我 名 给 你 们 讲 有 效 数 字 , 现在 我 
却 把 这 个 概念 在 了 


多 余 的 话 


我 不 否认 沙 昆 培 拉 这 样 的 计 和 党 才能 . 对 我 来 说 , 不 要 说 运算 
了 ， 就 是 记忆 一 个 六 、 七 位 数 都 记 不 住 。 但 我 总 觉得 多 讲 科学 化 
比 多 讲 神秘 化 好 些 , 科学 化 的 东西 学 得 会 ,神秘 化 的 东西 学 不 会 ， 
故意 神秘 化 就 更 不 好 了 . 有 时 传播 神秘 化 的 东西 比 传播 科学 更 容 
易 些 ， 在 科学 落后 的 地 方 , 一 些 简 单 的 问题 就 能 迷惑 人 ， 在 科学 
进步 的 地 方 , 一 些 较 复杂 的 问题 也 能 迷惑 人 . 看 看 沙 昆 培 拉 能 在 
一 个 科学 发 达 的 国家 引起 笑 动 , 就 知道 我 们 该 多 么 警惕 了 ,该 多 么 
珍视 在 实践 中 考验 过 的 科学 成 果 了 ， 该 多 么 慎重 地 对 待 一 些 未 到 
实践 中 去 过 而 零 伟 其 谈 的 科学 能 人 了 

同时 也 可 以 看 到 , 手中 拿 了 最 先进 的 科学 工具 , 由 于 足 忽 或 温 


5 帮 与 。 


不 经 心 而 造成 的 教训 .现代 计算 工具 能 计算 得 很 快 很 准 , 但 也 有 
一 个 缺点 ,一 旦 算 错 了 ,不 容易 检查 出 来 .对 于 计算 象 201 位 数字 
开 23 次 方 这 类 的 问题 一 一 多 少 属于 数学 游戏 人 性质 的 问题 , 拭 人 第 了 
无 所 谓 , 而 对 在 实际 运用 中 的 问题 算 错 了 就 不 是 玩 的 . “二 万 条 指 
令 ” 出 错 的 可 能 性 多 了 ,而 在 演算 过 程 中 想法 少 用 或 不 用 计算 机 闭 
算 , 检查 起 来 就 不 那么 难 了 .这 说 明 人 应 该 是 机 岩 的 主人 , 而 不 是 
机 器 的 奴隶 ， 至 于 大 算 一 阵 吓 晓 人 的 情况 就 更 不 值 一 提 了 . 这 里 
我 们 还 可 以 看 到 基本 功 训 练 的 重要 性 . 如 果 基 本 功 较 差 , 那么 朗 
是 使 用 大 型 计算 机 来 演算 201 位 数 开 23 次 方 也 要 二 分 多 钟 才 能 
算 完 .而 有 了 很 好 的 基本 功 , 就 是 用 小 计算 器 也 能 花 比 工分 钟 少 的 
时 间 算 出 来 。 

这 是 一 篇 可 写 可 不 写 的 文章 , 我 之 所 以 写 上 出 的 原因 ,在 于 我 从 
沙 昆 塔 拉 这 件 事 中 得 到 了 局 发 ,受到 教育 , 我 想 , 这 些 也 证 对 劳 人 
也 会 十 有 用 的 。 


附 东 一 


在 2-80 机 上 算出 了 以 下 的 缩 泥 . 

(546, 372，871)2 一 916，747, 905, 095, 103, 243, 210, 363, 
347, 917, 308, 524 556, 587 205, 538, 180, 828, 807 503 884, 
722 200 665, 051, 265, 286, 313, 329, 220, 237, 318, 414, 283, 
501, 871 395, 746, 758, 737, 633, 880, 048, 229, 594, 813 874, 
760 835 314 592, 050, 718, 076, 701, 329, 501, 518, 902 758, 
929, 761, 628, 441, 772, 974, 711. 

(546, 372, 891)”—916, 748, 676, 920, 089, 158, 098, 660, 
927, 535, 380, 162, 483, 106, 680, 144, 308, 622, 407, 126, 516, 
427 934 657, 040, 86'7, 096, 598, 279, 205, 767, 480, 806, 790, 


a 了 46 sw 


022 783 016, 354 924, 553, 330, 885, 745, 816, 935, 111, 903, 
596, B77, 547, 340, 075, 631, 0683, 308, 0290, 521, 016, 129, 122, 
845, 564, 808, 750, 1558, 500, 771, 


怎样 从 尾部 的 九 位 数字 算出 解答 , 即 要 找 一 个 九 位 数 全 全 
适合 
v=838, 067, 7 (mod 10°), (1) 
对 任意 与 10 互 素 的 整数 4 党 和 有 二 In0d 10), 所 以 
v= =1 (mod 10). 
因而 z 的 个 位 是 1， 又 由 于 对 任意 与 0 瑟 求 的 整数 & 有 a 三 1 
(mod10”), 设 2=1068 十 1， 则 
z= (00 十 1 三 1 二 300=T1L (mot107). 
因而 z 的 十 位 ( 即 2 的 个 位 ) 自 了。 再 假定 2 一 H4c 十 7 出 
(1026 十 7 二 23 二 7 人 十 742.23000==77 人 nod 10°). (2) 
依次 取 平 方 算 出 


71?=5041， 714=1681 本 
(iod LO07 ) 


713=8761, 了 TEL21 
所 以 7122=712.71:.7117=:814! (mod 410 )， 
7123=7122.71==49811 (mo 10), 


代入 (2) 式 得 到 43c 二 34 (mod {个 )， 记 以 Cc 三 88(mo4d140), 玉 后 区 
wp 一 10:4 十 3871, 代入 (了 得 到 
(1044+ 3871)*” 


2 了 
三 887123 十 3871 253. 10 dt 2 ， D657 121, L002 


=588,067,711 (mod 10°). 


。 247 。 


重复 上 面 类 似 的 计算 可 得 到 
qd 三 10742 (mod 10°). 
所 以 根据 尾部 九 位 数字 算出 的 答 友 是 107 423,871. 
还 可 以 采用 以 下 方法 直接 解 同 余 式 (1)。 由 于 对 任意 亏 夫 互 
素 的 a 都 有 
%T0s=T (mod 10°). 
巧 23 X 47826087 三 1 (mod 105) 
所 以 ws02374782603 二 (B88,067,711)* 505 (mod 10°). 
以 上 是 根据 有 错误 的 尾部 算出 的 结果 ,如 果 从 附录 一 中 所 给 
出 的 正确 的 尾部 158,806, 771 出 发 ， 利 用 上 面 的 算法 ， 就 可 以 得 
到 正确 的 结果 546, 372, 891. 
( 原 载 1982 年 工 月 "环球 ”登载 时 附录 一 、 二 未 刊 出 ) 
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数学 是 我 国人 民 所 擅长 的 学 科 


从 前 宕 国 主义 肴 不 但 在 经 济 上 玉 前 我 们 , 在 政治 上 奴役 我 们 ， 
使 我 国 变 成 羊 更 民 地 半封建 的 国家 ; 同时 , 又 从 文化 上 -一 透 过 他 
们 所 办 的 教会 .学校 ,医院 和 所 谓 慈 善 机 关 一 一 来 打击 我 们 民族 的 
日 寻 和 日 信 。 政治 侵略 是 看 得 见 的 , 是 要 流血 的 ; 经 济 侵略 是 党 得 
着 的 , 有 切肤之痛 的 , 唯 有 文化 侵略 , 开始 是 甜蜜 蜜 的 外 衣 , 结果 
使 你 起 却 了 上 自己 的 祖先 而 认 贼 作 父 .这 种 侵略 伎俩 的 妙 处 在 不 知 
不 沉 之 中 , 有 意 无 意 之 间 , 潜移默化 地 使 得 我 们 日 认为 事 事 落后 ， 
凡事 个 如 和 人 . 无疑 地 , 这 种 毒素 将 使 我 们 还 魂 失 媚 ,， 失 却 斗 志 ， 
而 陷入 万 支 不 复 的 境地 ， 

实际 上 我 们 祖国 伟大 人 民 在 人 类 史上 ， 有 过 无 比 的 窒 知 的 成 
就 , 吧 以 若干 亡 自 菲 薄 的 人 认为 “ 非 我 所 长 的 科学 而 论 , 也 不 如 他 
们 所 设想 的 那么 空虚 ,那么 贫 和 之。 如果 详细 地 一 一 列举 , 当 非 一 篇 
短文 所 能 尽 ， 也 不 在 笔者 的 知识 范围 之 内 .现在 仅 吏 我 所 略 知 的 
数学 , 提出 若干 例证 。 请 读者 用 客观 的 态度 , 公正 的 立场 , 目 己 判 
斯 ， 自 己 分 析 ， 看 看 我 们 是 否 如 帝国 主义 者 所 说 的 “ 劣 等 民族 ， 
是 否 如 若干 有 自 摆 感 的 或 中 毒 已 深 的 人 所 说 的 "科学 万 我 之 所 
短 。 

在 未 进入 讨论 之 前 , 我 得 先 声 明 一 下 , 我 不 是 中 国 数学 史家 ， 
我 的 学 识 也 不 容许 我 做 深刻 的 研讨 ， 本 文 的 且 的 仅 在 何 国人 提 
示 : 数学 乃 我 之 擅长 。 至 于 发 明 时 间 的 肯定 ,举例 是 否 依照 全 面 性 
的 范畴 , 都 未 顾及 .同时 我 也 并 非 村 泪 我 民族 的 优 扩 , 而 认为 高 人 
一 筹 的 。 我 个 人 认为 优越 感 和 自 插 感 同 是 偏差 。 只 有 帝国 主义 者 
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考区 别人 种 的 优 劣 ,而 做 为 人 剥 前 人 、 人 压迫 人 的 理论 基础 . 有 发 
见 的， 发 见得 早 的 ， 固 然 是 光 末 ; 但 没有 早日 发 明 的 民族 ， 并 
不 足以 证 明 他 们 的 低劣 。 因为 文化 是 经 济 及 政治 的 反映 。 所 以 
如 采 拿 发 明 的 返 时 来 衡量 民族 的 管 蕴 ， 那 也 是 个 公平 的 俩 由 之 
论 ， 


开 方 除 之 , 即 弦 也 


有 人 异想天开 地 提出 : 如 末 其 他 星球 上 也 有 融 度 稍 惹 的 生物 ， 
而 我 们 要 和 他 们 通 消 息 , 用 什么 方法 可 以 使 他 们 了 解 ? 很 明显 的 ， 
文字 和 语言 都 不 是 有 效 的 工具 就 是 图 画 也 失 却 效用 ,因为 那儿 
的 生物 形象 也 许 和 我 们 不 同 ,我们 的 ”人形 ,也 许 是 他 那儿 的 “人 怪 
状 。 同时 习 份 也许 不 同 , 我 们 的 “ 举 手 礼 "也许 是 他 们 那儿 的 “ 开 
打 姿 势 . 因此 有 人 建议 ,把 本 页 的 数学 图 形 用 来 做 媒介 .以 上 所 
说 当然 是 一 笑话 ,不 过 这 说 明了 这 图 形 是 一 普遍 真理 的 反映 ,而 这 
图 形 正 是 我 先 民 所 创造 的 , 见 诺 记 载 的 就 有 二 千年 以 上 的 历史 了 1 
当然 这 也 是 劳动 人 民 的 产物 , 用 来 定 直 角 、 算 面积 、 测 高 深 的 .其 
创造 当 远 在 记录 于 书籍 之 前 ， 我 们 古书 所 载 还 不 仅 此 一 特例 ， 还 
更 进一步 地 有 :“ 勾 股 各 目 乘 ， 并 
之 为 驴 实 ， 开 方 除 之 ， 即 弱 也 ,” 
换 成 近代 语 : “直角 三 角形 夹 直角 
两 边 的 长 的 平方 和 ， 等 于 对 直角 
的 边 长 的 平方 .这 就 是 西洋 所 
荚 称 的 毕 达 哥 拉 氏 定 理 ， 而 我 
国 对 这 定理 的 叙述 ， 却 较 毕 氏 为 
早 。 


e。 2 。 


ih 7 二 负 
Mt 疡 二 


淡 到 圆周 率 ， 我 们 也 有 光荣 的 历史 ， 径 一 周三 的 记载 是 极 古 
的 , 汉 朝 刘 徽 的 割 圆 术 ( 约 在 263 年 ), 不 但 奠定 了 计算 圆周 率 的 基 
础 , 同时 也 曾 明 了 积分 学 上 算 长 度 、 算 面积 的 基础 ， 他 用 折线 逐步 
地 来 接近 曲线 , 用 多 边 形 来 逐渐 地 接近 曲线 所 包围 的 图 形 。 他 由 
圆 内 接 六 边 形 .十 二 边 形 .二 十 四 边 形 等 , 逐步 平分 圆 , 来 计算 圆周 
率 ， 他 算出 的 图 周 率 是 3.1416， 南 朝 祖 冲 之 (429~ 500 年 ) 算得 
更 精密 ， 并 且 预 示 着 渐 近 值 论 的 萌芽 ,例如 他 证 明 圆 周 率 在 


3 .1415926 与 3.1415927 之 间 ， 并 且 用 党 及 于 做 玖 率 和 密 


率 。 在 近代 渐 近 分 数 的 研讨 之 下 , 这 两 个 分 数 ， 正 是 现代 所 说 的 
“最 佳 渐 近 分 数 的 前 二 项 (下 一 项 异 疯 繁复 ) 。 祖冲之 的 密 率 较 德 
人 奥 托 早 了 一 千 多 年 ( 奥 托 的 记录 是 1673 年 )， 


三 大 往 求 一 术 


又 名 “ 物 不 数 ”、“ 鬼 谷 算 ”、“ 隔 墙 算 ”、“ 秦 王 暗 点 兵 ”、“ 物 不 知 
总 ”、“ 前 管 术 ”、“ 韩 信和 点 兵 ”等 等 ,欧美 学 者 称 为 “中 国 剩余 定理 ”. 
问题 叙述 ,“ 今 有 物 不 知 其 数 , 三 三 数 之 剩 二 , 五 五 数 之 剩 三 ， 
七 七 数 之 剩 二 , 间 物 几何 ?” 
算法 歌诀 : “三 人 同行 七 十 稀 ， 
五 树 梅花 菇 一 梳 ， 
七 子 团 圆 正月 半 ， 
除 百 零 五 便 得 知 .” 
算法 : 以 三 三 数 之 的 余数 乘 七 十 ， 五 五 数 之 的 余数 乘 二 十 一 ， 


= 2S3. 


七 七 数 之 的 余数 乘 十 五 , 总 加 之 ， 减 去 一 百 零 五 的 倍数 即 得 所 求 . 
例如 : 前 设 之 题 : 二 乘 七 十 , 加 三 乘 二 十 一 , 再 加 二 乘 十 五 , 总 数 是 
二 百 三 十 三 , 减 去 二 百 一 十 , 得 二 十 三 ， 

信 问 题 不 但 在 历史 上 有 他 的 崇高 的 地 位 ,就 是 到 了 今天 , 如 果 
和 外 国 的 数论 书籍 上 的 方法 相 比 较 , 不 难 发 现 , 我 们 的 方法 还 是 有 
它 的 优越 性 ， 它 是 多 么 地 具体 ! 简单 ! 且 容 易 算出 结果 来 ! 

这 方法 黎 源 于 «孙子 算 经 >( 汉 时 书籍 ), 较 希 腊 丢 番 都 氏 为 早 ; 
光大 于 秦 九 韶 之 < 数 书 九 章 >(1247 年 )， 较 欧洲 大 师 欧 拉 (Euler; 
1707~ 1788 年 )、 拉 格 记 日 (Lagrange; 1736~1813 年 )、 高 斯 
(Gauss; 1777~1855 年 ) 约 早 五 百年 。 同时 秦 九 韶 也 发 明了 欧 几 
里 得 算法 ， 


四 ”杨辉 开 方 作法 本 小 


这 种 三 角形 之 构造 法 则 , 两 腰 都 是 一 。 其 中 每 数 为 其 两 肩 二 

数 之 和 ， 此 三 角形 是 二 项 式 定理 的 基 

1 1 本 算法 .这 就 是 西方 学 者 所 称 的 巴 斯 

1 2 7 ”路 (Pascal, 1654 年 ) 三 角形 。 但 根据 

1 4 6 41 西洋 数学 史家 考证 ， 最 先 发 明 者 是 阿 

二 5 10 10 5 1 批 阿 奴 斯 (Apianus)， 时 在 1627 年. 

! ”而 我 国 的 杨辉 (1261 年 ). 朱 世 杰 (1308 
年 ) 及 吴 信 民 (1450 年 ) 都 在 阿 氏 之 前 , 嘻 发 现 了 二 百 余年 ， 


五 ” 秦 九 部 的 方程 论 


大 代数 上 的 和 涅 (Horner) 氏 法 是 解数 值 方程 式 的 基本 方法 . 
是 和 涅 民 在 1819 年 所 发 明 的 。 但 如 果 查 考 一 下 我 们 的 数学 史 , 不 
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难 发 现在 < 议 古 根源 ?>( 约 1080 年 ) 早 已 知道 这 方法 的 原理 . 中 间 经 
过 刘 葵 、 页 完 的 发 展 , 到 了 秦 九 韶 (1247 年 ) 已 有 了 完整 的 方法 , 比 
和 和 涅 旱 了 五 百 七 十 二 年 , 续 用 此 法 的 李 治 (1248 年 )、 朱 世 杰 (1299 
年 ), 都 比 和 涅 早 了 五 百 多 年 ， 

(在 古代 天 文 和 数学 是 不 能 分 开 的 , 我 们 对 天 文学 也 有 他 光荣 
的 史实 ,如 郭守敬 的 岁差 等 等 , 但 不 在 本 文 范围 之 内 , ) 

当然 如 果 我 们 继续 发 扎 ， 我 们 还 会 发 现 更 多 更 好 更 宝贵 的 材 
料 ， 但 也 不 必 讳 言 , 在 元 代 末 季 之 后 , 我 们 的 数学 曾经 停滞 过 , 其 
至 退步 了 些 . 停滞 的 原因 , 并 不 是 因为 人 民 的 智力 衰退 ,而 是 因为 
环境 的 改变 ,元 代 的 崇尚 武力 ,明代 的 八股 取 士 等 等 。 同 时 生产 情 
枕 也 一 直 留 滞 在 封建 社会 阶段 ,而 欧洲 却 继 文艺 复兴 之 后 , 转 入 了 
资本 主义 社会 , 因 之 他 们 的 数学 突飞猛进 了 , 造成 了 目前 的 显著 的 
卷 别 ! 

但 这 差别 是 暂时 的 ! 而 不 是 基本 性 质 的 ! 

注释 这 几 句 话 是 并 不 困难 的 ， 在 古代 时 候 , 我 们 进入 文明 阶 
段 较 早 ( 指 恩格斯 所 说 的 文明 阶段 )， 所 以 我 们 的 数学 发 展开 始 得 
比 欧洲 为 旱 。 在 欧洲 蒙昧 时 期 ,我 们 已 有 显著 的 贡献 ,我们 不 妨 为 
我 们 先 民 的 伟大 成 就 而 感到 光荣 和 鼓舞 , 但 我 们 不 可 引 以 自满 ,而 
产生 唯我独尊 的 优越 感 。 后 来 欧洲 资本 主义 的 赐 兴 (当时 这 种 制 
度 也 有 化 的 进步 性 ), 催促 了 数学 进一步 的 发 展 , 而 我 们 反而 暂时 
显得 洲 后 。 我 们 也 不 必 为 了 这 落后 现象 而 自 包 地 认为 几 事 不 如 
人 , 而 产生 上 日 华 感 .今日 如 果 把 资本 主义 社会 来 和 新 民主 主义 社 
会 、 社 会 主义 及 共产 主义 社会 相 比 较 ， 则 优 劣 之 间 又 差 了 一 个 时 
代 。. 所 以 我 敢 断 言 ; 在 不 久 的 将 来 , 在 毛 主席 所 预示 的 文化 高 调 到 
来 的 一 天 , 我 们 的 数学 一 一 实则 整个 的 科学 , 整个 的 文化 , 都 将 突 
飞 猛 进 ,在 世界 上 各 一 特别 重要 的 地 位 ， 

《 原 载 1951 年 2 月 10 日 “人 民 日 报 ”) 
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谈 谈 同 学 们 学 科学 的 几 个 问题 


我 们 的 祖国 正 以 高 速度 前 进 。 凡是 热爱 祖国 的 人 , 没有 一 个 
不 感觉 到 无 限 兴奋 的 ， 在 这 样 情况 下 ,青年 们 正 以 革命 的 精神 , 饥 
渴 般 地 吸取 科学 成 果 , 奋勇 地 去 夺取 科学 煲 令 , 来 完成 建设 我 们 亿 
国 的 光辉 任务 , 以 缩短 社会 主义 、 共 产 主义 到 来 的 时 间 ， 在 这 里 ， 
我 准备 谈 一 谈 我 所 最 不 敢 谈 的 问题 一 一 怎么 才能 学 好 科学 。 希望 
能 多 少 有 助 于 正 向 自然 科学 进军 的 青年 同学 们 ， 


学 科学 需要 热诚, 更 需要 持久 的 热诚 


不 经 过 黑暗 的 人 , 不 知道 光明 的 可 贵 ; 不 经 过 严冬 酷 寒 的 人 ， 
不 知道 春日 的 可 亲 . 旧 社 会 的 过 来 人 羡 莫 新 社会 中 成 长 的 青年 . 在 
旧 社 会 里 , 政权 操 在 剥 前 阶级 的 手 里 , 要 想 做 一 个 于 人 民有 利 的 科 
学 家 是 不 易 的 , 但 在 今天 的 新 社会 里 ， 人 民 作 了 主人 的 新 社会 里 ， 
就 完全 不 同 了 。 我 们 对 科学 的 致力 , 也 就 是 对 人 民 的 贡献 ; 科学 上 
的 发 明和 发 现 , 也 就 是 人 民 的 瑰宝 ， 所 以 , 在 今天 我 们 已 经 有 了 条 
件 可 以 放心 大 胆 地 全 心 全 意 地 搞 科 学 了 . 

在 这 样 光辉 的 时 代 里 ， 每 个 青年 当然 都 会 有 学 习 科 学 的 无 比 
热诚 但 我 还 要 提醒 大 家 一 句 , 仅仅 有 一 时 的 热诚 还 是 不 够 的 , 还 
须要 有 连续 的 持久 的 热诚 ， 所 谓 持久 , 也 不 是 指 十 天 半 个 月 ,一 年 
两 年 ; 也 不 是 说 中 学 六 年 , 大 学 四 年 ; 也 不 是 说 大 学 毕业 之 后 再 干 
三 年 五 载 ,而 是 说 无 限期 的 持久 . 

如 果 说 科学 是 有 止境 的 ， 到 达 了 之 后 可 以 休息 ， 那 是 无 稽 之 
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谈 ， 科 学 是 精益 求 精 , 日 新 月 异 ,永远 前 进 的 ,科学 成 就 是 由 一 点 
一 滴 积累 起 来 的 ， 唯 有 长 时 期 的 积聚 才能 由 点 滴 汇 成 大海 . 科学 
本 身 在 经 常 不 断 地 考验 自己 ， 在 经 常 考 验 中 把 人 类 的 经 验 积 夭 起 
来 , 这 样 , 才 会 解决 更 大 的 问题 , 才 会 更 完整 地 解决 问题 ， 

“一 曝 十 寒 ” 固 然 要 不 得 , 就 是 “一 曝 一 寒 也 要 不 得 , 我们 需要 
不 断 地 锻炼 , 不 断 地 提高 ; 我 们 需要 经 常 地 紧张 工作 ; 我 们 需要 有 
持久 的 热诚 。 经 验 告诉 我 们 , 在 科学 领域 里 , 成 功 的 科学 家 几乎 没 
有 一 个 不 是 辛劳 的 耕耘 者 ， 不 少 例证 说 明 , 科学 上 的 重要 发 现 , 套 
在 科学 家 脑海 中 反复 深思 达 二 三 十 年 之 久 方 始 成 熟 的 .因而 要 想 
顺手 拣 来 伟大 的 科学 发 明 是 不 可 想象 的 ， 唯 有 由 于 持久 热诚 所 文 
持 着 的 不 断 努 力 , 才 是 能 有 所 成 就 的 唯一 的 可 菲 保 证 ， 


学 科学 要 有 雄心 , 但 不 能 
越级 而 进 , 更 不 能 钻 牛 角 尖 


每 一 个 毛泽东 时 代 的 青年 都 有 远大 的 前 程 ， 当 然 也 都 有 为 人 
民 为 祖国 大 显 身 手 的 雄心 , 这 是 我 们 每 一 个 青年 所 应 当 具 备 的 .但 
如 何 可 以 达到 这 一 目的 呢 这 不 是 仅仅 具有 雄心 便 可 以 了 的 . 我 
以 为 : 必须 依照 毛 主席 所 常 提示 的 “实事 求 是 ”的 精神 , 来 制定 步 步 
可 行 的 精密 计划 .古语 说 得 好 , “登高 必 自 插 , 行 远 必 自 途 .” 如 果 
我 们 不 从 头 做 起 , 按部就班 , 那 我 们 是 不 可 能 提 到 应 有 的 高 度 的 . 

科学 是 累积 性 的 东西 , 如 果 第 一 步 不 了 解 ,第 二 步 就 会 发 生 困 
难 , 而 第 三 步 更 跟 不 上 去 ,也许 原来 的 日 的 想 跳 过 一 步 , 求 快 ,但 结 
果 呢 ?反而 搞 成 了 不 能 前 进 . 我 曾 见 过 好 高 爸 远 的 人 的 失败 的 情 
况 ; 对 初级 课程 自 以 为 念 过 了 ,懂得 了 ,而 高 深 的 却 外 不 进去 ,很 窒 . 
我 以 为 学 科学 的 要 点 在 于 一 步 不 懂 , 不 要 轻易 地 去 跨 第 二 步 ; 并 要 
有 坚持 性 ,一 天 不 懂 再 研习 一 天 ， 只 有 这 样 , 科学 的 宝塔 才 会 逐渐 
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建党 得 又 高 又 大 ,不 然 有 区 钞 工 建 震 , 必 声 无疑 ， 

我 想 告 诉 青年 们 一 件 非 常 遗 憾 的 事 . 在 近 二 .三 年 来 ,我 收 到 
成 百 封 关 于 研究 用 圆规 及 直 尺 三 分 任意 角 的 信件 ， 同 时 我 也 听 
说 有 人 收 到 成 百 圭 关于 发 明了 永 动 机 的 信件 .这 两 个 问题 状 害 了 
不 少 青 年 ， 因 为 这 是 已 经 解决 了 的 “不 可 能 问题 ， 搞 这 问题 的 育 
年 大 部 都 是 成 绩优 蜡 的 青年 ， 但 他 们 把 宝贵 的 时 光 兹 在 这 毫 无 出 
路 的 研究 工作 上 .他们 中 的 一 部 分 是 受 了 无 知 者 的 影 啊 , 而 及 一 部 
分 则 是 为 他 自己 的 “雄心 所 害 . 因为 想 一 举 成 名 , 他 们 不 肯 脚 踏实 
地 地 去 深入 研究 这 些 问题 之 所 以 不 可 能 的 论证 ,企图 乱 撞 栈 磁 , 偶 
然 得 到 成 功 ,但 实际 上 这 样 是 根本 不 会 成 功 的 .同样 的 时 间 , 同样 
的 粮 力 , 如 采 脚 踏实 地 做 去 , 有 可 能 把 目 己 所 到 更 高 的 水 准 ， 越级 
而 进 利 钴 牛角 尖 , 只 会 把 目 己 达 进 不 可 是 拔 的 泥 坑 ， 

唯 有 按部就班 地 前 进 , 唯 有 步 步 路 实地 锁 镀 , 放 可 化 雄心 为 现 
实 ， 在 这 样 基 础 上 生长 的 雄心 , 才 不 左 约 四 , 才 不 定 日 旧梦 ， 


善于 接受 已 有 的 成 果 


研究 科学 最 宝贵 的 精神 之 一 , 是 创造 的 精神 , 是 独立 开辟 荒原 
的 精神 , 科学 之 所 以 得 有 今日 , 多 半 是 得 力 于 这 样 的 精神 , 在 “ 山 穷 
水 尽 疑 无 路 ”的 时 候 , 卓越 的 科学 家 往往 另 膀 蹊 径 , 创造 出 “ 柳 暗 花 
明 又 一 村 ”的 境界 ， 所 以 独立 开创 能 力 的 培养 , 是 每 一 个 优秀 科学 
家 所 必须 具备 的 优良 品质 之 一 (注意 : 独立 不 是 孤立 )， 独立 开创 
与 拒 不 接受 他 人 的 经 验 并 无 丝 绽 相同 之 处 ， 科 学 的 工作 如 接力 赛 
跑 , 人 愈 多 ,路程 也 便 会 跑 得 愈 远 ， 我 所 理解 的 “开创 ”应当 是 基 
本 上 了 解 了 前 人 成 果 之 后 的 开创 工作 ， 因 为 在 愈 高 的 基础 上 努 
力 , 所 得 的 结果 也 更 高 。 如 上 节 所 说 的 三 分 角 、 永 动机 的 研究 者 ， 
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如 果 肯 吸收 前 人 的 经 验 ， 咒 不 会 白白 浪费 精力 与 时 间 .， 因为 这 两 
个 问题 的 结论 ， 正 是 建筑 在 若干 世纪 以 来 科学 家 们 的 无 数 次 失败 
的 经 验 之 上 的 ,我 们 又 何苦 、 更 何必 再 走 回头 路 呢 ? 

但 学 习 前 人 的 经 验 , 并 不 是 说 要 拘泥 于 前 人 的 经 验 ,我 们 可 以 
也 应 当 怀 疑 与 批评 前 人 的 成 果 ， 但 怀疑 和 批评 必须 从 事实 出 发 ， 
必须 从 了 解 淮 估 出发， 如 此 才 可 以 把 新 的 结论 建筑 在 更 结实 的 基 
础 上 面 . 

一 个 人 的 生命 是 有 限 的 .短促 的 , 如 果 我 们 要 把 短 短 的 生命 过 
程 使 用 得 更 有 效力 ， 我 们 最 好 是 把 自己 的 生命 看 成 是 前 人 生命 的 
延续 , 是 现在 共同 生命 中 的 一 部 分 , 同时 也 是 后 人 生命 的 开端 ， 如 
此 地 继续 下 去 一 一 -整体 般 地 继续 下 去 ， 科 学 就 会 一 天 比 一 天 更 光 
明 灿 烂 , 社会 也 就 会 一 天 比 一 天 更 美好 繁荣 ， 总 之 , 我 们 要 善于 总 
结 及 利用 前 人 的 经 验 ， 再 在 已 有 的 经 验 上 进一步 地 提高 一 一 发 展 . 
性 或 创造 性 的 提高 , 更 为 后 人 开辟 道路 ， 


学 科学 须 注意 原则 , 但 也 不 要 
任意 忽视 小 总 泣 

学 科学 必须 要 掌握 原则 , 这 几乎 是 人 碘 殷 知 的 重要 法 则 .但 仅 
仅 是 了 解 了 原则 还 是 不 够 的 ,而 必须 要 会 灵 福 运用 。 如 何 才 能 达 
到 这 样 的 县 的 ? 唯 有 经 常 地 在 实践 中 锻炼 ,反复 地 锻炼 .因为 原则 
不 是 任 空 而 来 的 , 是 从 具体 的 点 滴 的 客观 事物 积累 抽象 而 成 的 , 则 
则 之 所 以 有 用 ,也 正 是 由 于 它 在 具体 事物 中 存 有 普 吉 性 的 作用 . 宇 
谈 原 则 , 那 是 根本 无 法 对 科学 有 真正 的 认识 的 , 因为 这 样 的 态度 根 
本 不 是 科学 的 态度 ; 并 且 有 时 小 点 滴 正 是 供给 人 们 修改 原则 的 资 
料 ,或 是 发 现 新 原理 的 可 能 性 的 重要 根据 . 

自然 科学 的 领域 里 , 在 原则 与 实际 的 问题 之 间 , 还 有 一 中 间 环 
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节 , 这 中 间 环 节 谓 之 技巧 . 不 通过 技巧 , 有 时 原则 性 的 理论 也 不 容 
易 运 用 到 具体 问题 上 去 .例如 ,虽然 我 们 知道 了 , 菇 读 了 玫 何 上 的 会 
理 , 但 在 实际 证 题 时 依然 有 时 有 技术 上 的 困难 .关于 技巧 的 获得 ， 
必须 经 过 将 练 ; 不 但 如 此 , 在 获得 了 技巧 之 后 ,还 必须 经 各 温习 , 丛 
语 说 的 “ 源 不 离 手 , 曲 不 离 口 ,就 是 这 样 的 情况 .所 以 学 科学 的 人 
必须 经 常 地 不 轻易 放松 训练 自己 的 机 会 ， 因 为 叭 有 如 此 , 才 会 " 熟 
能 生 巧 ， 推陈出新 . 切 不 可 以 为 我 懂 了 大 道理 了 , 我 色 了 枢 融 
深 的 部 分 了 , 而 对 较 浅 的 、 较 易 的 部 分 产生 了 “不 值 一 顾 的 看 法 . 
这 种 态度 将 会 使 我 们 生 朴 了 已 获得 的 技术 ， 因 而 难以 再 进一步 
( 原 载 1953 年 3 月 3 日 “中 国 衣 年 报 ) 
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谈 革命 干部 学 习 科 学 知识 问题 


斯 大 林 说 过 , “要 建设 , 就 必须 有 知识 , 就 必须 掌握 科学 。 而 站 
有 知识 , 就 必须 学 习 。 顽 强 地 .耐心 地 学 习 。” 诚 然 ,如 果 我 们 能 照 着 
斯 大 林 同 志 说 的 去 做 , 那 末 , 我 相信 , 在 三 、 五 年 之 内 , 无 论 是 哪 一 
个 革命 干部 ， 都 是 完全 有 把 握 掌握 我 们 工作 上 所 需要 的 科学 知识 
的 、 


一 自修 是 能 达到 学 习 的 目的 的 ， 
毅力 各 耐心 是 成 功 的 保证 


自修 是 学 习 方 法 之 一 ， 我们 可 以 肯定 地 说 ; 任何 一 个 人 如 果 
养 成 了 自修 的 习惯 ,都 是 终身 受用 不 尽 的 。 但 如 果 因 为 强调 自修 
而 放弃 参加 集体 学 习 的 机 会 , 也 是 不 正确 的 态度 ， 曾经 有 些 青年 
干部 说 : 在 学 校 里 要 学 的 科目 太 多 , 进度 很 慢 , 还 是 在 家 里 自修 好 
一 些 ， 这 种 看 法 当然 是 不 妥当 的 ， 自 修 只 能 看 作 是 在 正规 学 习 进 
行 中 的 辅助 办 法 ,在 无 法 参加 正规 学 习 时 候 的 代替 办 法 。 必须 知 
道 , 在 学 校 里 (或 参加 任何 学 习 班 ) 学 习 有 很 多 优点 : 第 一 , 是 能 够 
得 到 系统 的 、 全 面 发 展 的 为 现代 公民 所 需要 的 常识 ; 第 二 , 是 水 平 
高 于 我 们 的 教师 会 较 快 地 带 我 们 上 路 ， 并 且 能 够 及 时 指出 容易 被 
我 们 忽略 的 要 点 和 关键 所 在 , 又 能 够 帮助 我 们 解释 疑难 , 减少 暗中 
摸索 的 时 间 ; 第 三 , 有 检查 有 考核 , 易于 暴露 和 及 时 纠正 我 们 学 习 
中 的 缺点 ; 第 四 , 和 同学 在 一 起 , 可 以 互相 帮助 , 互相 鼓励 ， 所 有 这 
些 ， 都 不 是 用 自修 的 方法 能 够 得 到 的 。 但 同时 也 应 当 培养 自修 的 
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习惯 , 这 样 , 一 来 可 以 补助 学 习 的 不 足 , 二 来 准备 在 不 能 参加 学 习 
的 时 候 , 能 掌握 “自修 ”这 一 重要 的 学 习 方法 ， 

自修 是 一 种 比较 艰苦 的 学 习 方 法 , 但 它 的 优点 是 无 论 何 人 、 何 
时 、 何 地 都 可 以 采用 。 只 要 我 们 能 按部就班 ,不懈 不 驴 , 继 之 年 月 ， 
它 是 可 以 帮助 我 们 达到 科学 的 光辉 的 顶点 的 。 凡 是 具备 了 普通 语 
文 修养 的 人 , 就 可 以 运用 自修 来 扩大 自己 的 知识 范围 。 就 我 所 熟 
悉 的 数学 而 言 ， 只 要 我 们 肯 于 自修 ， 便 能 够 使 我 们 进入 数学 的 党 
奥 ， 

但 是 由 于 没有 督促 检查 , 没有 领导 指引 ， 自 修 往往 自流 ,以 至 
有 始 无 终 .我 个 人 就 有 过 一 些 痛 苦 的 经 验 : 由 于 急躁 , 想 一 践 而 成 ， 
我 常常 逾 规 前 进 , 在 最 初 一 个 时 期 看 来 似乎 很 有 成 绩 , 但 一 旦 运用 
时 却 发 现 运 用 不 灵 , 而 是 一 锅 夹 生 饭 ， 这 时 , 前 进 不 行 , 回头 又 不 
甘心 , 这 种 情况 几乎 使 我 丧失 信心 , 中 途 而 止 。 夹 生 饭 重新 回锅 是 
件 极 不 愉快 的 事 ， 我 想 , 一 定 有 不 少 苦心 自修 的 人 有 过 同样 苦痛 
的 经 验 ， 因 此 , 无 论 自修 哪 一 门 功课 , 最 重要 的 是 避免 焦躁 , 循序 
前 进 , 才 是 上 策 ， 如果 不 幸 和 我 有 相同 的 经 验 , 唯一 补救 办 法 就 是 
重新 从 头 做 起 自修 时 的 另 一 缺点 是 往往 自 以 为 通 , 自 以 为 懂 , 书 
下 的 习题 会 做 , 书 上 的 定理 会 背 , 但 若干 年 后 回顾 一 下 , 以 往 所 谓 
的 通 和 懂 不 过 是 浮 面 的 .形式 上 的 了 解 ,一 过 到 原则 性 的 变化 就 中 
入 五 里 雾 中 , 摸 不 着 头脑 了 .这 一 缺点 , 虽然 可 能 是 学 习 过 程 中 极 
难 避 免 的 , 但 如 果 自 修 时 能 够 认真 思考 , 仍 可 能 减轻 它 的 严重 性 . 
另 一 方面 也 有 一 些 人 ， 对 原理 、 原 则 谈 来 似乎 了 解 了 ,但 在 具体 应 
用 时 百 无 一 能 .此 外 , 虎 头 蛇 尾 、 有 始 无 终 、“ 一 曝 十 寒 ”等 毛病 就 
不 在 话 下 了 ， 

总 之 ,我 觉得 , 自修 能 有 成 绩 的 主要 关键 在 于 毅力 和 耐心 。 应 
当 正 确 地 认识 为 了 什么 在 自修 ,也 应 当 正 确 地 认识 “自修 ” 较 “ 参 加 
正规 学 习 ?为 艰苦 ,所 需要 的 时 间 更 多 ,图 快 贪 多 是 自修 成 功 的 敌 


( 本 262 


人 ,必须 用 “ 滑 少 不 息 , 而 成 江河 ”的 态度 , 持 之 有 恒 , 行 之 有 素 , 才 
能 够 完成 自修 所 要 达到 的 朋 的 ， 


二 ”上 扑 山 是 艰 音 的 , 但 开始 的 一 段 还 十 大 这 


科学 家 们 经 常 爱 引 用 马克 思 在 资本 论 法 文 译本 的 序 与 跋 里 
所 说 的 话 :“ 在 科学 上 没有 平坦 的 大 道 , 只 有 不 其 荔 否 沿 着 陡峭 出 
路 欧 登 的 人 , 才 有 条 望 达 到 光辉 的 顶点 。 这 是 颠 扑 不 破 的 真理 ,每 
一 个 科学 工作 者 都 应 当 牢 记 并 诬 刻 认识 这 几 句 话 的 意义 。 但 如 果 
用 来 对 学 习 中 学 程度 的 科学 知识 的 人 来 说 , 却 过 时 了 些 ， 可 能 因 
屁 产 生 和 项 难 情绪 ， 科 学 是 座 大 山 ， 愈 接近 顶点 ， 道 路 就 愈 崎 虐 难 
行 , 甚 且 有 很 多 人 迹 所 没有 到 过 的 地 区 , 全 和 恩 科 学 家 披 草 斩 棘 地 发 
现 道路 . 但 在 山脚 下 ， 由 于 多 少年 来 行人 的 践踏 ， 已 经 踏 成 了 大 
道 , 或 者 已 经 修成 了 扮 级 可 登 的 阶 柳 , 只 要 我 们 不 倦 地 努力 , 就 可 
以 稳步 前 进 ， 数 学 中 的 算术 、 代 数 、 几何、 三 角 等 等 在 儿 百 年 前 都 
是 科学 上 的 崎 岷 小 路, 而 今天 已 经 成 为 平坦 大 道 了 ,十 四 .五 岁 的 
少年 都 能 在 短 时 期 内 掌握 它 。 所 以 ， 有 了 让 宦 的 生活 经 验 和 斗争 
经 验 的 革命 干部 , 在 他 们 成 熟 的 思考 能 力 的 帮助 下 ,迅速 地 擎 握 这 
些 科 目 也 是 毫 无 间 题 的 , 是 有 绝对 的 把 握 的 .但 成 果 的 让 兄 与 否 
还 要 看 我 们 付出 代价 的 多 少 而 定 。 

山 愈 高 愈 难 爬 ,但 由 于 经 过 了 一 段 的 稻 烽 ,又 在 这 个 基础 上 乏 
渐 丰 富 了 自己 的 经 验 ， 我 们 是 有 可 能 并 且 一 定 能 够 逐步 地 攀登 到 
高 峰 的 。 

对 经 验 丰 富 的 干部 来 说 ;攻克 科学 堡 公 并 不 比 攻 殉 军事 堡 允 
难 。 科学 堡垒 是 不 变 的 目标 , 进 了 一 步 驳 进 了 一 步 , 今天 攻 个 下 ， 
还 有 明天 ,到 了 上 明天, 客观 形势 只 会 对 我 们 更 有 利 。 只 要 我 们 一 步 
一 步 地 努力 , 总 是 越 来 越 接 近 胜 利 ， 
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三 ”没有 什么 秘密 的 学 习 方 法 


学 习 科学 不 能 取 巧 , 也 没有 什么 捷径 或 秘密 的 快速 学 习 方法 ， 
我 们 决 不 能 在 短 短 的 几 个 月 内 把 六 年 中 学 的 课程 融会 贯通 ， 必 须 
认识 科学 知识 学 习 的 长 期 性 和 艰苦 性 。 一 分 努力 一 分 成 就 , 唯 有 
勤 悬 的 耕耘 ,才能 有 丰富 的 收获 但 男 一 方面 , 如果 指导 学 习 的 人 
能 够 把 握 住 革命 干部 具有 成 熟 的 思考 能 力 这 一 特点 ， 周 密 地 考虑 
筹划 , 那 便 有 可 能 适当 地 缩短 学 习 的 期 限 . 但 决 不 能 缩 得 太 短 , 所 
以 学 习 的 人 务必 要 首先 认识 学 习 的 长 期 性 和 艰 交 性， 调匀 步伐 尽 
快 地 前 进 ， 如 果 趁 一 时 之 勇 ,冲锋 般 地 奋勇 癌 前 , 将 来 必然 会 党 得 
难 乎 为 继 。 学 习 科学 虽然 没有 取 巧 的 方法 , 但 确 也 有 一 些 应 当 注 
意 的 事项 ,了 解 了 这 些 ,可 以 少 走 弯 路 ， 

首先 应 当 提 出 的 是 不 急 不 躁 , 细 咀 慢 咽 ,一 步 不 民 不 轻 易 走 下 
一 步 . 每 一 方法 都 力求 运用 熟练 读 十 本 八 本 ,不 其 了 解 , 反 不 如 
把 一 本 书 从 头 到 尾 读 得 精通 烂 水 所 裔 烂熟 不 只 是 会 育 会 算 , 而 
是 能 掌握 基本 精神 、 基 本 原理 ,能 够 灵活 运用 .并且 必须 注意 它 的 
连贯 性 ,依照 深浅 ,一 本 一 本 地 学 习 下 去 . 例如 , 在 学 数学 的 时 候 ， 
不 要 在 算术 的 基本 运算 还 未 学 担 的 时 候 ， 如 去 摘 搞 代数 ， 摸 摸 几 
何 ， 这 样 做 法 会 陷于 一 事 无 成 的 ， 学 到 新 的 、 高 一 级 知识 的 时 候 ， 
必须 一 有 机 会 就 联系 起 上 有 的 、 低 一 级 的 知识 来 . 换言之 ,如 果 学 
了 代数 起 了 算术 , 学 了 几何 起 了 代数 , 这 样 不 但 会 悉 了 前 面 的 , 而 
后 面 的 也 学 不 好 ， 一 言 以 项 之 ,我 们 必须 认识 科学 知识 的 积累 性 ， 
学 习 科 学 知识 有 如 筑 塔 ， 级 级 上 升 ， 每 一 级 都 建筑 在 以 下 诸 级 之 
上 , 因 之 ,一 级 不 稳 , 束 筑 不 上 去 ， 

其 次 ,必须 经 常 地 检查 上 自己， 不 要 放弃 任何 可 能 复习 的 机 会 ， 
如 果 参 加 有 组 织 的 学 习 , 最 好 经 过 每 一 个 考试 , 同 辅 导 人 员 争 取 严 
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格 的 训练 . 在 国家 的 社会 主义 工业 化 的 过 程 中 , 活 的 例子 会 经 常 遇 
见 的 。 百分比 当然 是 家 常 饭 , 遇见 了 它 不 妨 算 算 。 比如 政府 发 表 
的 公报 中 常 有 许多 数字 , 如 果 我 们 把 它们 用 作 复 习 资料 , 既 可 以 熟 
练 计算 ,又 可 以 增加 对 祖国 的 具体 的 感性 认识 ， 

第 三 , 是 学 习 的 了 顽强 性 .学 习 科 学 时 , 必须 紧 紧 掌握 “ 知 难 而 
进 的 原则 ,一 般 说 来 , 难 易 决定 于 主观 ( 指 学 习 , 不 指 研究 ), 决定 
于 已 有 的 训练 。 曾经 克服 过 不 少 困难 , 则 “ 难 将 变 为 “ 易 . 望 而 
生 萌 ,“ 易 也 变 “ 难 . 譬如 学 下 棋 , 刚 学 的 时 候 , 不知 从 何 下 手 , 下 
了 三 、 五 十 盘 之 后 ,也 就 能 看 出 一 步 两 步 了 .训练 有 素 的 老 棋 手 ， 
却 能 看 上 十 步 八 步 ， 在 中 学 知识 阶段 学 习 科 学 知识 ,如 果 能 够 看 
上 一 步 两 步 , 一 般 讲 来 , 就 能 够 完成 我 们 的 学 习 任 务 ! 难 的 是 在 我 
们 初学 以 后 ， 碰 到 需要 能 看 上 一 步 两 步 的 问题 ， 台 会 感到 束 手 无 
策 , 无 路 可 通 . 但 是 , 只 要 我 们 能 坚持 地 驳 强 地 努力 一 下 , 砚 会 蔬 
然 开 朗 的 。 那 时 节 心 怀 嘉 悦 , 信心 大 增 , 学 习 的 兴趣 也 融 更 大 了 ! 

第 四 , 培养 对 所 学 科目 的 兴趣 上 节 已 经 谈 到 学 习 兴 趣 的 来 
源 之 一 ,如果 有 人 辅导 这 就 更 容易 了 ， 辅 导 员 可 以 在 生活 中 ,在 业 
务 中 选 些 生 动 的 、 具 体 的 例子 , 来 帮助 大 家 , 那 就 更 可 以 大 大 地 所 
高 学 习 的 热情 ， 学 习 的 人 能 够 如 第 二 点 所 提出 的 方法 找 习 题 演 
算 , 当然 也 是 提高 兴趣 之 一 法 。 而 最 可 靠 的 是 第 三 点 中 所 提出 的 
方法 ,克服 困难 后 的 乐趣 , 那 是 信心 和 胜利 的 交响 曲 .， 有 了 兴趣 陋 
会 乐此不疲 ,好 之 不 倦 , 因 之 也 就 会 挤 时 间 来 学 习 了 了， 

最 后 应 当 谈 的 是 时 间 问 题 。 学 习 的 敌人 是 “一 曝 十 寒 ， 所 以 
我 们 必须 要 有 经 常 的 可 靠 的 时 间 。 我 们 每 天 如 果 能 有 一 小 时 , 或 
每 周 五 小 时 的 保证 ,就 易于 把 学 习 搞 好 ， 厂矿 企业 机 关 能 为 干部 
们 在 提高 科学 知识 水 平 上 花 一 些 时 间 ， 是 对 人 民事 业 的 极 有 意义 
的 投资 。 所 以 如 果 领 导 干 部 能 够 在 时 间 方 面 适 当地 给 予 保证 , 那 
是 可 以 促使 学 习 者 有 成 绩 的 。 但 另 一 方面 , 每 一 个 于 部 月 己 也 应 
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当 认 识 学 习 的 重要 性 和 迫切 性 ， 尽 可 能 地 掌握 好 自己 的 时 间 来 气 
成 和 学习 任务 ,把握 时 间 的 方法 之 一 ,是 利用 间 际 ,特别 是 间 际 中 短 
哲 时 间 的 利用 。 举例 说 , 在 公共 汽车 站 上 经 和 有 人 在 看 书 ,这 融 是 
抓紧 利用 时 间 的 方法 之 一 ， 不 要 轻 看 这 样 的 时 间 , 每 天 如 果 抓 住 
了 三 次 二 十 分 钟 ,日 积 月 累 , 可 以 学 得 不 少 东 西 。 把 学 习 的 材料 经 
贡 带 在 手头 , 一 有 空 便 翻 开 来 看 , 据 个 人 的 经 验 , 这 对 于 一 个 工作 
驼 忆 的 人 ,是 很 好 的 学 习 方 法 ， 


四 “干部 学 习 科 学 知识 是 建议 
祖国 的 你 证 之 一 


当然 , 在 职 干部 的 文化 科学 知识 学 习 成 功 与 否 , 主要 是 依靠 由 
己 , 但 另 一 方面 , 如 教材 的 合理 编制 , 学 习 班 的 妥善 组 织 ,时 间 的 可 
靠 保证 , 也 有 着 密切 的 关系 ， 仅 就 教材 的 合理 编制 一 点 来 说 , 首先 
必须 认识 教授 思想 成 熟 的 人 是 异 于 中 小 学 生 的 ， 编 教材 的 人 和 负 
责 教学 的 人 便 应 当 注意 利用 成 人 的 成 熟 的 思考 能 力 这 一 特点 ， 既 
不 应 当 视 械 地 搬 用 普通 学 校 的 一 套 ， 也 不 适宜 运用 " 速 而 不 成 ”的 
突击 方式 ,更 应 当 把 握 每 一 产业 部 门 的 特殊 性 来 计划 教材 , 例如 找 
一 些 和 业务 有 关 的 习题 ,来 增加 学 习 者 的 兴趣 ,使 他 们 感到 特别 亲 
切 ,格外 有 用 . 这 样 , 既 可 坚定 学 习 者 的 信心 , 又 可 提高 学 习 者 的 热 
情 。 但 也 须 遵 防 大 刀 冰 估 小 删 教材 的 作风 ,如 果真 正 需要 删 掉 一 
节 , 也 必须 多 方 考虑 ,不 然 将 来 运用 起 来 , 所 襟 见 肘 , 是 会 使 学 习 者 
温 天 ,乃至 表 失 信心 的 . 

由 于 工农 干部 科学 知识 水 平 的 提高 是 和 我 国 工业 建设 有 着 极 
密切 的 直接 关联 的 ,因此 , 无论 是 行政 领导 ,科学 工作 者 , 或 是 家 庭 
妇女 都 应 当 担负 起 训 助 的 责任 ,使 他 们 能 专心 一 致 地 .迅速 地 走 上 
学 习 轨 道 , 学 好 科学 知识 。 
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最 后 ,请 让 我 从 访 苏 笔记 上 摘录 一 段 话 米 说 明 ,工农 干部 科学 
水 平 的 提高 不 但 是 必要 的 ,而且 是 一 定 可 以 成 功 的 事实 . 

“1920 年 列宁 工业 学 校 接 受 了 一 批 工 农 出 号 的 新 学 生 ， 有 些 
教授 不 愿意 来 教 这 批 没有 文化 的 人 ， 因 为 其 中 有 些 人 既 不 会 筑 
术 , 又 不 会 代数 ， 但 是 事实 证 明 ， 他 们 中 间 有 好 些 人 有 痢 比 城市 
文化 人 "好 得 多 的 优点 ， 他 们 有 伟大 的 愿望 , 有 高 度 的 求知 欲 , 芥 
且 有 组 织 性 和 纪律 性 . 最 后 证 明了 , 他 们 的 学 习 成 绩 并 不 低 于 城 
市 里 的 文化 人 ”; 毕业 后 他 们 做 工程 师 , 担当 很 重要 的 工作 , 在 工 
作 中 更 显示 出 他 们 为 人 民 服 务 的 效率 ， 这 纠正 了 认为 工农 出 身 的 
人 不 能 培养 成 为 人 材 的 错误 看 法 . 

看 了 这 一 段 放 ,我 们 不 应 当 再 有 丝 基 怀疑 卫 ! 这 些 怀 疑 曾经 使 
教授 者 苦恼 ,学 习 者 信心 不 坚定 。 科学 是 人 类 社会 经 验 积累 的 产 
物 . 因 之 ,也 是 每 一 个 人 可 以 经 过 学 习 而 掌握 的 , 显然 由 于 各 人 的 
过 开 , 费劲 的 多 少 有 些 不 同 , 但 如 果 我 们 用 了 一 年 的 时 间 收 效 还 个 
大 , 继 之 以 三 年 五 载 , 随 着 社会 主义 工业 化 的 逐步 实现 , 我 们 的 水 
平 总 会 水 涨 船 高 地 逐步 上 升 ， 将 来 会 对 祖国 建设 起 更 大 的 作用 
的 ， 

( 原 载 195 和 年 4 月 6 日 “人 民 日 报 ) 
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和 同学 们 谈 谈 学 习 数学 


数学 是 一 门 非常 有 用 的 科学 ， 我 想 同学 们 一 定 都 知道 。 我 们 
要 建设 祖国 , 保卫 祖国 ,必须 有 数学 知识 .而 数学 是 一 切 科学 有 力 
的 助手 , 我 们 掌握 了 数学 , 才能 进入 科学 的 大 门 ， 在 日 常生 活 里 ， 
我 们 也 到 处 要 用 到 数学 .你 们 现在 学 的 算术 、 代数 、 几何 , 都 是 数 
学 里 极 基本 的 一 部 分 ,应 当 学 好 它 ， 

数学 的 用 处 还 不 只 这 些 ， 加 里 宁 曾 经 说 过 , 数学 是 锻炼 思想 
的 “体操 ”。 体操 能 使 你 身体 健康 , 动作 敏捷 ， 数 学 能 使 你 的 思想 
正确 , 敏捷 ， 有 了 正确 、 敏捷 的 思想 , 你 们 才 有 可 能 假 上 科学 的 大 
山 ， 所 以 ,不 论 将 来 做 什么 工作 ,数学 都 能 给 你 们 很 大 的 帮助 . 

有 的 同学 说 , “数学 的 重要 我 知道 , 可 是 太 难 了 ,我 看 见 数学 
就 头痛 ,对 它 实在 没有 兴趣 .” 

数学 真 的 很 难 吗 ?我 看 不 是 ， 数学 既然 是 思想 的 “体操 ”, 那 也 
就 和 普通 的 体操 一 样 ,只 要 经 常 银 炼 , 任何 人 都 可 以 达到 一 定 的 标 
准 ， 拿 跳高 来 说 , 任何 人 只 要 经 过 适当 的 锻炼 , 都 能 跳 过 一 米 二 . 
数学 也 一 样 ,只 要 经 常 锻炼 ,经 常 练习 ,就 能 达到 一 定 标准 , 并 不 需 
要 任何 天 才 . 

以 我 自己 来 说 。 我 在 小 学 里 , 数学 勉强 及 格 。 初 中 一 年 级 的 
时 候 , 也 不 见得 好 ， 到 了 初中 二 年 级 才 有 了 根本 上 的 改变 。 因为 
我 那 时 认识 了 这 一 点 : 学 习 就 是 艰苦 的 劳动 , 只 要 刻苦 钻研 , 不 怕 
困难 , 没有 解决 不 了 的 问题 ， 旁 的 同学 用 一 小 时 能 解决 的 问题 ,我 
就 准备 用 两 小 时 解决 . 是 不 是 别人 一 小 时 的 工作 ,我 一 定 要 用 两 小 
时 呢 ? 那 也 不 见得 ; 由 于 我 不 断 地 刻苦 练习 , 后 来 别人 要 花 一 小 时 
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才能 解决 的 问题 ， 我 往往 只 要 用 半 小 时 ， 甚 至 更 短 的 时 间 就 解决 
了 . 

不 怕 困 难 , 刻苦 练习 ,是 我 学 好 数学 最 主要 的 经 验 ， 我 就 是 这 
样 学 完了 基础 的 数学 ， 这 一 宝贵 的 经 验 , 直到 今天 ,对 我 还 有 很 大 
的 用 处 ， 我 和 其 他 数学 家 研究 问题 的 时 候 ,当时 虽然 都 懂 了 , 回来 
我 还 要 仔细 地 思考 研究 一 遍 ， 我 不 轻视 容易 的 问题 , 今天 熟练 了 
容易 的 ,明天 碰 到 较 难 的 也 就 容易 了 ， 我 也 不 害怕 难 的 问题 ,我 时 
刻 准备 着 在 必要 时 把 一 个 问题 算 到 底 ， 我 相信 , 只 要 辛勤 劳动 , 没 
有 克服 不 了 的 困难 , 没有 攻 不 破 的 保全 

还 有 些 同学 说 “数学 就 是 太 枯燥 , 又 是 数目 字 , 又 是 公式 ,一 
点 没有 趣味 .” 数 学 是 不 是 很 枯燥 , 很 没有 趣味 呢 ? 我 想 : 你 们 既然 
知道 祖国 建设 需要 数学 , 怎么 还 会 感觉 数学 没有 趣味 呢 ? 其 实 , 数 
学 本 身 , 也 有 无 穷 的 美妙 ， 认 为 数学 枯燥 无 味 , 没有 艺术 性 , 这 看 
法 是 不 正确 的 。 就 象 站 在 花园 外 面 , 说 花园 里 枯燥 乏味 一 样 。 只 
要 你 们 踏 进 了 大 门 ， 你 们 随时 随地 都 会 发 现 数学 上 也 有 许 许多 多 
趣味 的 东西 。 我 现在 举 个 极 简单 的 例子 : “我 家 有 九 个 人 , 每 人 每 
天 吃 半 两 油 , 一 个 月 (以 三 十 天 算 ) 共 吃 几 斤 几 两 ?"@ 这 个 问题 ,我 
起 你 们 都 会 算 ,算式 是 : 站 Xx9x30 二 16， 但 是 如 果 你 们 动 一 动脑 


筋 ; 每 人 每 天 半 两 ,每 人 每 月 不 是 一 斤 差 一 两 吗 ? 九 人 每 月 电 油 珊 
是 九 斤 差 九 两 , 即 八 斤 七 两 。 算 起 来 岂 不 又 快 又 方便 ?你 们 还 可 以 
把 一 个 月 当 三 十 一 天 , 用 上 面 两 个 方法 算 一 算 , 比较 一 下 , 就 知 违 
数学 是 个 怎样 有 趣 、 怎 样 活泼 的 一 门 科学 了 ， 

同学 们 ， 在 长 知识 的 时 候 ， 数 学 是 你 学 习 其 它 科 学 有 力 的 助 
手 , 我 希望 你 们 把 数学 学 好 ! 只 要 不 怕 困 难 , 刻 百 练习 ,一定 学 得 


好 .， 
( 原 载 1955 年 月 “中 学 生 ”) 


@ ”当时 使 用 的 是 一 斤 十 六 两 制 ， 


我 从 事 科 竺 人 研究 工作 的 体会 


在 写 这 篇 文章 之 前 ,我 想到 很 多 . 第 一 ,我 知道 我 对 科学 研究 
还 征 一 个 小 学 生 , 既 少 成 绩 , 也 还 缺乏 经 验 . 第 二 , 即使 有 一 些 经 
验 ,也 是 极 片 面 的 ; 因为 我 所 熟悉 的 仅仅 是 科学 中 的 一 部 分 一 一 数 
学 中 的 极 小 部 分 ,其 中 的 经 验 对 于 其 他 部 分 能 否 应 用 ,是 大 可 怀疑 
的 。 且 第 三 , 我 仍 是 一 个 年 青 的 科学 工作 者 , 工作 虽 有 一 些 , 但 就 
整个 的 一 生来 说 , 还 仅仅 是 开始 , 新 经 验 还 不 断 地 在 被 发 现 , 旧 办 
法 也 不 断 地 在 修正 和 否定 ; 所 以 , 很 可 能 我 今天 所 说 的 , 在 将 来 看 
来 是 极 肤浅 其 至 于 是 错误 的 , 当然 更 不 要 谈 到 它 的 完整 性 了 . 但 我 
终于 号 了 这 篇 文章 ,最 主要 的 是 由 于 我 觉得 : 哪 管 就 是 些 点 滴 的 体 
会 ,对 那些 比 我 更 年 青 的 科学 工作 者 来 说 ,也 许 还 有 些 参 考 作用 . 


科学 研究 要 有 坚实 的 基础 


什么 叫做 坚实 的 基础 ? 会 背 会 默 , 滚 透 烂 熟 , 是 否 就 算 已 获得 
坚实 的 基础 了 呢 ? 我 认为 不 算 的 , 并 且 , 我 认为 这 不 是 建立 坚实 基 
而 的 一 种 最 好 的 途径 .因为 真正 懂得 前 人 的 成 果 或 书本 上 的 知识 
的 人 , 个 一 定 要 会 过 字 逐 名 地 背诵 ; 甚至 完全 相反 , 会 逐 字 逐 句 背 
谓 的 人 不 一 定 碗 是 真 旬 的 人 ， 

所 谓 “ 真 懂 ,其 中 当然 包括 搞 懂 书本 上 的 逻辑 推理 ,但 更 重要 
的 还 要 包括 以 下 一 些 内 容 ; 必须 设身处地 地 想 , 在 没有 这 定律 (或 
定理 ) 之 前 , 如果 我 要 发 现 这 一 条 定律 (或 定理 ) 是 否 可 能 ,如 果 可 
能 , 那 是 经 过 怎样 的 实践 和 思维 过 程 获得 它 的 。 不 消 说 ,在 研究 证 
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明 的 时 候 , 更 重要 的 是 了 解 其 中 的 中 心 环 节 。 因为 对 中 心 环节 的 
了 了解 , 有 了 时 可 以 把 这 证 明 或 这 定理 显示 得 又 直 和 党 又 简单 。 同时 真 
正 了 解 一 本 书 或 一 章 书 的 中 心 环 节 ， 对 了 解 全 部 内 容 也 往往 是 奸 
有 决定 性 的 作用 的 .不 但 如 此 , 它 还 可 以 帮助 记忆 ,因为 由 了 和 解 而 
被 记忆 的 东西 比 逐 字 逐 句 的 记忆 更 深刻 , 更 不 易 忘 掉 ; 而 逐 字 逐 名 
的 记忆 法 ,如 果 忘 掉 一 字 一 句 就 有 极 大 的 可 能 使 全 局 箔 非 . 

学 和 完 一 本 书 (或 一 篇 文章 ) 之 后 ,还 必须 做 些 解剖 工作 .对 其 中 
特别 重要 的 结论 , 必须 分 析 它 所 依赖 的 是 本 书 上 的 哪些 知识 .很 
可 能 一 条 定律 是 写 在 第 二 百 五 十 页 上 的 ， 但 实际 上 所 需要 的 仅仅 
征 其 前 的 散 见 各 处 的 二 三 十 页 . 这 种 分 析 工 作 做 得 愈 透彻 , 在 做 
俩 所 工作 时 就 运用 得 愈 方便 .在 研究 中 可 能 遇 到 同 第 二 百 五 十 页 
相仿 佛 的 问题 ,如 果 没 有 做 过 解剖 工作 的 人 在 解决 这 样 问题 时 ,就 
会 牵涉 到 二 百 五 十 页 的 考虑 , 而 做 过 解剖 工作 的 人 , 他 只 须 考虑 二 
三 十 页 谣 可 以 了 . 

解剖 固然 重要 ,但 不 要 忘掉 解剖 后 的 综合 ， 换 言 之 ,中 心 环 节 
之 则 的 关系 不 可 不 注意 ,就 是 能 认识 到 它们 之 间 毫 无 关联 也 好 . 因 
为 这 样 的 结论 可 以 帮助 我 们 作 一 个 初步 结论 .如 果 在 较 高 阶段 又 
发 现 了 他 们 之 间 是 有 关联 的 ， 那 可 以 帮助 我 们 体会 到 我 们 的 认识 
又 所 避 了 一 步 。 这 比 团 回 耕 其 始 , 团 轿 知 其 终 的 好 得 多 ， 读 完了 
一 本 书 , 还 有 必要 把 这 本 书 的 内 容 和 已 往 所 读 的 联系 起 来 , 例如 
在 大 学 数学 系 学 代数 中 的 二 次 型 的 时 候 ， 就 必须 和 中 学 里 所 学 的 
几何 的 圆锥 曲线 联系 起 来 看 ， 在 学 习 积 分 方程 对 称 核 的 时 候 , 又 
必须 和 代数 的 二 次 型 联系 起 来 看 ， 

也 许 有 人 说 ， 以 上 所 说 的 很 多 是 大 学 教师 授课 时 所 应 当 注 意 
之 把。 证 的 .大 学 教师 应 当 把 中 心 环节 的 指点 说 明 提 高 到 逐 字 逐 
名 讲解 之 上 ,要 把 内 容 全 面 讲解 清楚 ,而 不 要 在 枝 节 上 多 轿子 ， 应 
当 把 本 口 学科 和 其 他 相 邻 学 科 的 关键 讲解 清楚 。 但 最 主要 的 还 是 
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要 依靠 自己 , 因为 教师 能 指点 的 总 是 十 分 有 限 的 ,而 我 们 可 以 目 己 
了 解 的 及 需要 我 们 自己 去 了 解 的 , 却 是 无 穷 无 尽 的 ， 

讲 到 基础 ， 凡 是 作 过 科学 研究 工作 或 即将 从 事 科 学 人 研究 工作 
的 人 总 会 发 问 的 : 要 多 么 大 的 基础 ? 如 果 我 们 笼统 地 回答 说 , 基础 
仿 大 愈 好 , 是 不 解决 问题 的 .因为 很 有 可 能 搞 了 一 生 的 基础 ,而 基 
础 还 未 打 好 . 所 以 我 们 必须 有 一 个 具体 标准 ,而 又 必须 给 它 以 充分 
发 展 的 可 能 性 。 关于 基础 的 具体 标准 , 我 认为 在 今天 比较 容易 图 
满 答复 : 就 是 以 大 学 毕业 生 的 专业 知识 要 求 自 己 ， 但 是 切 不 要 局 
限 住 自己 , 应 当 在 专业 研究 的 时 候 逐 步 扩 大 眼界 , 逐步 扩大 基础 ， 
以 备 在 更 大 的 基础 上 建立 起 更 高 的 宝塔 . 局 限 自己 的 方法 有 时 息 
不 自沉 的， 例如: 有 些 大 学 生 看 到 了 数学 通报 的 问题 解答 柱 中 
的 问题 ,就 认为 这 是 中 学 水 准 的 问题 ,因而 不 加 顾盼 。 解放 前 有 此 
学 习 几 何 的 同学 对 代数 就 丝 涂 不 留意 ， 更 不 必 说 学 数学 的 对 力学 
不 留意 了 。 这 种 思想 方法 是 会 引导 人 进入 牛角 尖 而 不 目 党 的 。 当 
然 重 点 是 必 不 可 少 的 ,专业 是 不 可 不 固定 的 (至 少 在 某 一 阶段 相当 
长 的 一 个 时 期 内 不 要 任意 转移 六 但 是 也 不 要 放弃 任何 本 以 扩大 眼 
界 . 扩 大 研究 领域 的 机 会 ， 


独立 思考 能 力 和 和 导师 


在 从 形式 主义 的 了 解 中 解放 出 来 之 后 ， 独 立 思考 能 力 就 成 为 
搞 好 研究 工作 的 中 心 环 节 。 独 立 思 考 能 力 是 科学 研究 和 创造 发 明 
的 一 项 必 备 才能 . 在 历史 上 任何 一 个 较 重 要 的 科学 上 的 创造 和 和 发 
明 , 都 是 和 创造 发 明 者 的 独立 地 深入 地 看 问题 的 方法 分 不 开 的 , 因 
为 唯 有 如 此 ,才能 超越 成 规 ,不 为 前 人 的 结论 所 局 图 ， 深 入 事物 本 
质 , 独 幢 嘴 径 , 作出 新 的 结论 . 由 于 一 切 事物 部 在 不 断 地 发 展 看 , 昨 
天 已 经 获得 的 成 果 , 辕 然 一 方面 变 成 了 我 们 玲 识 上 的 财富 ,但 为 一 
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方面 , 也 随 之 而 俱 来 而 带 来 了 一 些 偏 修之 见 ,如果 把 已 往 的 方法 一 
成 不 变 地 用 来 研究 今天 的 事物 , 便 不 一 定 能 够 解决 问题 ,获得 成 未 . 
在 发 现 某 些 问 题 不 能 用 已 往 的 方法 来 解决 的 时 候 ， 我 们 融 必 须 创 
造 新 方法 ,如 此 , 便 必须 依赖 于 突破 前 人 成 规 的 独立 思 孝 能 力 

由 于 科学 的 本 质 和 它 在 历史 上 发 展 的 过 程 ， 我 们 可 以 体会 到 
科学 万 是 逐步 深入 、 万 至 无 限 深 入 的 .由 于 科学 是 于 变 万 化 的 , 因 
之 往往 每 去 掉 一 层 障 碍 就 发 现 一 些 真 理 . 在 突破 这 层 层 障碍 的 时 
候 , 往往 要 用 和 已 往 过 然 不 同 的 新 的 独创 的 方法 , 才能 获得 成 切 ; 
所 以 科学 上 的 不 断 进展 , 是 必须 依靠 独创 精神 的 。 也 许 如 此 说 并 
不 是 过 分 的 , 独立 思考 是 取得 正确 认识 的 必要 方法 ,也 是 科学 中 死 
服 困难 的 不 二 法 门 ， 很 多 例子 可 以 说 明 : 有 些 大 学 生 在 学 校 中 功 
课 学 得 很 好 , 在 教师 指导 下 也 是 优等 学 生 , 但 一 旦 离开 教师 参加 工 
作 , 就 停滞 不 前 , 遇 到 困难 便 束 手 无 策 .这 种 现象 就 是 由 于 只 跟 教 
师 学 得 了 若干 知识 ,而 并 没有 获得 独立 思考 的 本 领 之 改 ， 

独立 思考 和 不 接受 前 人 的 成 就 是 毫 无 共同 之 所 的 ， 如果 有 人 
认为 研究 工作 是 独创 性 的 , 只 要 独立 深思 , 不 需要 多 读书 、 多 接受 
前 人 的 经 验 , 也 不 需要 依靠 群众 , 这 看 法 也 是 错误 的 这样 的 看 法 
会 把 人 引入 前 人 已 走 过 的 失败 的 道路 , 因而 白费 精力 。 以 数字 上 
的 “三 分 角 ” 为 例 吧 。 由 于 无 知 , 有 些 人 还 硬 想 用 圆规 和 直人 下 米 二 
分 任意 角 , 这 便 是 精力 浪费 。 因为 三 分 任意 角 是 中 世纪 的 车 名 难 
题 . 但 今天 已 经 完全 解决 了 ( 即 已 证 明 用 圆规 、 直 斥 三 分 任意 角 征 
不 可 能 的 )。 如 果 我 们 不 肯 接受 前 人 成 果 , 仍 把 自己 的 知识 停 盖 在 
中 世纪 的 水 准 上 ,盲目 地 来 进行 这 种 无 益 的 研究 , 当然 吏 无 怪 乎 要 
和 中 世纪 的 “三 分 角 家 一 梓 地 浪费 精力 二 

独立 思考 和 不 需要 导师 也 是 并 不 相 容 的 . 优良 的 导师 有 无 数 
成 功 的 和 失败 的 经 验 ， 特 别 是 后 者 ， 往 往 是 在 书本 上 不 多 找到 的 
一 一 因为 书本 上 仅仅 记录 了 成 功 的 创作 ， 而 很 少 记录 下 在 发 明之 
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前 无 数 次 失败 和 无 数 次 逐步 推进 的 艰苦 思索 过 程 ， 而 优良 的 导师 
正如 航行 的 领航 者 一 样 ,他 可 以 告诉 你 哪儿 有 礁石 ,哪儿 是 航道 .但 
是 有 一 点 必须 指出 ,不 独立 思考 ,一 味 依赖 导师 也 是 要 不 得 的 .因为 
导师 也 有 主观 或 恩 索 不 到 之 处 另 一 方面 ,没有 导师 也 不 必 自 钥 . 
照 我 个 人 的 经 验 , 由 于 自修 的 关系 , 我 对 中 学 、 大 学 程度 的 知识 都 
进行 了 研究 , 当然 花费 了 不 少 的 时 间 和 精力 , 但 我 并 不 后 悔 , 因为 
在 今天 ， 在 我 的 研究 工作 中 所 以 能 够 自如 地 运用 任何 初等 数学 部 
分 ,都 不 能 不 归功 于 我 早年 的 关于 初等 数学 的 研究 功夫 .同时 ,每 
一 个 初 走 上 研究 道路 的 同志 还 必须 看 到 ， 由 于 我 国 科学 工作 的 幼 
稚 ,能 胜任 的 导师 是 不 很 多 的 . 所 以 , 我 们 必须 坚强 地 树立 起 有 优 
良 导 师 我 们 跟着 他 较 快 地 朴 过 一 段 出 路 ,再 独立 前 进 ; 如 果 没 有 ， 
我 们 便 应 当 随时 随 刻 地 准备 着 披 荆 斩 束 地 奋勇 前 进 ! 


进行 研究 工作 前 的 思想 准备 


最 先 应 当 提 出 的 一 点 ， 就 是 不 要 轻视 容易 解决 的 问题 和 忽视 
点 滴 工 作 。 科学 之 所 以 得 有 今日 , 并 不 是 由 于 极 少数 的 天 才 一 步 
登 天 般 地 创造 出 来 的 , 而 是 由 于 积 款 , 长 期 的 一 点 一 滴 地 积累 而 得 
来 的 ; 所 以 ,尽管 是 一 点 一 滴 , 也 不 应 该 忽视 .因为 江河 之 形成 正在 
由 于 点 滴 的 聚 汇 ， 且 任何 一 个 成 功 的 科学 工作 , 如果 分 析 一 下 ,都 
是 由 于 不 少 步 乡 所 组 成 的 。 由 第 一 步 看 第 二 步 ,是 容易 的 , 较 直 物 
的 ; 由 前 一 步 看 后 一 步 ,也 英 不 如 此 。 但 是 ,一 连 寿 干 步 贯 穷 起 来 ， 
这 便 成 为 一 件 烦 难 而 深入 的 工作 了 。 所 以 如 果 任 何人 轻视 在 科学 
实践 中 的 反 滴 工作 , 也 便 一 定 不 会 有 较 大 的 创造 发 明 ， 

轻视 点 滴 工作 的 现象 是 相当 普遍 的 ， 我 目 己 也 有 过 这 样 的 痛 
苦 教 训 . 在 了 解 容易 了 解 的 部 门 时 ,如 果 章 不 经 心 ,在 应 用 时 就 不 
能 得 心 应 手 . 当然 ,我 并 不 是 鼓励 人 们 停 沛 在 搞 容 易 解决 的 问题 的 
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阶段 了 上. 我 的 着 腿 点 是 从 容易 入 手 , 而 主要 是 逐步 深入 ,一步 不 苟 
地 进入 科学 内 核 之 中 ， 

不 轻 钢 扣 滴 工作 ,才能 不 居 惯 困难 . 而 不 加 惯 困难 ,才能 开始 
饶 究 工 作 。 轻视 困难 和 晨 惧 困难 是 挛 生 兄弟 , 往往 出 现在 同一 个 
人 的 身上 .我 看 见 过 不 少 青 年 , 眼 高 手 低 , 浅 尝 加 止 ,忽忽 十 年 ,一 
无 成 砚 , 这 便 是 由 于 这 一 缺点 。 必 须知 道 , 只 有 不 恢 困 难 、 辛勤 劳 
动 的 科学 家 , 才 有 可 能 攀登 上 旁人 没有 登 上 过 的 峰 顶 , 才 有 可 能 获 
得 值得 称道 的 成 果 . 所 谓 天 才 是 不 足 屠 的 ,必须 认识 ,辛勤 劳动 才 
是 科学 研 儿 成功 的 唯一 的 有 力 保 证 。 天 才 的 光荣 称号 是 决 不 会 届 
于 懒汉 的 ! 

在 刚 进 入 科学 领域 的 时 候 ， 还 必须 在 思想 上 准备 遭受 可 能 的 
挫折 和 失败 . 受 了 挫折 和 失败 之 后 ,不 要 悲观 失望 ,而 应 当 再 接 再 
厉 , 勇敢 前 进 . 哪 一 个 科学 家 没有 经 历 过 失败 的 苦痛 呢 ? 甚至 , 如 
有 果 总 结 起 来 ,每 一 个 科学 家 都 不 能 不 有 这 样 的 感觉 : 他 所 走 过 的 失 
败 的 道路 比 他 所 走 过 的 成 功 的 道路 并 不 少 些 ， 但 科学 文献 仅 刊 载 
了 成 功 的 记录 ,因而 显 不 出 科学 家 的 “ 胜 败 乃 兵家 之 常 ” 的 情况 .但 
我 们 必须 注意 一 点 , 就 是 从 失败 中 取得 经 验 教训 。 如果 我 们 向 一 
个 困难 问题 进攻 ,而 遭 到 失败 , 那 我 们 必须 弄 清 楚 究 竞 是 什么 东西 
使 我 们 招致 失败 的 ， 

雄心 是 要 有 的 ,但 更 重要 的 是 步 步 可 行 的 计划 ,不 要 一 开始 就 
抱 着 一 鸣 尺 人 的 思想 . 必须 认识 , 在 科学 中 出 类 拔 茶 的 工作 回 
然 重 要 ,但 大 量 的 平凡 的 工作 也 是 推进 科学 进展 的 重要 部 分 . 

为 了 不 使 篇 幅 加 长 ， 我 这 儿 不 再 涉及 学 习 哲 学 这 个 重要 环节 
了 。 但 是 我 简单 地 所 一 名: 毛 主 席 的 《实践 论 > 是 对 科学 研究 工作 
最 有 用 的 文章 。 任 何刚 从 事 科 学 研究 工作 的 人 都 必须 精读 此 文 ， 
这 不 但 目前 ,并 且 将 来 ,在 科学 研究 的 一 生 中 都 会 得 益 非 浅 的 。 

( 原 载 1955 年 3 月 工 日 “人 民 日 报信 
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配给 门 科学 堡垒 进攻 的 青年 们 


亲爱 的 青年 同志 们 ; 

我 爱 你 们 胜 过 我 自己 ， 因 为 我 知道 你 们 是 从 我 们 手 里 接 过 火 
矩 向 科学 挺进 的 新 生 力 量 . 特别 是 在 祖国 正在 进入 社会 主义 社 
会 的 今天 ， 当 我 们 想到 我 们 今天 科学 工作 远 不 足以 应 付 祖国 需要 
的 情况 的 时 候 ， 我 恨不得 把 所 有 的 知识 一 一 虽然 很 不 多 的 知识 
一 一 在 一 尹 间 都 传授 给 你 们 ， 我 也 恨 不 能 把 所 有 的 经 验 一 一 -如 果 
有 一 些 的 话 一 一 都 倾吐 般 地 介绍 给 你 们 。 现 在 , 我 就 来 谈 谈 我 所 
领导 的 数学 研究 所 里 一 些 新 生 力 量 只 露头 角 的 情况 ， 以 供 从 事 于 
和 将 要 从 事 于 科学 研究 工作 的 青年 们 参考 . 

我 们 所 里 有 一 位 年 轻 同志 被 分 配 在 一 个 较 薄 弱 的 门类 中 工 
作 。 那 里 没有 强 有 力 的 导师 , 但 是 经 过 四 、 五 年 的 努力 , 去 年 他 写 
出 论文 了 , 质量 还 很 不 坏 ， 

又 有 一 位 青年 没有 导师 , 在 独立 工作 着 ， 他 偶尔 和 有 经 验 的 
科学 家 讨论 问题 , 后 者 告诉 他 一 些 感性 知识 及 应 有 的 结论 。 结果 
这 位 年 轻 科 学 家 完成 了 一 篇 概括 性 极 强 的 研究 论文 . 

更 不 止 一 位 青年 , 在 能 力 较 强 的 导师 领导 下 , 或 者 写 了 很 多 论 
文 ， 在 结果 方面 有 丰富 的 收获 ， 或 者 出 现 了 突破 难关 性 的 数学 论 
文 。 这 种 论文 大 大 地 超过 了 解放 前 “ 洋 博 士 的 水 平 . 

这 些 青年 在 大 学 里 并 不 都 是 最 优秀 的 学 生 ( 遗 城 地 说 有 些 高 
等 教育 部 门 并 没有 把 他 们 最 好 的 学 生 给 我 们 ), 但 是 他 们 有 一 个 共 
同 的 优点 , 就 是 他 们 到 数学 研究 所 后 , 就 忘我 地 劳动 着 。 在 这 三 年 
到 五 年 的 时 间 里 ， 他 们 都 写 出 了 接近 或 达到 了 世界 先进 水 平 的 科 
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学 论文 。 他 们 的 年 龄 都 在 二 十 四 、 五 岁 左右 ,但 他 们 都 已 经 开花 结 
实 了 。 

关于 他 们 艰苦 学 习 的 情况 我 可 以 再 说 一 点 ， 有 一 位 青年 花 了 
两 年 的 时 间 才 学 习 了 一 个 方法 (虽然 这 个 方法 现在 他 可 以 在 一 小 
时 内 给 大 学 生 们 介绍 清楚 )， 经 过 这 样 的 辛勤 锻炼, 他 终于 在 老 科 
学 家 的 帮助 下 突破 了 一 个 难关 ， 诚 如 大 家 所 知道 的 , 难关 一 破 , 收 
获 滚滚 而 来 . 

另 一 个 青年 ,草稿 纸 刻 了 几 百 张 , 算 来 算 去 花 了 半年 多 的 时 间 ， 
终于 得 出 了 好 结果 ， 在 这 个 过 程 中 , 他 多 次 摔 倒 , 不 止 一 次 向 老 科 
学 家 说 : 行 不 通 了 , 攻 不 破 了 ! 但 老 科学 家 给 他 信心 , 并 具体 地 给 他 
些 帮 助 , 最 后 终于 获得 了 战果 。 

这 些 青 年 或 者 从 “ 描 红 ”、 “ 临 幕 ”入 手 ， 做 些 依 样 画 戎 芦 的 工 
作 ， 或 从 整理 资料 文献 入 手 ,总结 前 人 成 就 。 但 不 管用 哪 一 种 方 
法 , 他 们 摘出 了 具体 贡献 . 

从 这 些 经 验 中 可 以 分 析出 一 个 要 点 ， 就 是 只 要 不 怕 辛 勤 和 艰 
昔 , 终 会 成 功 的 ! 是 的 , 科学 高 峰 上 的 道路 是 崎 邮 难 行 的 , 并 且 有 时 
还 无 路 可 循 , 必须 独辟蹊径 .但 是 对 不 旦 攀登 的 青年 来 说 , 他 们 是 
一 定 扑 得 上 光辉 顶点 的 ， 

另 一 方面 ， 我 很 高 兴 地 告诉 你 们 ， 我 国 的 老 一 辈 科 学 家 们 十 
分 迫切 地 盼望 把 自己 的 专长 时 日 交 给 青年 们 ， 他 们 把 教 好 青年 人 
作为 他 们 对 社会 主义 的 具体 贡献 。 很 多 的 科学 家 已 经 准备 好 计 
划 , 来 迎接 新 生 力 量 的 培养 工作 . 就 以 我 个 人 来 说 , 已 经 做 了 以 下 
准备 工作 , 写 出 了 一 本 入 门 书 , 使 大 学 毕业 的 青年 , 借 这 本 书 了 解 
这 一 专业 的 一 般 情况 ， 以 及 这 一 专业 和 其 他 部 门 的 关联 。 我 为 他 
们 准备 了 若干 专题 资料 , 看 完了 这 些 资料 中 的 一 个 ,就 可 以 从 事 研 
究 工作 . 我 还 为 青年 们 准备 了 不 少 专题 ， 据 我 知道 , 很 多 科学 家 ， 
部 为 青年 们 做 了 不 少 准备 工作 ， 
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亲爱 的 青年 们 , 现在 请 允许 我 攻 攻 你 们 的 缺点 吧 ! 我 今天 要 提 
两 点 ， 

有 些 青年 对 循序 渐进 了 解 得 不 够 深入 ， 他 认为 在 中 学 里 他 是 
好 学 生 , 在 大 学 里 也 名 列 前 茅 ， 如 此 可 算得 循序 渐进 了 吧 ! 是 的 ， 
形式 上 是 的 ， 但 是 , 如果 要 从 事 研究 工作 ， 希 望 有 所 创造 发 明 的 
话 , 要 求 还 要 高 些 。 我 们 要 求 不 止 考 得 好 , 还 能 融会 贯通 就 象 对 
小 学 生 不 光 要 求 他 识字 , 还 要 求 字 搬 了 家 也 能 认识 。 我 们 要 求 能 
够 说 得 出 书 上 的 最 主要 的 关键 是 什么 , 主要 的 定理 、 定律、 方法 和 
证 明 是 如 何 获得 的 ， 科 学 中 的 每 一 发 明 都 不 是 仅 靠 一 时 “灵感 "或 
“启发 ”得 来 的 , 而 是 靠 丰 富 的 感性 知识 , 并 靠 从 这 些 知识 中 反复 归 
纳 和 研究 而 得 出 的 ， 其 经 过 往往 是 一 步 一 步 地 逼近 ， 或 者 是 推 基 
了 不 少 推测 和 假设 而 得 来 的 ， 

第 二 点 ， 独 立 思考 能 力也 是 大 学 生 所 亟 需 培养 的 。 一 切 从 事 
科学 研究 工作 的 青年 都 必须 具备 这 个 能 力 。 科 学 研究 工作 必须 有 
开创 的 本 领 ， 而 开创 的 本 领 往往 不 是 旁人 所 能 帮助 的 。 今 天 有 导 
师 可 能 帮助 一 些 , 但 一 旦 赶 上 或 超过 了 导师 的 水 平 , 就 没 人 能 帮助 
你 了 。 就 现在 中 国 科学 和 社会 的 发 展 情况 来 看 , 超过 导师 的 情况 
是 完全 可 能 的 , 并 且 是 一 定 会 超过 的 , 因为 今天 的 青年 有 党 和 政府 
的 关怀 ， 有 马克 思 列 宁 主 义 的 武装 , 不 会 或 很 少 会 走 弯路 ,何况 ， 
在 我 国 今天 很 多 科学 门类 中 存在 着 很 多 空白 点 ， 都 焉 待 我 们 摸索 
前 进 . 

青年 们 ! 不 要 害怕 ,缺点 总 是 有 的 , 但 是 也 总 是 可 以 克服 的 , 这 
些 缺 点 我 们 也 负 有 责任 帮助 你 们 来 克服 

你 们 是 毛泽东 时 代 的 青年 ， 你 们 是 在 党 和 政府 关怀 之 下 成 长 
的 ! 老实 说 ; 我 是 十 分 业 莫 你 们 的 就 在 你 们 这 一 代 , 我国 的 科学 
将 赶 上 世界 洁 进 水 平 。 并 且 在 你 们 之 中 一 定 会 出 现 不 少 在 世界 科 
学 舞台 上 突出 的 大 科学 家 ,会 给 祖国 带 来 很 多 很 高 的 荣誉 , 会 给 人 
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民 带 来 更 多 更 丰 军 的 科学 成 果 。 再 过 右 干 年 ,你 们 会 发 现在 你 们 
中 间 有 成 批 的 世界 上 上 和沙 名 的 科学 
亲爱 的 同志 们 ， 让 我 们 在 一 起 为 了 祖国 ， 为 了 社会 主义 事业 共 
同 前 进 吧 ! 祝 你 们 
三 好 ! 
你 们 前 进 中 的 伙 伟 华 罗 质 
《 原 载 1956 年 1 月 20 月 "中国 青 年 报 ”> 
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聪明 在 于 学 习 , 天 才 由 于 积累 


最 近 , 党 向 我 们 提出 了 向 科学 大 进军 的 庄严 号 召 , 要 我 们 在 十 
二 年 内 在 主要 科学 方面 接近 世界 的 先进 水 平 ， 这 个 号 召 使 广大 青 
年 科学 工作 者 感到 巨大 的 鼓舞 ， 许 多 青年 人 并 且 订 了 几 年 进修 计 
划 . 这 是 一 个 十 分 可 喜 的 现象 ， 这 里 我 想 提出 几 点 意见 , 供 大 家 参 
考 . 


聪明 在 于 学 习 , 天 才 由 于 积 系 


必须 认识 攻打 科学 堡 盆 的 长 期 性 与 艰巨 性 , 应 该 象 军队 打仗 ， 
要 拿 下 一 个 火力 顽强 的 堡垒 一 样 , 不仅 依靠 猛 冲 猛 打 , 还 要 懂得 战 
略 战术 . 向 科学 进军 不 但 要 求 有 大 胆 的 想象 力 , 永 不 满足 于 现 有 
的 成 就 , 而 且 要 踏 踏实 实 从 眼前 的 细小 的 工作 做 起 , 付出 长 期 的 艰 
苦 劳动 ， 听 说 许多 大 学 毕业 的 青年 同志 正在 订 计 划 ， 要 在 若干 年 
内 争取 副 博 士 。 但 我 要 奉劝 大 家 , 不 要 认为 考 上 副 博士 就 万 事 大 
吉 , 也 不 要 认为 将 来 再 努 一 把 力 考 上 个 博士 就 不 再 需要 搞 研究 了 . 
不 , 科学 研究 工作 是 我 们 一 辈子 的 事业 ， 我 们 的 任务 是 建设 共产 
主义 的 幸福 社会 ,是 要 探索 宇宙 的 一 切 奥 秘 , 使 大 自然 力 为 人 类 服 
务 , 而 这 个 事业 是 永 无 尽 止 的 。 车 单 靠 冲 几 个 月 或 者 两 三 年 , 就 球 
手 不 于 , 那 是 很 难 指望 有 什么 良好 成 绩 的 ; 即 或 能 作出 一 些 成 绩 ， 
也 决 不 可 能 达到 科学 的 高 峰 ,即使 偶 有 成 功 总 是 很 有 限 . 极 微小 的 . 
解放 前 我 们 看 见 不 少 的 科学 工作 者 , 他 们 一 生 事业 的 道路 是 : 由 大 
学 毕业 而 留洋 、 由 留洋 而 博士 、 由 博士 而 教授 , 也 许 他 们 在 大 学 时 
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有 过 一 颗 息 上 科学 高 峰 的 雄心 ， 留 洋 时 也 曾经 学 到 一 点 有 用 的 知 
识 , 博士 论文 中 也 有 过 一 点 有 价值 或 有 创造 性 的 工作 , 但 一 当 考 上 
了 博士 当 上 了 教授 , 也 就 适可而止 了 ; 把 科学 研究 工作 抛 之 九 雷 云 
外 , 几 十 年 也 拿 不 出 一 篇 论文 来 了 ， 这 实在 是 一 件 很 可 忱 惜 的 事 ， 
当然 那 主要 是 旧 社 会 的 罪恶 环境 造成 的 , 今天 我 们 的 环境 不 同 
了 , 浙 中 国 的 社会 主义 制度 为 科学 事业 开辟 了 无 限 广 阔 的 道路 , 现 
在 我 们 可 以 安心 地 在 自己 的 岗位 上 去 大 力 从 事 科学 活动 ， 努 力 钴 
研 创造 。 我 们 的 科学 事业 已 成 为 整个 社会 主义 的 不 可 分 割 的 组 成 
部 分 , 因此 就 不 应 该 再 抱 着 拿 科 学 当 “ 项 门 砖 的 思想 , 而 应 该 为 日 
已 树立 一 个 最 高 的 标准 和 目标 ,刻苦 坚持 下 去 ,为 人 民 创 造 的 东西 
越 多 .、 越 精深 才 越 好 . 

有 些 同 志 之 所 以 缺乏 坚持 性 和 允 强 性 ， 是 因为 他 们 在 工作 中 
础 了 箱子, 走 了 弯路 ,于 是 就 怀疑 自己 是 否 有 研究 科学 的 才能 ， 其 
实 ,我 可 以 告诉 大 家 ,许多 有 和 名 的 科学 家 和 作家 ， 都 是 经 过 很 多 次 
失败 , 走 过 很 多 弯路 才 成 功 的 .大 家 平常 看 见 一 个 作家 写 出 一 本 好 
小 说 ， 或 者 看 见 一 个 科学 家 发 表 几 篇 有 分 量 的 论文 ， 便 都 仰慕 不 
已 , 很 想 自己 能 够 信和 手 朱 来 , 便 成 妙 谤 ; 一 觉醒 来 , 誉 满 天 下 .其 
实 ， 成 功 的 论文 和 作品 只 不 过 是 作者 们 整个 创作 和 研究 中 的 极 小 
部 分 ,甚至 这 些 作 品 在 数量 上 还 不 及 失败 的 作品 的 十 分 之 一 。 大 
家 看 到 的 只 是 他 成 功 的 作品 ， 而 失败 的 作品 是 不 会 公开 发 表 出 来 
的 .要 知道 ,一 个 科学 家 在 他 攻克 科学 堡垒 的 长 征 中 , 失败 的 次 数 
和 经 验 , 远 比 成 功 的 经 验 要 丰富 次 刻 得 多 失败 虽然 不 是 什么 令 
人 快乐 的 事情 ,但 也 决 不 应 该 气 包 ， 在 进行 研究 工作 时 , 某 个 同志 
的 研究 方 问 不 正确 , 走 了 些 倪 路, 白费 了 许多 精力 , 这 也 是 常 有 的 
事 . 但 不 要 紧 , 你 可 以 再 调换 一 个 正确 的 方 回来 进行 研究 ; 更 重要 
的 是 要 善于 吸取 失败 的 教训 , 总 结 已 有 的 经 验 , 再 继续 前 进 ， 

根据 我 目 己 的 体会 ,所 谓 天 才 就 是 靠 坚 持 不 断 的 努力 。 有 些 


281。 


同志 也 许 觉 得 我 在 数学 方面 有 什么 天 才 ， 其 实 从 我 身上 是 找 不 到 
这 种 天 才 的 痕迹 的 。 我 读 小 学 时 ,内 为 成 绩 不 好 就 没有 拿 到 毕业 
证 书 , 只 能 拿 到 -- 张 修业 证 书 ， 在 初中 一 年 级 时 ,我 的 数学 也 是 经 
过 补考 才 及 格 的 。 但 是 说 来 奇怪 , 从 初中 二 年 级 以 后 , 就 发 生 了 -- 
个 根本 转变 , 这 就 是 因为 我 认识 到 既然 我 的 资质 差 些 , 就 应 该 多 用 
点 时 间 来 学 习 。 别 人 只 学 一 个 小 时 ,我 就 学 两 个 小 时 , 这 样 我 的 数 
学 成 绩 就 不 断 得 到 提高 ， 一 直到 现在 我 也 贯彻 这 个 原则 : 别人 看 
一 篇 东西 要 三 小 时 ,我 就 花 三 个 半 小 时 ， 经 过 长 时 期 的 劳动 积累 ， 
就 多 少 可 以 看 出 成 绩 来 。 并 且 在 基本 技巧 烂熟 之 后 , 往往 能 够 一 
个 钟头 就 看 完 一 篇 人 家 看 十 天 半月 也 解 不 透 的 文章 。 所 以 , 前 一 
段 时 间 的 加 倍 努 力 , 在 后 一 段 时 间 内 却 收 得 预想 不 到 的 效果 .是 
的 , 聪明 在 于 学 习 , 天 才 由 于 积 系 ， 


脚踏实地 与 加快 速度 


正 因为 科学 工作 是 一 个 长 其 的 艰苦 的 事业 ， 所 以 不 仅 要 有 项 
强 性 和 坚持 性 ， 而 且 必须 注意 科学 的 方法 和 步 又， 脚踏实地 地 循 
序 渐进 。 正 象 我 国 要 实现 社会 主义 的 美好 前 途 一 样 , 不 能 指望 在 
一 个 早晨 便 达 到 , 必须 经 过 过 渡 时 期 才 行 . 向 科学 进军 好 比 候 杨 
子 , 也 要 一 步 一 步 地 往 上 息 , 既 稳 当 又 快 。 如 有 果 企 图 一 肢 跨 上 四 、 
五 步 , 平地 登 天 , 那 就 必然 会 踪 交 子 , 碰 得 焦头烂额 。 我 这 样 说 万 
不 是 保守 思想 呢 ? 是 否 违反 了 “又 多 又 快 又 好 又 省 的 原则 呢 ? 我 党 
得 , 循序 渐进 是 和 加 快速 度 不 矛盾 的 , 正 因为 循序 渐进 ， 尖 础 打 得 
好 , 所 以 进军 才能 保证 顺利 完成 ， 过 去 有 些 中 学 生 , 目 命 为 天 才 ， 
一 年 跳 儿 级 , 初中 未 读 完 就 不 耐烦 了 , 跳 班 去 读 高 中 , 这 是 很 危险 
的 事 ， 虽 然 暂 时 勉强 跟 得 上 ,但 因为 基础 打 得 个 扎实 , 将 来 进一步 
研究 的 时 候 就 会 有 很 大 的 困难 . 有 些 青 年 不 但 避难 ,而 且 很 轻 饮 答 
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易 , 初中 算术 还 没 学 好 就 想 跳 一 跳 去 学 代数 . 他 大 概 认为 算术 太 简 
单 , 没有 必要 多 学 , 结果 到 了 学 代数 的 时 候 , 却 发 现 有 许多 东西 弄 
不 懂 , 造成 很 大 的 困难 .其 实 我 们 通常 的 所 谓 困难 , 往往 就 是 我 们 
过 于 轻视 了 容易 的 事情 而 造成 的 ， 我 自己 从 前 就 有 过 这 样 的 痛 营 
经 验 , 看 一 本 厚 书 的 时 候 , 头 一 .二 音 总 觉得 十 分 容易 ,一 学 就 会 . 马 
虎 过 去 , 结果 看 到 第 三 、 四 章 就 感到 有 些 吃 力 ,到 第 五 .六 章 便 哨 不 
下 去 , 如 果 不 愿 半 途 而 废 ， 就 只 好 又 回 过 头 来 再 仔细 温习 前 面 的 . 
当然 ,我 所 谓 要 循序 渐进 , 打 好 基础 ， 并 不 是 叫 大 家 老 在 原 地 方 距 
步 打 圈 子 , 把 同一 类 现 的 书 翻 来 复 去 看 上 很 多 遍 ， 辟 如 过 去 有 些 
人 研究 数学 , 把 同样 程度 的 几 本 微 积分 都 收集 起 来 ,每 本 都 从 头 到 
尾 看 ,甚至 把 书 上 的 习题 都 重复 地 做 几 肖 ,这 是 一 种 书 果子 的 读书 
方法 , 毫 无 实际 意义 , 这 样 做 当然 就 会 违反 了 “ 快 "的 原则 .我 个 人 
的 看 法 是 ; 打 基 础 知识 的 时 候 , 同一 类 型 的 科学 , 只 要 在 教师 的 指 
导 下 选 一 本 好 书 认真 念 完 它 就 可 以 了 (在 这 种 基础 上 再 看 同一 类 
型 的 书 时 只 不 过 吸收 其 中 不 同 的 资料 ， 而 不 是 从 头 到 昆 精读 ); 然 
后 再 进一步 看 高 深 的 书籍 .循序 渐进 决 不 能 意味 着 在 原来 水 平 上 
旋转 子 , 而 是 要 一 步 一 步 前 进 ; 而 且 要 尽快 地 一 步 一 步 前 进 . 

谈 到 补 基础 知识 的 问题 , 目前 在 大 学 里 有 这 样 两 种 看 法 : 一 种 
看 法 是 一 面 工作 , 一 面 研究 , 一 面 补 基础 ; 另 一 种 看 法 是 打 好 基础 
百 研究 ， 这 两 种 做 法 当然 都 可 以 达到 循序 渐进 的 目的 。 但 究竟 哪 
一 种 方法 最 好 , 则 必须 结合 自己 的 具体 环境 和 条 件 来 决定 , 不 能 机 
械 硬 搬 ， 我 以 为 在 有 良好 导师 进行 具体 辅导 的 情况 下 , 不 妨 一 面 
补 基础 一 面 搞 研究 工作 ， 这 样 不 致 去 什么 弯路 ， 而 且 可 以 很 快 前 
进 ， 车 没有 导师 指导 , 那 就 必须 先 打 好 基础 , 因为 基础 不 好 , 又 没 
有 人 指导 , 将 来 在 进行 研究 专题 时 , 发 现 自己 基础 知识 不 够 , 就 往 
往 会 弄 得 半途而废 或 事倍功半 。 但 即使 没有 导师 ， 打 基础 的 时 间 
也 不 会 花 得 太 久 , 听 说 有 些 大 学 毕业 的 学 生 , 担任 教师 二 、 三 年 ,在 
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制定 个 人 计划 时 还 准备 用 于 年 时 间 来 打 基 础 ,争取 副 博 士 水平 ,这 
实在 是 完全 不 必要 的 ， 依 我 个 人 的 看 法 , 一 个 大 学 三 年 级 肆 业 调 
出 来 工作 的 同志 , 拿 二 、 三 年 时 间 补 基础 束 够 了 。 妆 然 指 的 是 辛勤 
努力 的 二 、 三 年 , 而 不 是 一 曝 十 到 的 二 、 三 年 ， 


独立 思考 和 和 和 刍 取 严格 训练 


搞 好 科学 研究 的 一 个 重要 关键 问题 ， 便 是 充分 发 挥 独立 思考 
能 力 . 同志 们 都 知道 科学 工作 是 一 种 创造 性 的 劳动 ,我 们 从 事 科学 
人 印 究 的 目的 , 就 是 要 通过 上 自己 的 劳动 ,去 竟 力 发 据 前 人 所 未 发 现 的 
东西 ; 如 果 别 人 什么 都 已 发 现 了 , 给 我 们 讲 得 清 清 楚楚 , 那 束 用 不 
夺 我 们 去 搞 科学 研究 了 。 记 以 在 科学 研究 上 光 凭 搬 用 别人 的 经 验 
是 不 行 的 ; 而 且 客观 事 物 不 断 地 在 发 生变 化 ,科学 事业 也 在 时 时 刻 
刻 朵 前 发 展 , 只 是 套用 别人 的 经 验 殉 往往 会 发 生 格 格 不 入 的 毛病 ， 
甚至 每 个 人 日 己 也 不 能 靠 老 经 验 去 尝试 新 问题 ， 而 应 该 不 断 地 推 
陈 出 新 , 大 胆 创造 ,我 总 觉得 , 我国 青年 在 这 方面 还 有 着 较 大 的 缺 
点 。 比 如 我 访问 民主 德国 的 时 候 , 我 们 在 德国 的 留学 生 就 告诉 我 ， 
由 于 国内 的 大 学 里 没有 很 好 培养 独立 思考 的 能 力 ， 所 以 现在 在 学 
习 上 造成 了 很 大 的 困难 。 他们 和 德国 同学 在 一 起 读书 听课 都 不 
差 , 但 做 起 “ 习 明 纳 尔 (课堂 讨论 ) 来 就 不 知道 从 何 下 手 。 甚至 于 
自己 不 会 找 参考 材料 , 册 是 找到 了 参考 资料 ,上 去 演讲 的 时 候 , 往 
往 人 云 亦 云 ， 不 能 有 所 添 益 , 或 创造 。 的 确 我 接触 到 过 不 少 大 学 
生 , 他 们 从 来 也 没有 想到 过 要 和 书 上 有 不 同 的 看 法 。 这样, 他 们 实 
际 上 变 成 了 一 个 简单 的 知识 的 传 声 简 .我 们 有 些 大 学 里 过 去 实行 
过 所 谓 包 教 包 慌 的 制度 。 一 次 不 懂 便 去 问 老 师 ， 两 次 不 懂 再 问 ; 
三 次 不 书 又 再 问 , 一 直到 全 懂 为 止 。 这 虽然 是 个 省 力 的 办 法 ,但 可 
惜 任 何 学 问 都 是 包 不 下 来 的 。 如 果 老 师 连 你 怎样 做 研究 工作 全 都 


包 下 来 了 ,， 那 他 就 不 需要 你 再 做 这 个 研究 工作 了 . 导师 的 作用 在 
于 给 你 指点 一 些 方向 和 道路 ,免得 去 上杉 拱 , 但 在 这 条 路 上 只 体 有 几 
个 坑 , 几 个 是 窗 , 那 还 得 你 自己 去 体验 ， 何 帝 我 国 目 前 科学 上 空 日 
所 很 多 。 谁 也 没有 去 研究 过 的 项 目 , 你 到 底 依 徘 谁 呢 ? 唯 一 的 办 法 
网 是 要 依靠 你 目 己 在 现 有 的 知识 基础 上 去 创造 ,去 深思 熬 虐 . 

但 请 大 家 切 不 要 误解 , 以 为 我 是 要 你 们 在 科学 上 去 栈 措 同 回 ， 
目 以 为 是 ,一 点 也 不 同 别人 请 教 ， 不 是 的 , 独立 思考 和 不 接受 前 人 
的 经 验 与 老 埋 的 指教 是 毫 无 共同 之 反 的 。 假 如 有 一 个 人 没有 应 有 
的 科学 知识 , 便 宣 布 我 要 独立 思考 ， 成 天 天 在 屋子 里 沉思 曝 想 ， 
纵然 他 赁 他 的 天 才能 够 想 出 一 些 东 西 来 ， 我 敢 说 他 想 出 的 东西 很 
可 能 别人 在 几 十 年 以 前 就 已 经 想到 了 ， 很 可 能 还 停留 在 几 百 年 以 
前 或 几 十 年 以 前 的 水 平 上 面 ， 这 种 情况 说 有 明 他 的 劳动 是 日 日 的 当 
费 , 当然 更 谈 不 到 赶 上 世界 先进 水 平 了 。 所 以 学 习 前 人 的 经 验 , 吸 
取 记 界 已 有 的 科学 成 果 是 非常 必要 的 .而 为 了 做 到 这 一 点 , 主动 
地 争取 老 教 师 的 帮助 和 严格 的 训练 ， 又 是 值得 青年 同 记 们 注意 
的 ， 


熟 能生 妨 


最 后 ,我 想 顺 便 和 大 家 谈 谈 两 个 方法 问题 ， 我 以 为 ,方法 中 最 
主要 的 一 个 问题 , 就是“ 熟 能 生 巧 。 搞 任何 东西 都 要 阁 , 部 了 才能 
有 所 发 明和 发 现 ， 但 是 我 这 里 所 说 的 熟 ,并 不 是 要 大 家 死 宵 定律 
和 公式 , 或 死记 人 家 现成 的 结论 ,不 , 熟 的 不 一 定 会 表 , 到 不 一 害 
就 熟 。 如 果 有 人 拿 过 去 读 过 的 书 来 念 十 遍 , 二 十 过 , 却 不 能 次 刻 地 
理解 和 运用 , 那 我 说 这 不 叫 熟 ,这 是 念经 ， 熟 就 是 要 掌握 你 所 人 研究 
的 学 科 的 主要 环节 , 要 懂得 前 人 是 怎样 思考 和 发 明 这 些 东 西 的 . 警 
如 搞 一 个 实验 , 需要 经 过 五 个 步骤 , 那 你 陨 要 了 本 解 为 什么 非 妥 这 五 
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个 步骤 不 可 , 少 一 个 行 不 行 ,前 人 是 怎样 想 出 这 五 个 步骤 来 的 ， 这 
样 的 思考 非常 重要 ， 因 为 科学 研究 的 目的 在 于 发 明 或 发 现 -一 些 东 
西 。 如 果 人 家 发 明 一 样 东西 摆 在 你 前 面 ,你 连 别人 的 发 明 过 程 都 
不 能 了 解 , 那 你 又 怎样 能 够 进一步 创造 出 新 东西 呢 ? 好 比 瓷器 , 别 
人 怎样 烧 出 来 的 , 我 们 都 不 理解 , 那 我 们 怎 能 去 发 明 新 瓷器 呢 ? 在 
资本 主义 国家 里 , 流行 着 对 科学 家 发 明 的 神秘 化 宣传 , 说 什么 牛顿 
发 明 万 有 引力 定律 ,是 由 于 侦 然 看 见 树 上 一 -个 苹果 落地 , 灵机 一 动 
的 结果 , 这 真是 胡说 八道 ， 蕴 果 落 地 的 事实 , 自用 人 类 以 来 便 已 有 
了 , 为 什么 许多 人 看 见 , 没有 发 现 而 只 有 牛顿 才 发 现 万 有 引力 呢 ? 
其 实 牛 顿 不 是 光 看 全 果 落 地 ， 而 是 抓 住 了 开 普 勒 的 天 体 运行 规律 
和 爷 利 略 的 物体 落地 定律 , 经 过 长 期 的 深思 熟 虑 , 一旦 碰 到 自然 界 
的 现象 , 便 很 容易 透视 出 它 的 本 质 了 .所 以 对 关键 性 的 定理 的 获得 
过 程 , 必须 要 有 透彻 的 了 解 及 熟练 的 掌握 , 才能 指望 科学 上 有 所 进 
展 . 再 申明 一 下 , 这 里 谈 的 关键 并 不 是 指 各 种 问题 的 关键 , 而 是 你 
所 研究 的 工作 中 的 主要 关键 . 

其 次 , 关于 资料 问题 。 搞 研 究 工作 经 然 要 广泛 吸取 前 人 的 经 
验 , 那 就 必须 占有 充分 资料 。 如 果 是 搞 一 个 空白 的 科学 部 门 ,这 门 
科学 中 国 过 去 还 没有 或 很 少 有 人 研究 过 ， 那 查 资料 就 会 发 生 很 大 
的 困难 . 在 这 里 我 想 与 其 谈 一 些 空洞 的 原则 让 大 家 去 摸 , 不 如 讲 
得 具体 些 , 但 是 愈 具体 错 的 可 能 性 就 愈 大 , 希望 大 家 项 酌 着 办 , 不 
要 为 我 这 建议 所 误 . 我 觉得 , 如 果 有 导师 指导 的 话 , 那 他 就 可 以 告 
诉 你 这 门 科学 过 去 有 谁 搞 过 , 大 致 有 些 什么 资料 或 著作 (具体 材料 
他 也 不 可 能 知道 ), 然后 你 可 按 这 线索 去 寻找 , 这 样 做 当然 还 比较 
好 办 ， 如 果 没 有 导师 , 只 派 你 一 个 人 去 建立 这 个 新 部 门 , 那 应 该 怎 
么 办 呢 ? 我 想 首先 要 了 解 这 门 科 学 在 世界 上 最 有 权威 的 是 哪些 人 
或 哪些 学 派 , 然后 拿 这 些 人 近年 来 发 表 的 文章 来 看 。 起 初 很 可 能 
看 不 懂 , 原因 大 致 有 两 种 : 第 -~, 他 所 引证 的 教科 书 , 过 去 我 们 没有 
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念 过 ,这 很 好 ， 从 这 里 知道 我 们 还 有 哪些 基础 未 打 好 ， 需 要 补课 ; 
第 二 ,他 引证 了 许多 旁人 的 其 作 ， 这 些 背 作 我 们 不 一 定 全 部 了 看 ， 
但 可 以 从 这 位 科学 家 提供 的 线索 开始 , 按 他 引证 的 书 一 步 步 扩大 ， 
从 他 研究 的 基础 一 步 步 前 进 ， 这 样 时 间 也 不 致 花 得 太 长 ， 有 的 花 
一 、 一 年 ,有 的 三 、 五 年 研 可 以 知道 个 轮 慷 了 ， 

( 原 载 1956 年 第 7 期 “中 国 青年 ”) 
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学 ， 思 馈 而 不 从 


最 近 以 来 , 青年 同学 都 啊 应 党 的 号 召 , 加 强 了 学 习 , 学 校 的 读 
书 空 气 较 前 更 加 浓厚 了 。 这 是 很 可 吝 的 现象 ， 现 在 我 想 在 这 里 三 
同学 们 的 学 习 问 题 ,提出 几 点 粗浅 的 意见 , 和 大 家 共同 讨论 ， 


要 学 会 目 竺 


青年 同学 们 从 小 学 而 中 学 而 大 学 , 读书 都 恋 了 十 多 年 了 ,而 我 
现在 还 是 首先 提出 “要 学 会 读书 ”, 这 岂 不 奇怪 ? 其实, 并 不 奇怪 ,学 
会 读书 , 并 不 简单 ， 而 我 个 人 在 这 方面 也 还 是 处 于 不 断 摸索 不 断 
改进 的 过 程 之 中 ， 切 不 要 以 为 “会 背 会 默 , 深 瓜 烂熟 ”, 便 是 读 懂 书 
了 。 如 果 不 逐 步 提 高 , 不 深入 领会 , 那 又 与 和 尚 念经 有 何 差 异 呢 ! 
我 认为 , 同学 们 在 校 学 习 期 间 , 学 会 读书 与 学 得 必要 的 专业 知识 是 
同等 重要 的 。 学 会 读书 不 但 保证 我 们 在 校 学 习 好 , 而 且 保 证 我 们 
将 来 能 够 永远 不 断 地 提高 ， 我们 的 一 生 从 事 工 作 的 时 间 总 是 比 在 
校 学 习 时 间 长 些 , 而 和 且 长 得 多 。 一 个 青年 即使 他 没有 大 学 毕业 或 
中 学 毕业 , 但 如 果 他 有 了 自学 的 习惯 , 他 将 来 在 工作 上 的 成 就 就 不 
会 比 大 学 毕业 的 人 差 。 与 此 相反 , 如 果 一 个 青年 即使 读 到 了 大 学 
毕业 , 其 至 出 过 洋 , 拜 过 名 师 , 得 过 博士 ,如果 他 没有 学 会 自己 学 
习 , 自己 钻研 , 则 一 定 还 是 在 老师 所 划 定 的 圈子 里 团团 转 , 知识 领 
域 不 能 扩大 , 更 不 要 说 科学 研究 上 有 所 创造 发 明了 ， 

应 该 怎样 学 会 读书 呢 ? 我 觉得 , 在 学 习 书 本 上 的 每 一 个 问题 ， 

@ 本文 是 根据 作者 在 中 国 科 技 大 学 天 学 典礼 上 的 讲话 , 经 补充 修改 而 成 的 ， 
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每 一 章节 的 时 候 , 首先 应 该 不 只 看 到 书面 上 ,而 且 还 要 看 到 书 宁 后 
的 东西 ， 这 就 是 说 , 对 书本 的 某 些 原理 、 定 律 、 公 式 , 我们 在 学 习 的 
时 候 , 不 仅 应 该 记 住 它 的 结论 , 懂得 它 的 道理 , 而 且 还 应 该 设想 一 
下 人 家 是 怎样 想 出 来 的 , 经 过 多 少 曲 折 , 攻破 多 少 关键 , 才 得 出 这 
个 结论 的 ,而 且 还 不 妨 进一步 设想 一 下 , 如果 书 本 上 还 没有 作出 丝 
论 ,我 自己 设身处地 , 应 该 怎样 去 得 出 这 个 结论 ?恩格斯 曾经 说 过 . 
“我 们 所 需要 的 ,与 其 说 是 赤裸 裸 的 结果 ,不 如 说 是 研究 ; 如 果 离 开 
引 疝 这 个 结果 的 发 展 来 把 握 结 果 , 那 就 等 于 没有 结果 。 我 们 只 有 有 
了 解 结论 是 怎样 得 来 的 ,才能 真正 懂得 结论 .只 有 不 仅 知 其 然 , 而 且 
还 知 其 所 以 然 , 才 能 够 对 问题 有 透彻 的 了 解 。 而 要 做 到 这 点 , 就 要 
求 我 们 对 书本 中 的 每 一 个 问题 ， 一 天 没有 学 懂 ， 岗 要 再 研习 一 天 ， 
一 章 没 懂 , 就 不 要 轻易 去 学 第 二 章 . 这 样 学 虽然 慢 些 , 但 却 能 收 到 
实效 ， 我 在 年 青 时 ,看书 就 犯 过 急躁 的 毛病 , 手 拿 一 本 书 几 下 就 看 
完了 .最 初 看 来 似乎 有 成 绩 , 而 一 旦 应 用 时 , 却 是 一 锅 夹 生 饭 , 不 
能 运用 自如 了 .好 在 我 当时 仅 有 很 少 的 几 本 书 ,我 接受 了 教训 ,又 
将 原 书 不 断 深入 地 学 习 ( 注 意 , 并 不 是 简单 地 重复 ), 才 真 正 有 所 
进 益 . 

如 果 说 前 一 步 的 工作 可 以 叫 作 “ 支 解 的 工作 , 那么 , 第 二 步 我 
们 就 需要 做 “综合 ”的 工作 .。 这 就 是 说 , 在 对 书 中 每 一 个 问题 都 经 
过 细 嚼 慢 咽 , 真正 懂得 之 后 , 就 需要 进一步 把 全 书 各 部 分 内 容 串 连 
起 来 理解 , 加 以 融会 贯通 , 从 而 弄 清 楚 什 么 是 书 中 的 主要 问题 ,以 
及 各 个 问题 之 间 的 关联 ， 这 样 我 们 就 能 抓 住 统 遇 全 书 的 基本 线 
索 ， 贯 串 全 书 的 精神 实质 .我 常常 把 这 种 读书 过 程 , 叫做 从 厚 到 
注 ” 的 过 程 ， 大 家 也 许 都 有 过 这 样 的 感觉 , 一 本 书 , 当 未 谈 之 前 , 你 
会 感到 , 书 是 那么 厚 , 在 读 的 过 程 中 , 如 果 你 对 各 章 各 又 作 这 入 
的 探讨 , 在 每 页 上 加 添 注解 ,补充 参考 材料 , 那 就 会 觉得 更 厚 了 .但 
是 ， 当 我 们 对 书 的 内 容 真 正 有 了 透彻 的 了 解 , 抓 住 了 全 书 的 要 扣 ， 
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掌握 了 全 书 的 精神 实质 以 后 , 就 会 感到 书本 变 薄 了 。 合 是 午 得 这 
彻 , 就 愈 有 注 的 感觉 ， 这 是 每 个 科学 家 都 要 经 历 的 过 程 ， 这 样 , 并 
不 是 学 得 的 知识 变 少 了 , 而 是 把 知识 消化 了 。 青年 同学 读书 要 学 
会 消化 .我 常见 有 些 同 学 在 考试 前 要 求 老师 指出 重点 ， 这 就 反 歇 
了 他 们 读书 还 没有 抓 住 重 点 , 还 没有 消化 。 靠 老 师 指出 重点 不 蚌 
好 办 法 , 主要 的 应 当 是 目 己 抓 重 点 ， 

我 们 在 读 一 本 书 时 ， 还 要 把 它 和 我 们 过 去 学 到 的 知识 去 作 比 
较 , 想 一 想 这 一 本 书 给 我 添 了 些 什么 新 的 东西 。 每 当 看 一 本 新 书 
时 , 对 自己 原来 已 懂 的 部 分 , 就 可 以 比较 快 地 看 过 去 ; 人 要么 的 , 征 对 
重点 的 钻研 ; 对 自己 来 说 是 新 的 东西 用 的 力量 也 应 当 更 大 些 ， 在 
看 完 一 本 书后 , 并 不 是 说 要 把 整 本 书 都 装 进 脑子 里 去 , 而 仅仅 古 浆 
上 几 点 前 所 不 知 的 新 方法 新 内 容 . 这 样 做 印象 反而 深刻 , 记忆 反 
而 牢固 。 并且, 学 得 愈 多 , 懂得 的 东西 愈 多 , 知识 基础 愈 尽 , 谈 书 进 
度 也 就 可 以 大 大 加 快 ， 


要 学 会 独立 思考 


前 面 所 谈 的 关于 读书 的 方法 ， 实 际 上 也 就 是 在 学 习 过 程 中 培 
养 独立 思考 的 能 力 ， 我 们 的 事业 总 是 在 飞 路 向 前 发 展 的 , 同学 们 
毕业 以 后 , 无 论 从 事 娜 一 项 工作 ,都 必然 要 经 常 碰 到 许多 新 问题 ， 
在 我 们 一 生 中 , 碰 到 新 间 题 , 能 够 在 书本 上 找 出 现成 的 答案 , 这 种 
情况 是 比较 少 的 .更 多 的 是 需要 我 们 充分 发 挥 独立 思考 的 能 力 ， 
善于 灵活 运用 书本 知识 去 解决 新 的 问题 。 对 于 从 事 科学 研究 的 人 
来 说 ,从 事 科学 研究 的 目的 就 是 要 去 发 据 前 人 未 发 现 的 东西 ， 历 
史上 的 任何 一 个 较 重要 的 科学 发 明 创 造 , 都 是 发 明 者 独立 地 、 深 入 
地 研究 问题 的 结果 ， 因此 青年 同学 们 在 学 校 里 学 习 的 时 候 , 就 应 
该 注意 培养 独立 思考 的 习惯 ， 
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要 独立 思考 ,就 是 说 , 一 方面 要 继承 前 人 的 成 就 , 而 另 一 方面 ， 
又 不 要 受 前 人 的 束缚 。 一 个 人 如 果 不 接受 前 人 的 成 就 ,就 自 以 为 
是 地 去 腾 摸 乱 撞 , 是 一 定 会 走 弯 路 的 ， 很 可 能 自己 辛 辛 苦 苦 地 研 
究 了 很 长 的 时 间 , 以 为 有 了 什么 新 的 发 现 , 但 这 所 谓 新 的 发 现 , 却 
是 在 几 十 年 前 别人 就 早已 发 现 的 了 , 结果 白费 了 力气 不 接受 前 
人 成 就 ,有 时 其 至 还 会 使 我 们 钴 进 牛角 尖 出 不 来 ， 比 如 有 的 人 今 
天 还 企图 在 数学 方面 , 用 圆规 、 直 尺 经 过 有 限 步骤 三 等 分 任意 角 ， 
在 物理 方面 搞 永 动机 等 ， 就 是 这 方面 的 例子 。 这 些 设想 都 早已 证 
明 是 违反 科学 的 。 历来 的 最 善于 创造 的 伟大 科学 家 们 ， 也 都 是 最 
善于 吸取 他 们 前 人 的 成 就 的 . 牛顿 就 说 过 : 他 之 所 以 在 科学 上 有 重 
大 成 就 ,就 是 因为 他 是 站 在 巨人 的 肩 上 , 在 前 人 科学 成 就 的 基础 上 
进行 创造 ， 在 我 们 的 生活 中 也 常 可 以 看 到 , 那些 善于 虚心 学 习 的 
青年 ， 他 们 在 学 习 上 的 进展 也 往往 会 比 别人 快 得 多 . 接受 前 人 成 
就 , 一 般 说 来 , 又 很 容易 给 自己 思想 上 带 来 一 些 束缚 , 只 有 在 接受 
前 人 成 就 的 基础 上 ,而 又 能 独立 思考 ,， 才 不 会 被 前 人 牵 着 鼻子 走 ， 
能 够 提出 并 解决 一 些 前 人 未 考虑 的 问题 , 对 于 前 人 的 结论 , 包括 一 
些 研究 过 问题 的 方法 , 也 才能 加 以 发 展 和 补充 甚至 于 抛弃 ， 其实 
不 仅 想 超 过 前 人 ,需要 我 们 独立 思考 , 今天 我 们 在 科学 研究 上 要 赶 
上 并 超过 一 些 先进 国家 ， 如 果 没 有 独创 精神 ， 不 去 探索 更 新 的 道 
路 , 只 是 跟着 别人 的 脚印 走路 , 也 总 会 落后 别人 一 步 ; 要 想 赶 过 别 
人 , 非 有 独创 精神 不 可 ， 

独立 思考 必须 是 敢 想 敢 干 和 实事 求 是 的 精神 相 结 合 。 搞 科学 
研究 工作 的 人 , 应 该 敢于 破除 迷信 , 解放 思想 , 海阔天空 地 想 。 不 
敢 想 怎么 能 有 新 的 发 明和 创造 呢 ? 但 是 科学 上 的 美丽 设想 , 都 必须 
和 研究 工作 中 的 实事 求 是 的 精神 相 结 合 , 才 有 可 能 成 为 现实 。 就 
以 飞 向 字 宕 的 事情 而 论 , 在 很 早 中 国 一 些小 说 、 诗歌 与 传说 里 , 就 
有 过 许多 关于 这 种 浪漫 主义 的 幻想 .但 是 只 有 在 距 今 百 多 年 以 前 ， 
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俄国 科学 家 齐 奥 可 夫 斯 基 才 想到 用 火箭 的 办 法 ”上 天 ， 而 在 以 后 
人 们 又 经 过 了 许多 辛勤 的 研究 ， 才 解决 了 火箭 上 天 的 动力 等 一 系 
列 问 题 , 上 天 的 美丽 幻想 才 终 于 成 了 现实 .在 科学 研究 工作 中 , 可 
贵 的 不 仪 在 于 敢于 设想 ， 而 且 还 在 于 能 够 脚踏实地 地 把 设想 逐步 

培养 独立 思考 能 力 , 需要 我 们 经 常 自 沉 地 进行 锻炼 。 要 肯 于 
动脑 筋 ， 碰 到 问题 都 要 想 一 想 。 比如 报 上 刊载 了 苏联 要 向 太平 洋 
发 射 火 箭 的 消 妃 ,我们 学 数学 的 人 , 就 不 妨 根据 苏联 所 公布 的 发 射 
区 域 的 四 个 点 , 来 计算 一 下 火箭 发 射 处 在 什么 地 方 , 射程 多 少 , 精 
确 程 度 如 何等 等 。 这 样 常 想 问题 , 有 些 问 题 想 了 , 当时 可 能 没有 什 
么 大 用 , 但 却 有 助 于 我 们 养 成 思考 问题 的 良好 习惯 。 科学 上 上 的 发 
现 痢 是 日 积 月 累 长 期 辛勤 思考 的 结果 , 都 是 每 一 步 看 来 不 难 ,但 却 
契 步 步 积 累 的 结果 。 我 们 在 平时 是 否 经 常 思考 问题 ， 在 解决 科举 : 
研究 的 重大 问题 时 , 是 会 明显 地 见 出 高 低 的 ， 解决 任何 一 个 科学 
上 的 重大 问题 , 都 必须 突破 重重 困难 , 而 对 于 一 个 平常 注意 思考 问 
题 的 人 来 说 ,由 于 有 些 问 题 他 早已 想 过 , 很 可 能 只 剩 下 少数 几 个 大 
关口 需要 突破 。 这样 的 人 搞 起 研究 来 , 就 可 以 比 别 人 少 用 时 间 , 而 
且 他 也 有 可 能 比 别 人 看 得 更 远 , 想 得 更 深 更 透 . 

妨碍 我 们 经 和 党 思考 问题 的 原因 , 不 外 有 二 :一 是 怕 难 ， 二 是 把 
许多 问题 都 看 得 很 容易 。 怕 难 的 人 ,碰见 问题 还 没有 动脑 子 想 ,就 
元 宛 得 困难 重重 , 这 样 自 然 就 不 会 去 想 了 。 把 问题 看 得 很 容易 的 
人 ,许多 问题 他 都 觉得 值 不 得 去 想 , 也 就 社 绝 了 深入 研究 问题 与 发 
现 狐 问题 的 可 能 性 ， 实 际 上 , 许多 问题 , 从 表面 粗 看 起 来 , 似乎 是 
很 简单 ， 很 容易 ， 但 深究 一 下 ， 往 往 并 非 如 此 。 即使 说 ， 问 题 很 
简单 很 容易 吧 , 我 们 肯 用 脑子 想 一 想 , 有 时 也 会 有 新 的 发 现 ， 我 可 
以 举 一 个 日 常生 活 中 最 普通 的 例子 比如 说 , 一 家 九 口 人 , 每 人 每 
天 是 半 两 油 , 全 家 一 个 月 共 吃 多 少 油 呢 ? 这 样 的 问题 很 简单 , 连 小 
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学 生 也 会 算 。 而 且 一 般 人 的 算法 很 可 能 是 (9 x0.5x30) -16=8 
斤 7 两 . 但 如 果 再 想 一 想 , 就 会 发 现 还 有 另 一 种 更 好 的 计算 方法 ， 
30 天 每 天 半 两 就 是 一 斤 少 一 两 ， 九 个 人 即 九 斤 少 九 两 ， 这 样 算 ， 
岂 不 是 简便 多 了 吗 ? 可 兄 ,我 们 对 问题 的 筛子 眼 不 要 太 大 了 ,不然 ， 
就 会 漏 掉 许多 有 价值 的 东西 . 


要 有 鳞 而 不 爸 的 精神 


我 们 所 以 需要 这 种 精神 ， 首 先是 因为 科学 研究 中 任何 重大 的 
成 就 , 都 是 需要 经 过 几 十 次 、 几 百 次 , 甚至 上 千 次 上 万 次 的 失败 , 才 
能 取得 的 ， 对 一 个 科学 家 来 说 , 失败 和 成 功 比 较 起 来 , 失败 是 经 常 
的 , 而 成 功 只 是 少量 的 .在 他 们 的 经 验 中 ,失败 的 经 验 是 要 比 成 功 
的 经 验 丰 晶 得 多 。 有 些 青 年 看 见 一 些 有 名 望 的 科学 家 , 发 表 了 有 
价值 的 学 术 论 文 , 以 为 他 们 一 定 是 什么 天 才 , 不 必 费 什么 大 力气 就 
号 出 了 那些 重要 的 论文 。 这 些 青年 同志 哪里 知道 , 他们 在 报告 上 
所 看 到 的 往往 只 是 科学 家 研究 成 功 的 那 一 部 分 ， 而 科学 家 在 成 功 
后 面 的 大 量 的 失败 的 经 过 , 他 们 并 不 知道 。 科学 研究 的 过 程 ,是 曲 
折 上 升 的 过 程 , 在 这 中 间 , 经 常会 出 现 这 样 的 情况 , 就 是 眼看 要 成 
功 了 , 但 又 失败 了 . 眼看 已 经 失败 , 但 经 过 一 番 深 思 苗 想 以 后 , 又 
是 花 明 柳 暗 又 一 村 ,呈现 了 希望 。 诚 如 马克 思 所 说 :“ 在 科学 上 
没有 平坦 的 天道, 只 有 不 县 劳 癌 沿 着 陡峭 山路 攀登 的 人 , 才 有 希望 
达到 光辉 的 项 点。 

近代 科学 发 展 的 特点 : 一 是 科学 的 分 工 越 来 越 细 , 二 是 边缘 科 
学 发 展 很 快 ， 即 各 门 科学 之 间 的 关系 越 来 越 密切 。 近代 科学 的 这 
种 复杂 性 ， 只 有 用 长 期 的 研究 来 克服 一 曝 十 寒 是 不 可 能 有 成 就 
的 。 有 些 青 年 在 科学 上 想 捡 容易 的 事情 做 , 其实 ,许多 比较 简单 窑 
易 的 问题 ， 绝 大 部 分 前 人 都 早已 考虑 过 了 。 我 们 今天 所 面临 的 任 
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务 比 过 去 的 更 复杂 .当然 也 要 看 到 因为 前 人 的 辛勤 研究 ， 解决 了 
许多 问题 ; 我 们 今天 以 前 人 的 科学 成 果 作为 基础 ,进行 科学 研究 工 
作 , 就 有 了 更 多 的 有 利 条 件 ， 但 是 正 因为 如 此 ,我 们 就 应 该 对 自己 
提出 更 高 的 要 求 ， 

在 科学 研究 工作 中 , 切忌 图 侥幸， 任何 科学 研究 成 果 都 不 是 
偶然 出 现 的 ， 有 的 青年 认为 牛顿 发 现 万 有 引力 定律 就 是 由 于 偶然 
看 见 树 上 一 个 苹果 落地 , 灵机 一 动 所 得 来 ， 其实 牛顿 发 现 万 有 3 引 
力 , 不光 是 因为 看 到 苹果 落地 ,因为 苹果 落地 的 事实 自从 有 人 类 就 
可 以 觉察 到 了 .而 是 由 于 他 早 就 研究 了 开 普 勒 的 天 体 运行 规律 和 
佑 利 略 的 物体 落地 定律 , 长 期 地 在 思考 这 个 问题 ,一 旦 看 到 苹果 落 
地 的 现象 ,才能 悟 出 万 有 引力 的 道理 .科学 的 灵感 , 决 不 是 坐 待 可 
以 等 来 的 ， 如 果 说 , 科学 上 的 发 现 有 什么 偶然 的 机 遇 的 话 ,那么 这 
种 “偶然 的 机 遇 ” 只 能 给 那些 学 有 素养 的 人 ， 给 那些 善于 独立 思考 
的 人 ,给 那些 具有 狂 而 不 使 的 精神 的 人 , 而 不 会 给 懒汉 . 


雄心 壮志 与 周密 计划 


现在 , 我 们 的 祖国 正在 开展 着 伟大 的 社会 主义 建设 。 青年 们 
是 建设 社会 主义 的 生力军 , 是 老 一 埋 革 命 者 的 接班 人 , 在 科学 研究 
上 一 定 要 树立 攀登 科学 高 峰 的 雄心 壮志 . 没有 雄心 壮志 的 人 ,他 
们 的 生活 缺乏 伟大 的 动力 , 自然 不 能 盼望 他 们 会 有 杰出 的 成 就 . 而 
在 有 了 雄心 壮志 之 后 , 就 必须 要 有 实现 这 个 雄心 壮志 的 周密 计划 ， 
要 切实 安排 好 实现 雄心 壮志 的 步骤 ， 使 我 们 的 努力 能 够 一 步 一 步 
地 接近 目标 。 不 要 目标 在 东 , 而 我 们 却 走 到 东南 方向 , 结果 浪费 了 
精力 , 而 事与愿违 ， 在 前 进 的 道路 中 , 必然 要 突破 许多 关口 , 这 些 
关口 , 越 到 后 来 越 不 容易 突破 , 要 有 计划 地 有 步 又 地 一 个 一 个 去 突 
破 。 第 一 关 还 没有 突破 , 就 不 要 企图 去 破 第 二 关 。 不 要 企图 一 步 
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登 天 .在 科学 研究 上 ， 和 急于 求 成 的 人 , 往往 是 比 什 么 人 都 走 得 慢 ， 
我 们 妥 走 得 又 快 又 稳 . 
青年 同学 们 。 你 们 生活 在 幸福 的 毛泽东 时 代 , 国家 给 你 们 创 
造 了 很 好 的 学 习 条 件 , 能 不 能 学 好 , 就 看 目 己 是 否 勤 耕 学 习 ， 为 了 
使 我 们 学 习 得 好 , 党 和 毛 主席 已 经 有 了 许多 全 面 的 指示 ,我 这 里 只 
不 过 是 把 个 人 的 点 滴 体 会 写 出 来 , 供 同学 们 参考 而 已 ， 
( 原 载 1961 年 21 期 “中 国 青年 ”) 
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取 法 务 上 ， 仅 得 乎 中 


同样 一 件 事 , 反映 各 不 同 。 努 力 向 上 者 , 取 其 积极 面 , 站 条 月 
和 天 者 , 取 其 消极 面 。 

宋朝 有 一 位 苏 淘 一 一 苏 老 累 ,到 二 十 七 岁 的 时 候 才 发 愤 读 书 ， 
终于 成 为 一 位 大 文学 家 ， 

这 故事 告诉 我 们 : 刻 二 学习, 不 要 怕 跑 嫌 述 , 不 要 说 我 年 已 一 
把 , 还 学 出 个 喧 和 名 等 来 。 更 不 是 告诉 我 们 : 我 年 纪 还 轻 呢 ! 今年 不 
过 二 十 岁 , 用 什么 功 来 ! 再 过 五 年 才 发 层 , 电 不 比 苏 老 累 还 星 二 年 
本? 

发 愤 星 为 好 , 敬 晚 休 嫌 述 ,最 居 不 努力 ,一 生 都 无 知 ， 

想到 一 穷 二 白 的 祖国 期 待 着 我 们 建设 ， 想 到 社会 主义 共产 主 
义 社会 建设 的 艰巨 性 和 复杂 性 , 想到 毛 主席 和 党 的 期 望 ,我 们 恨 不 
得 立刻 学 好 本 领 。 放松 不 得 , 跨 跤 不得， 立志 务 宜 早 ， 发 饶 休 返 
入. 

元 朝 有 位 王 免 一 一 王 元 章 , 他 是 一 位 大 国家 。 他 从 小 贫穷 , 不 
能 从 师 学 画 , 买 了 纸 笔 和 颜料 ,在 放 牛 的 时 候 , 看 着 荷花 临摹 起 来 ， 
经 过 刻 奇 银 炼 ,终于 目 学 成 为 一 位 大 画家 

这 帮 事 告诉 我 们 : 如 果 没 有 老师 , 不 要 怕 , 只 要 刻苦 自 励 , 自学 
也 是 可 以 有 所 成 就 的 。 但 是 并 不 是 说 ; 我 何必 在 校 学 习 呢 ? 自学 不 
也 很 好 吗 ? 不 也 可 以 成 为 王 冕 吗 ? 

目 学 的 习惯 是 要 养 成 的 ,而 且 是 终 盘 受用 不 尽 的 好 习惯 ,但 不 
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要 身 在 福 中 不 知 福 ! 有 老师 的 帮助 而 不 知道 这 帮助 的 可 贯 。 不 明 
不 白 处 , 老师 讲解 ,不 深 不 透 处 , 老师 妃 查 . 更 重要 的 是 , 从 老师 处 
可 以 学 得 深 销 苦 研 的 、 失 败 的 和 成 功 的 经 验 ， 学 习 了 他 成 荔 的 经 
验 , 长 知识 ,可 以 在 这 基础 上 更 深入 地 下 去 ; 学 得 了 他 失败 的 经 验 ， 
长 阅历 , 可 以 知道 天 才 出 于 勤奋 的 道理 ,知道 成 功 从 失败 中 来 的 道 
理 ， 

独创 精神 不 可 少 ， 这 是 我 们 建设 前 人 所 未 有 的 事业 的 时 代表 
年 必 有 的 本 领 , 但 接受 前 人 的 成 就 也 是 十 分 必要 的 . 不 走 或 少 走 
前 人 已 走 过 的 弯路 是 加 快速 度 的 好 方法 ,老师 尽 他 的 力量 同上 布 ， 
带 到 他 能 带 到 的 最 高 处 ， 我 们 在 他 们 的 肩膀 上 更 上 一 层 , 一代 胜 
似 一 代 ， 


五 代 有 位 书 庄 一 -- - 书 端 己 填 了 一 首 词 : 


街 鼓动 , 禁 城 开 , 天 上 探 人 回 , 凤 衔 金榜 出 云 来 , 平地 一 声 雷 ， 
营 已 迁 , 龙 已 化 ,一夜 满 城 车 马 , 家 家 楼 上 艇 神仙, 争 看 稚 冲 天 . 


这 首 词 可 能 是 韦 庄 用 来 形容 科举 制度 下 高 科 得 中 的 情况 的 ， 
但 是 其 中 却 包 括 词 人 的 浪漫 主义 的 幻想 一 一 -十 分 丰富 的 想象 力 . 

但 幻想 必 竟 是 幻想 ， 真 正 要 探 天 归来 ， 真 正 要 带 了 科学 资料 
“出 云 来 ”还 得 经 过 千 百 年 来 科学 家 的 辛勤 劳动 ， 

雄心 壮志 不 可 无 , 浪漫 主义 的 幻想 也 要 有 , 但 不 县 艰苦 , 逐 级 
攀登 的 踏实 功夫 更 不 可 少 . 老 老实 实 , 实事 求 是 ,不 要 轻视 平淡 的 
一 步 ,前 进一步 近 一 步 , 登高 必 自 卑 , 行 远 必 自 逮 [ 音 sr 耳 ]. 看 了 
韦 庄 的 词 ,有 所 启发 , 而 想 一 步 登 天 , 一 下 子 就 发 明 个 星 楼 (楼 , 音 
ch&， 星 楼 ,是 古代 神话 中 往来 天 上 的 木船 ， 一 一 -编者 注 ) , 邀 游 六 
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合 (六 合 , 指 天 地 四 方 ， 一 一 -编者 注 ), 岂 不 快 哉 ?但 那 是 妄想 , 具有 
一 步 一 步 地 先 在 理论 上 想 出 可 能 , 算出 数据 ,再 按 要 求 一 一 分 析 ， 
步 步 落 实 , 才 有 今日 。 计 时 已 百年 , 智慧 耗 无 数 , 对 整个 历史 来 说 
我 们 的 工作 可 能 极 溃 小 的 , 对 整个 时 代 来 说 可 能 是 被 不 足 道 的 . 正 
是 小 环节 ,小 贡献 , 积 小 成 大 , 由 近 至 远 , 大 发 明 大 创造 才 有 可 能 . 
点 点 滴 滴 , 汇 成 江河 , 眼光 看 得 远 , 步伐 走 得 稳 , 不 要 眼 高 手 低 , 不 
要 志 大 才 朴 ， 老 老 实 实 干 , 痛 下 闸 功 夫 ， 夺 硅 其 谈 者 ， 荆 严 满 前 
( 原 载 1963 年 6 月 16 日 “中 国 育 年报 ) 
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利 青年 谈 学 习 


青年 同学 们 党 第 希望 我 和 大 家 谈 谈 学 习 问 题 ， 我 虽然 比 一 般 
年 青 人 大 一 些 , 可 是 全 今 仍然 在 摸索 中 学 习 , 在 不 断 失 败 中 取得 教 
训 来 进行 学 习 。 对 于 学 习 , 我 还 没有 -一 套 成 熟 的 经 验 , 没 有 一 套 好 
外 法 ,但 有 一 个 愿望 ,准备 一 辈子 学 ,一 辈子 不 灰心 地 学 , 绝 不 因为 
一 时 的 挫折 而 降低 学 习 的 热诚 和 决心 ， 

科学 是 老 老 实 实 的 学 问 , 半点 虚假 不 得 ， 因 此 ,我 老 老 实 实地 
先 交代 一 下 , 才 转 入 正题 。 下 面谈 的 , 也 希望 大 家 思考 一 下 , 看 看 
哪些 是 对 的 , 哪些 是 不 对 的 , 哪些 是 可 以 吸收 加 工 的 , 哪些 是 应 该 
场 弃 的 ， 这样 ,也 许可 以 吸收 到 人 家 一 点 有 益 的 东西 , 避免 犯人 家 
的 缺点 。 


要 有 雄心 壮志 


现在 我 们 面临 着 一 个 伟大 的 时 代 ， 我 们 要 把 一 穷 二 白 的 祖国 
建设 成 为 具有 现代 化 工业 、 现 代 化 农业 、 现 代 化 科学 文化 的 新 中 
国 . 担负 着 这 样 的 任务 ,每 个 青年 应 当 树 立 起 雄心 壮志 , 以 选 莲 动 
动 的 朝气 , 敢于 斗争 , 敢于 胜利 , 敢于 学 习 ,， 敢于 创造 , 敢于 继 往 开 
来 , 敢于 做 些 史无前例 的 大 事业 ， 

但 这 并 不 是 说 , 搞 尖 端的 科学 研究 , 搞 创 造 发 明 才 需 要 雄心 壮 
志 , 搞 一 般 工作 就 不 需要 雄心 壮志 .任何 工作 都 可 以 精益 求 精 , 所 
谓 行 行 出 状元 ,没有 雄心 壮志 的 人 , 是 不 可 能 主动 地 把 工作 搞 得 
很 出 色 的 。 有 些 人 以 为 参加 农业 萎 动 吏 不 要 雄心 壮志 了 ,其实 不 
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然 , 如 果 某 人 的 努力 , 能 增加 农业 产量 百 分 之 一 , 这 就 是 一 件 了 不 
起 的 事情 ， 而 要 做 到 这 样 , 就 得 树立 雄心 壮志 。 也 有 人 以 为 , 教 中 
小 学 不 需要 雄心 壮志 , 这 也 是 不 对 的 . 培养 下 一 代 , 是 国家 建设 中 
一 项 最 基本 的 工作 。 认为 当中 小 学 教师 不 必 去 艰 将 销 研 学 问 ， 这 
是 一 种 泄气 的 看 法 , 不 是 一 种 力争 上 游 的 看 法 。 北京 市 一 个 小 学 
教师 说 过 :“ 小 学 生 要 的 可 能 是 一 杯 水 , 但 是 我 们 得 准备 满 满 一 密 
水 , 才能 充分 满足 他 们 的 需要 .” 这 话 很 有 道理 ， 当 一 个 名 副 其 实 
的 、 优 秀 的 、 社 会 主义 的 教师 , 就 需要 多 多 积累 知识 ,使 饥 渴 的 至 年 
能 得 到 满足 。 我 个 人 的 经 验 也 是 如 此 , 我 有 时 担任 大 学 一 年 级 的 
数学 课程 , 比 高 三 仅仅 高 了 一 年 , 但 在 我 的 教学 过 程 中 , 次 深 感 到 
我 的 知识 不 是 够 了 、 多 了 , 而 是 大 大 地 不 足 ， 我 经 常 发现 新 的 、 更 
好 的 材料 或 讲授 方法 ,我 经 常 觉得 我 的 教学 大 有 改进 的 余地 , 写 好 
了 的 讲稿 , 讲 了 之 后 就 发 现 许多 不 足 之 处 . 古人 说 的 教学 相 长 ,的 
确 大 有 道理 . 我 想 , 做 任何 工作 都 决 不 可 得 过 且 过 , 平平 庸 良 , 应 
付 门面 ,而 是 应 该 精益 求 精 , 不 断 改 进 ， 


要 飞 上 天 , 还 得 从 地 上 起 程 


与 雄心 壮志 相伴 而 来 的 ， 应 是 老 老 实 实 、 循 序 渐 进 的 学 习 万 
法 。 雄心 壮志 并 不 是 好 高 芍 远 、 和 急躁 速成 ， 它 和 笠 想 不 同 之 处 在 
于 : 有 周密 的 计划 一 一 踏 踏实 实地 安排 好 实现 计划 的 具体 步骤 . 使 
我 们 通过 努力 , 能 一 步 步 地 接近 目标 。 例 如 上 天 , 谁 不 想 上 天 ? 群 
娥 、. 孙 行者 式 的 上 天 , 只 是 幻想 .神话 而 已 ， 要 飞 上 天 ,还 得 从 地 上 
起 程 ， 玉 代词 人 韦 庄 有 两 阅 < 玄 迁 营 >.“ 人 泗 泣 , 鼓 冬 冬 , 襟 袖 五 更 
凤 . 大 罗 天 上 月 膀胱 , 骑马 上 虚空 ， 香 满 衣 , 云 满 路 , 弯 风 纸 身 飞 
舞 ， 霓 旋 绛 节 一 群 群 ， 引 见 玉 华 君 ，“ 街 鼓动 , 禁 城 开 ,天 上 探 人 
回 ， 凤 衡 金榜 出 云 来 , 平地 一 声 雷 ， 营 已 迁 , 龙 已 化 , 一 夜 满 城 手 
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马 ， 家 家 楼 上 徐 神 仙 , 争 看 稚 冲 天 .这 古 词 人 的 幻想 ,幻想 虽然 类 
丽 , 但 真正 要 做 到 天 上 归来 ， 带 着 科学 资料 出 云 来， 还 是 要 依 徘 多 
少年 来 元 数 人 的 踏 踏 实 实 的 努力 ， 

有 人 在 中 学 里 就 要 目 学 量子 力学 , 拭 不 算 雄 心 壮志 ?这 可 能 大 
时 了 一 些 。 不 了 解 力 学 ,不 了 解 微 积分 ,而 自 以 为 可 以 读 懂 量子 力 
学 , 这 是 不 可 想象 的 事 。 我 们 要 扩大 有 眼界 ,但 是 先 不 要 亚 记 目 己 的 
知识 水 平 . 学 习 必 须 踏 实 , 不 能 路 宏一 步 ， 踏 空 一 步 , 下 要 付出 和 车 
补 的 代价 ; 踏 空 多 步 ， 补 不 胜 补 ,就 会 使 人 上 不 去 , 就 会 完全 泄气 ， 
不 过 , 一 旦 发 现 自 己 在 学 习 上 有 踏 空 现象 的 时 候 也 不 要 怕 , 回头 是 
岸 , 赶紧 找 机 会 来 补 , 不 要 不 好 意思 . 不 外 永远 是 个 洞 ,， 补 了 不 好 
了 ,就 纠正 了 一 个 缺点 , 走 起 来 就 更 踏实 、 更 称 更 快 了 。 


对 “ 懂 ” 的 要 求 


做 学 问 功夫 ,基础 越 厚 , 越 牢固 , 对 今后 的 学 习 就 越 有 利 , 越 容 
ee 攻 尖 端 ,得心应手 地 广泛 用 .有 人 说 ,基础 宽 些 好 ,但 到 

多 宽 才 好 ?有 人 为 此 而 杂 览 群 书 ， 我 的 看 法 , 打 好 基础 的 第 一 要 
了 对 于 一 些 基 本 的 东西 , 要 学 深 学 透 , 不 要 急于 看 力 所 不 能 及 
的 书籍 ， 什 么 叫 学 深 学 透 ? 这 就 是 要 经 过 “由 薄 到 厚 、“ 由 厚 到 注 
的 过 程 ， 

首先 是 “由 薄 到 序 ”"， 比 如 学 一 本 书 ,每 个 生字 都 查 过 字典 ,每 
个 不 懂 的 甸子 都 进行 过 分 析 , 不 人 懂 的 环节 加 上 了 注解 ,经 过 这 一 得 
工夫 之 后 ,觉得 懂 多 了 ,同时 觉得 书 已 经 变 得 更 厚 了 。 有 人 认为 这 
样 就 算 完全 读 懂 了 ， 其 实 不 然 。 每 一 章 每 一 节 . 每 一 字 每 一 句 都 
懂 了 , 这 还 不 是 懂 的 最 后 形式 ， 最 后 还 有 一 个 由 厚 到 薄 的 过 程 ， 
必须 把 已 经 学 过 的 东西 咀嚼 、 消 化 , 组 织 整理 , 反复 淮 识 , 融会 员 
通 , 提炼 出 关键 性 的 问题 来 , 看 出 了 来 龙 去 脉 , 抓 住 了 要 点 , 再 和 以 


* 号 OT。 


往 学 过 的 比较 ， 措 清楚 究竟 添 了 些 什么 新 内 容 、 新 方法 。 这 样 以 
后 , 就 会 发 现 , 书 ,似乎 "由 厚 变 菠 ” 了 ， 经 过 这 样 消化 后 的 东西 , 现 
容易 记忆 , 就 能 够 得 心 应 手 地 运用 . 

例如 学 数学 , 单 靠 记 公式 就 不 是 办 法 , 主要 是 经 过 消化 , 搞 慌 
内 容 .“ 三 角 学 ”的 公式 很 多 , 但 主要 的 并 没 几 个 ,其 他 公式 都 是 由 
这 些 推出 来 的 。 其 中 主要 的 一 个 sa” lcos 0 于 ， 也 不 古 新 的 ， 
而 是 “几何 学 上 讲 过 的 商 高 定理 ， 


越 学 越 决 


也 许 有 人 觉得 , 这 样 书 是 读 深 了 , 但 “ 广 不 起 来 ; 也 许 有 人 
党 得 , 这 样 学 习 可 能 进度 慢 了 ， 其 实 不 然 , 这样 会 您 学 您 快 ， 基 型 
好 了 , 以 后 只 不 过 是 添 些 什么 新 东西 的 问题 , 而 不 是 再 把 整 本 市 赛 
进 脑子 里 去 的 问题 . 这样 学 , 就 把 广 化 为 添 , 添 些 本 质 上 所 不 
知道 的 东西 , 而 不 是 把 广 化 为 " 堆 ,把 同样 的 货物 一 捆 一 捆 地 往 
上 堆 ， 这 样 消化 着 学 , 是 次 广 络 合 的 学 法 ,是 较 有 效率 的 学 法 ， 学 
了 之 后 , 巩 园 难 瑟 , 那 喜 不 必 说 了 ， 

打 好 基础 的 另 一 办 法 是 经 币 练 , 一 有 机 会 就 练 , 否 练 活 练 , 不 
要 放 过 任何 一 个 机 会 。 比 如 说 ,学 数学 , 最 好 不 仅 以 会 做 目 己 学 校 
里 的 试题 为 满足 , 劳 的 学 校 的 试题 也 拿 来 做 做 , 数学 竞 完 的 试题 也 
拿 来 做 做 ; 读 报纸 了 , 看 到 五 年 计划 要 求 蘑 种 产品 增加 一 信 , 也 不 
妨 算 算 每 年 平均 增加 的 百分比 是 多 少 。 又 如 , 弹道 导弹 的 发 射 区 
的 四 点 知道 了 ,学 数学 的 人 ,不 妨 想 想 从 中 能 推出 些 仁 么 ,等 等 ， 


老师 没有 讲 过 的 
在 打 基础 的 同时 ， 还 必须 注意 培养 独立 思考 的 能 力 。 一 切 事 
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物 都 在 不 断 向 前 发 展 着 , 我们 用 老 方法 来 处 理 新 问题 , 必然 有 时 不 
适合 , 或 者 不 可 能 .针对 新 的 问题 , 我 们 就 必须 独 尽 蹊 径 , 创造 新 
的 办 法 来 处 理 。 老师 没有 讲 的 , 书 上 查 不 到 的 ， 前 人 未 遇 到 的 问 
题 ,就 要 黄 我 们 独立 思考 来 解决 ， 

培养 独立 思考 的 第 一 步 ,还 是 打 好 基础 ,多 做 习题 , 肯 动 脑筋 ， 
深 有 透 地 了 解 定理 、 定 律 .公式 的 来 龙 去 脉 ,但 最 好 再 想 一 下 , 那些 疆 
论 曾 人 是 怎样 想 出 来 的 , 如 果 能 看 得 出 人 家 是 怎样 想 出 来 的 , 那么 
目 己 也 了 驶 有 可 能 想 出 新 东西 来 了 . 


牛顿 的 发 现 是 个 然 有 的? 


强调 独立 思考 , 并 不 是 不 需要 前 人 的 经 验 , 而 恰恰 是 建立 在 广 
泛 接受 前 人 成 就 的 基础 上 ， 在 资本 主义 国家 里 , 流行 着 对 科学 发 
明 的 神秘 化 宣传 ,说 什么 创造 发 明 可 以 由 于 偶然 机 会 碰 出 来 的 . 说 
什么 牛顿 发 明 万 有 引力 定律 ， 只 是 由 于 偶然 看 匈 树 上 一 个 苹果 小 
地 , 灵机 一 动 的 结果 ,这 是 胡说 八道 ! 苹果 落地 的 现象 , 自 有 人 大 
以 来 便 有 不 知 多 少 人 见 过 ,为 什么 只 有 牛顿 才 发 现 力 有 引力 呢 ? 其 
实 和 牛顿 不 是 光 看 苹果 落地 ,而 是 经 过 长 期 学 习 , 抓 住 了 开 普 勒 的 天 
体 运 行规 律 和 仙 利 略 的 物体 落地 定律 ,并且 经 过 长 期 的 深思 熟 虑 ， 
一 旦 磁 到 自然 界 的 现象 , 便 比 较 容易 地 得 到 局 发 ,因而 看 出 它 的 本 
质 而 已 。 科学 是 老 老 实 实 的 学 问 ,不 可 能 靠 碰 运气 来 创造 发 明 ,对 
一 个 问题 的 本 质 不 了 解 ， 就 是 碰 上 机 会 也 是 枉然 。 入 宝山 而 空手 
回 , 原因 在 此 . 

我 们 要 虚心 学 习 别 人 的 成 功 的 经 验 ， 还 应 注意 别人 失败 的 教 
训 , 看 别人 磁 到 困难 遭 到 挫折 时 如 何 对 待 , 如 何 解决 , 这 种 教训 往 
往 更 为 宝贵 。 不 要 光 看 到 学 者 专家 出 了 书 , 在 报纸 杂志 上 发 表 了 
文章 , 他 们 于 在 废 纸 竹 里 的 稿 纸 , 远 比 发 表 的 文章 多 得 多 .我 们 应 
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该 知道 前 辈 学 者 寻求 知识 所 经 历 的 艰巨 过 程 ,学 习 他 们 克服 困难 、 
解决 问题 的 方法 ， 


靳 能 补 挡 ， 笋 能 生 妃 


最 后 , 我 想 谈 一 谈天 才 与 学 习 的 关系 问题 ， 有些 人 自己 信心 
不 足 , 认为 学 习 好 需要 天 才 , 而 自己 天 才 不 够 ; 又 有 一 些 人 , 自 高 自 
大 , 觉得 自己 有 才能 , 稍稍 学 习 就 能 够 超过 同辈 。 实 质 上 , 这 两 种 
看 法 都 有 问题 。 当然 , 我 们 不 否认 各 人 的 才能 不 一 样 ， 有 长 于 此 
的 ,有 短 于 彼 的 ,但 有 一 样 可 以 肯定 ; 主动 权 是 由 我 们 自己 掌握 的 ， 
这 就 是 努力 ， 虽 然 我 的 资质 比较 差 些 ,但 如 果 用 功 些 , 就 可 能 进步 
得 快 些 ,并且 一 般 地 讲 , 可 以 超过 那些 自 以 为 有 天 才 而 干劲 不 足 的 
人 ， 

学 问 是 长 期 积累 的 , 我 们 不 停 地 学 , 不 停 地 进步 , 总 会 积累 起 
不 少 的 知识 ， 我 始终 认为 : 天 才 是 “努力 ”的 充分 发 挥 ， 惟 有 学 习 ， 
不 断 地 学 习 , 才能 使 人 聪明 ; 惟有 努力 , 不 断 地 努力 , 才 会 出 现 才 
能 .我 想 用 一 名 老话 来 结束 这 篇 文章 :“ 勤 能 补 抽 , 熟 能 生 巧 .” 

( 原 载 1962 年 12 月 8 日 “羊城 晚报 ) 
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学 要 识 


有 些 在 科学 技术 研究 工作 岗位 上 的 青年 ， 要 我 谈 谈 治学 和 科 
学 研究 方面 的 经 验 . 其 实 , 我 的 理解 也 有 片面 性 ， 现 在 仅 束 目 己 
的 片面 认识 , 谈 一 点 关于 治学 态度 和 方法 的 意见 ， 


“由 薄 到 厚 ” 和 “由 厚 到 薄 ” 


科学 是 老 老实 实 的 学 问 , 搞 科 学 研究 工作 就 要 采取 老 老 实 实 、 
实事 求 是 的 态度 , 不 能 有 半点 虚假 浮夸 , 不 知 就 不 知 , 不 懂 就 不 慌 ， 
不 懂 的 不 要 装 懂 , 而且 还 要 追 下 去 , 不 懂 , 不 懂 在 什么 地 方 ; 懂 , 懂 
在 什么 地 方 ， 老 老实 实 的 态度 , 首先 就 是 要 扎 扎实 实地 打 好 基础 . 
科学 是 踏实 的 学 问 ， 连 贯 性 和 系统 性 都 很 强 ， 前 面 的 东西 没有 学 
好 , 后 面 的 东西 就 上 不 去 ; 基础 没有 打 好 , 搞 尖 端 就 比较 困难 .我 
们 在 工作 中 经 常 遇 到 一 些 问题 解决 不 了 ， 其 中 不 少 是 由 于 基础 未 
打 好 所 致 ， 一 个 人 在 科学 研究 和 其 他 工作 上 进步 的 快慢 ,往往 和 
他 的 基础 有 关 ， 关 于 基础 的 重要 , 过 去 已 经 有 许多 文章 谈 过 了 ,我 
这 里 不 必 多 讲 . 我 只 谈 谈 在 科学 研究 工作 中 发 现 自己 的 基础 不 好 
后 怎么 办 ? 当然 , 我 们 说 最 好 是 先 打 好 基础 ， 但 是 , 如 果 原 来 基础 
不 好 , 是 不 是 就 一 定 上 不 去 , 搞 不 了 尖端 ? 是 不 是 因此 就 丧失 了 搞 
科学 研究 的 信心 了 呢 ? 当然 信心 不 能 丧失 , 但 不 要 存 一 个 蒙混 过 关 
的 侥幸 心理 。 主 要 的 是 在 遇 到 问题 时 不 马马虎虎 地 让 它 过 去 。 雄 
上 了 自己 不 会 的 东西 有 两 种 态度 ， 一 种 态度 是 “ 算 了 ， 反 正 我 不 
懂 ”, 马马虎虎 地 就 过 去 了 ,或 是 失去 了 信心 ; 另 一 种 态度 是 把 不 慌 
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的 东西 认真 地 梓 起 来 。 补 也 有 两 种 方法 : 一 种 是 从 头 念 起 ; 男 一 种 
方法 , 也 是 大 家 经 常 采用 的 ,就 是 把 当时 需要 用 的 部 分 斥 快 地 束 芒 
起 来 , 缺 什么 就 补 什么 ( 慢 慢 补 得 大 体 完全 ), 哪 方面 不 行 , 就 多 统 
哪 方 面 , 并 且 做 到 经 常 练 . 在 这 一 点 上 , 我 们 科学 界 还 比 不 上 戏剧 
界 、 素 剧 界 。 京剧 办 的 一 位 老 前 辈 有 一 次 说 过 : “一 天 不 练功 , 只 有 
我 知道 ; 三 天 不 练功 , 同行 也 知道 ; 一 月 不 练功 , 观众 全 知道 . 这 是 
说 演戏 , 对 科学 研究 也 是 如 此 , 科学 的 积累 性 不 在 戏剧 之 下 , 也 要 
经 常 练 , 不 练 就 要 上 吃亏。 但 是 如 果 基 础 差 得 实在 太 多 的 ,还 是 老 老 
实 实 从 头 补 , 不 要 好 高 警 远 , 还 是 回头 是 岸 的 好 , 不 然 会 出 现 融 不 
成 低 不 就 的 局 面 ， 

有 人 说 ,基础 基础, 何 时 是 了 ?天 天 困 基 础 , 何 时 是 够 ? 据 我 看 
来 ,要 真正 打 好 基础 ,有 两 个 必 经 的 过 程 , 即 “ 由 薄 到 厚 和 由 厚 到 
注 ” 的 过 程 , “由 薄 到 厚 ” 是 学 习 、 接 受 的 过 程 ,“ 由 厚 到 注 是 消化 、 
提炼 的 过 程 . 譬如 我 们 读 一 本 书 ,， 厚 厚 的 一 本 ， 加 上 上 目 己 的 注解 ， 
就 愈 读 愈 厚 ,我 们 所 知道 的 东西 也 就 “由 薄 到 厚 ”了 ,但 是 ,这 个 过 
程 主要 是 个 接受 和 记忆 的 过 程 , “学 ”并 不 到 此 为 目 ,“ 懂 ”并 不 到 此 
为 透 。 要 真正 学 会 学 懂 还 必须 经 过 “由 厚 到 薄 的 过 程 ， 即 把 那些 
学 到 的 东西 ,经 过 咀嚼 、 消 化 , 融会 贯通 , 提炼 出 关键 性 的 问题 来 . 
我 们 常 有 这 样 的 体会 : 当 你 读 一 本 书 或 是 看 一 迭 资 料 的 时 候 , 如 果 
对 它们 的 内 容 和 精神 做 到 了 深入 销 研 , 透彻 了 解 ,掌握 了 要 点 和 关 
键 , 你 不 会 感到 这 本 书 和 这 和 迭 资料 变 薄 了 。 这 看 起 来 你 得 到 的 东 
西 似乎 比 以 前 少 了 ,但 实质 上 经 过 消化 , 变 成 精炼 的 东西 了 . 不 仅 
仅 在 量 中 多 圈子 ,而 有 质 的 提高 了 .只 有 经 过 消化 提炼 的 过 程 , 基 
础 才 算 是 巩固 了 , 那么 , 在 这 个 基础 上 再 练 , 那 就 不 是 普通 的 练功 
了 ; 再 念书 , 也 就 不 是 一 本 一 本 往 脑 里 塞 , 而 变 成 为 在 原 有 的 基础 
上 添上 几 点 新 内 容 和 新 方法 . 经 过 “由 薄 到 厚 和 "由 厚 到 薄 的 过 
程 ,对 所 学 的 东西 做 到 懂 , 彻底 慌 , 经 过 消化 的 懂 , 我们 的 基础 就 算 
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是 真正 的 打 好 了 ， 有 了 这 个 基础 , 以 后 学 习 就 可 以 大 大 加 快 ， 这 
个 过 程 也 体现 了 学 习 和 科学 研究 上 循序 渐进 的 规律 ， 

有 人 说 , 这样 踏 踏实 实 . 循 序 渐进 ,与 雄心 壮志 .力争 上 游 的 精 
神 是 否 有 蔬 盾 呢 ? 是 不 是 要 我 们 只 搞 基 础 不 攻 尖 端 呢 ? 我 们 说 , 踏 
踏实 实 , 循序 渐进 地 打 好 基础 , 正 是 要 实现 雄心 壮志 , 正 是 为 了 攻 
尖端 ， 攀 高 峰 ， 不 踏 踏实 实 打 好 基础 能 怀 上 尖端 吗 ? 有 了 时 从 表面 
上 看 好 象 是 爬 上 去 了 , 但 实际 上 底子 是 空 的 。 雄心 壮志 只 能 建立 
在 足 实 的 基础 上 ， 否 则 就 不 叫 雄 心 壮志 .雄心 壮志 和 需要 有 步 又 ， 
“一 步 步 地 ， 踏 踏实 实地 去 实现 ， 一 步 一 个 脚印 ， 不 让 它 有 一 步 落 
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独立 尽 考 和 和 继承 创造 


科学 不 是 一 成 不 变 , 一 个 规格 到 底 的 , 而 是 不 断 创造 、 不 断 变 
化 的 ， 搞 科学 研究 工作 需要 有 独立 思考 和 独立 工作 的 能 力 。 许 多 
同志 参加 工作 后 , 一 定 会 磁 到 很 多 新 问题 这些 问题 是 书 上 没有 
的 ,老师 也 没有 讲 过 的 ，。 碰 到 这 种 情况 怎么 办 ?是 不 是 因为 过 去 没 
学 过 就 不 管 了 ? 或 是 问 问 老 科 学 家 , 问 不 出 来 喜 算 了 ? 或 是 查 了 科 
学 文献 , 查 不 出 来 就 拭 了 ? 问 不 出 来 , 查 不 出 来 , 正 需 要 我 们 独立 思 
考 , 找 出 管 案 。 我 认为 独立 思考 能 力 最 好 是 早 一 些 培养 ,如 果 有 条 
件 ， 在 中 学 时 就 可 以 开始 培养 。 因为 我 们 这 样 大 的 一 个 国家 , 从 
事 的 是 胃 新 的 社会 主义 建设 ， 一 定 会 碰 上 许多 问题 是 书本 上 没有 
的 , 老 科 学 家 们 过 去 也 没有 碰 到 过 的 .如 黄河 上 的 三 门 峡 工 程 ,未 
来 的 长 江 三 峡 工程 ， 我 们 的 老 科 学 家 在 过 去 就 没有 搞 过 这 样 大 的 
水 坝 。 我 们 的 许多 矿山 和 外 国 的 也 不 一 样 , 不 能 照抄 外 国 的 ， 所 
以 还 是 要 靠 自己 去 人 研究 ,创造 出 我 们 的 道路 . 

培养 独立 思考 、 独 立 工作 能 力 ， 并 不 是 不 需要 接受 前 人 的 成 
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就 , 而 恰恰 是 要 建立 在 广泛 地 接受 前 人 成 就 的 基础 上 。 我 很 欣赏 
我 国 五 代 时 有 名 的 科学 家 祖冲之 对 自己 的 学 习 总 结 的 几 个 字 ， 他 
说 , 他 的 学 习 方法 是 : 搜 炼 古今 . 搜 是 搜索 , 博 采 前 人 的 成 就 , 广泛 
地 学 习 研 究 ; 炼 是 提炼 , 只 搜 来 学 习 还 不 行 ,还 要 炼 , 把 各 式 各 样 的 
主张 拿 来 对 比 研 究 , 经 过 消化 , 提炼 .他 读 过 很 多 书 ， 并 且 做 过 比 
较 . 研 究 .消化 .提炼 ,最 后 创立 了 自己 的 学 说 ， 他 的 圆周 率 是 在 博 
览 和 研究 了 古代 有 关 圆 周 率 的 学 说 的 基础 上 ， 继 承 了 刘 徽 的 成 就 
而 进一步 发 展 的 。 他 所 作 的 < 大 明 历 ? 则 是 继承 了 何 承 天 的 < 元 嘉 
历 ?。 许 多 科学 技术 上 的 发 明 创造 , 都 是 继承 了 前 人 的 成 就 和 自己 
独立 思考 的 结果 . 

独立 思考 和 独立 工作 , 并 不 是 完全 不 要 老师 的 指导 和 帮助 , 但 
是 也 不 要 依赖 老师 。 能 依靠 老师 很 快 地 跑 到 一 定 的 高 度 当然 很 
好 ， 但 是 , 从 一 个 人 的 一 生来 说 , 有 老师 的 指导 不 是 经 常 的 ,没有 
老师 的 指导 而 依靠 自己 的 努力 倒是 经 常 的 ; 有 书 可 查 .而 且 能 够 查 
到 所 需要 的 东西 不 是 经 常 的 ， 需 要 自己 加 工 或 者 灵活 运用 书本 上 
的 知识 ,甚至 创造 出 书本 上 所 没有 的 方法 和 成 果 倒 是 比较 经 常 的 . 
就 是 在 老师 的 指导 和 帮助 下 , 也 还 是 要 靠 自己 的 努力 和 钻研 , 才能 
有 所 成 就 ， 凡 是 经 过 自己 思考 , 经 过 一 番 努 力 ,学 到 的 东西 才 是 巩 
固 的 , 遇 到 困难 问题 时 ,也 才 有 勇气 、 有 能 力 去 解决 .科学 研究 上 
会 不 会 产生 怕 的 问题 , 也 往往 看 你 是 否 依 靠 自己 努力 ,经 受过 各 种 
考验 ， 能 够 这 样 , 在 碰 到 任何 困难 问题 时 就 不 会 忻 。 当然 不 怕 也 
有 了 两 种 情况 , 一 种 是 我 不 懂 , 不 努力 , 也 不 怕 , 这 是 胡 里 胡 涂 的 不 
怕 , 有 些 象 初生 犊 儿 不 怕 虎 , 这 种 不 怕 是 不 坚定 的 , 因为 在 工作 中 
一 定 会 碰 到 “ 虎 ” 的 ,到 那 时 就 会 怕 起 来 了 ; 另 一 种 是 在 工作 中 经 过 
刻苦 钴 研 , 流 过 汗 ,经 受过 各 种 困难 , 这 种 不 怕 则 是 坚定 的 , 也 是 我 
们 赞扬 的 。 青 年 一 定 要 学 会 独立 思考 、 独 立 工作 , 依靠 自己 的 努力 
去 打 江 出, 一 味 依靠 老师 和 老 科 学 家 把 着 手 去 做 , 当然 很 方便 , 但 
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也 有 吃亏 的 一 面 。 因为 不 经 过 自己 的 艰苦 锻炼 ,学 到 的 东西 不 会 
巩固 , 需要 独立 解决 问题 时 困难 就 会 更 大 ， 这样 说 也 并 不 是 否定 
了 老 科 学 家 的 作用 , 他 们 给 青年 的 帮助 是 很 大 的 . 我 只 是 说 ,青年 
不 要 完全 依靠 老 科 学 家 ， 应 该 注意 培养 目 己 独立 思考 和 独立 工作 
的 能 力 . 

青年 同志 们 如 果 有 机 会 和 老 科学 家 一 起 工作 ， 要 虚心 地 问 他 
们 学 习 ， 学 什么 呢 ? 老 科 学 冢 有 让 时 的 学 识 ， 有 很 多 成 功 的 经 
验 ， 值 得 我 们 认真 学 习 ; 更 重要 的 是 还 要 学 习 他 们 失败 的 经 验 ， 
看 他 们 碰 到 困难 遭 到 挫折 时 如 何 对 待 ， 如 何 解 决 ， 这 种 经 验 最 为 
宝贵 。 不 要 认为 科学 研究 是 一 帆 风 顺 的 ， 一 搞 就 成 功 ， 在 科学 
研究 的 历史 上 ， 失败 的 工作 比 成 功 的 工作 要 多 得 多 .一切 发 明 
创造 都 是 经 过 许多 失败 的 经 历 而 后 成 功 的 ， 科 学 家 的 成 果 在 报纸 
能 志 上 发 表 了 ， 出 了 书 ， 写 的 目 然 大 多 是 成 功 的 经 验 ， 但 这 只 是 
整个 劳动 的 一 部 分 ， 而 在 成 功 的 有 有 后， 有 过 大 量 的 失败 的 经 过 . 
如 果 我 们 把 那些 失败 的 经 验 学 到 手 ， 学 好 , 我 们 就 不 会 怕 了 . 否 
则 就 会 怕 ， 或 者 会 觉得 成 功 是 很 简单 的 事 。 璧 如 一 个 中 学 生 疝 
数学 老师 问 一 道 难题 ， 第 二 天 ， 数 学 老师 就 在 黑板 上 写 出 了 答 
案 ， 看 起 来 老师 是 完成 了 目 己 的 任务 ， 但 是 还 差 一 点 ， 就 是 老师 
没有 把 寻求 这 道 难题 答案 的 思索 过 程 告诉 学 生 ， 就 象 是 只 把 做 好 
了 的 饭 拿 出 来 ， 面 没有 做 饭 的 过 程 ， 老师 为 了 解难 题 可 能 昨天 
夜里 茶 思 将 想 ， 查 书本 ， 找 参考 ， 甚 至 彻夜 未 眠 。 学 生 只 看 到 
了 黑板 上 的 答案 ， 而 不 知道 苑 师 为 寻求 这 个 答 索 所 经 历 的 艰苦 过 
程 ， 就 会 以 为 数学 老师 特别 聪明 . 只 看 到 老 科 学 家 的 成 果 , 不 了 
解 获得 这 些 成 果 的 过 程 , 也 会 觉得 老 科 学 家 是 天 才 , 我们 则 不 行 
所 以 我 们 既 要 学 习 老 科学 家 成 功 的 经 验 ， 也 要 学 习 成 功 之 前 的 各 
种 失败 经 验 ， 这样 , 才学 到 了 科学 研究 的 一 个 完整 过 程 ， 否 则 只 
算 学 了 一 半 , 也 许 一 半 都 没有 。 科 学 研究 中 , 成 功 不 是 经 党 的 , 失 
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败 倒是 经 常 的 ， 有 了 完整 的 经 验 , 我 们 就 不 会 在 困难 面前 打 退 党 
鼓 ， 


知识 、 学 识 、 见 识 


人 们 认识 事物 有 一 个 由 感性 认识 到 理性 认识 的 过 程 ， 学 习 和 
从 事 科学 研究 ， 也 有 一 个 由 “ 知 ” 到 “ 识 ” 的 过 程 。 我 们 平常 所 说 的 
“知识 ”、“ 学 识 ”、“ 见 识 * 这 儿 个 概念 ,其 实 都 包含 了 两 面 的 意思 , 反 
上映 了 认识 事物 的 两 个 阶段 , “知识 ”是 先知 而 后 识 ，“ 学 识 "是 先 学 
而 后 识 ,“ 见 识 ?是 先 见 而 后 识 ， 知 了 , 学 了 , 见 了 , 这 还 不 够 , 还 要 
有 个 提高 过 程 , 即 识 的 过 程 。 因 为 我 们 要 认识 事物 的 本 质 , 达到 灵 
活 运用 , 变 为 自己 的 东西 , 就 必须 知 而 识 之 , 学 而 识 之 , 见 而 识 之 ， 
不 断 提 高 ， 孔 子 说 ,“ 学 而 不 思 则 图, 因而 不 学 则 殖 .” 这 两 句 话 的 
意思 是 说 , 只 学 ,不 用 心思 考 , 结果 是 毫 无 所 得 ; 不 学 习 , 不 在 接受 
前 人 成 果 的 基础 上 去 思考 , 也 是 很 危险 的 ， 学 和 思 ， 两 者 缺 一 不 
可 。 我们 不 仅 应 该 重视 学 , 更 要 把 所 学 的 东西 上 升 到 识 的 高 度 . 如 
果 有 人 明明 “无 知 ”, 强 以 为 “有 识 ”， 或 者 只 有 一 点 知 就 自 导 为 有 识 
了 , 这 是 自 获 散人 的 人 ， 知 、 学 、 见 是 识 的 基础 ,而 识 则 是 知 、 学 、 见 
的 更 高 阶段 , 由 知 、 学 、 见 到 识 , 是 毛 主 席 所 指出 的 “去 粗 取 精 .去 伪 
存 真 .由 此 及 彼 、 由 表 及 里 ”的 过 程 , 非 如 此 ,不 能 进入 认识 的 领域 
一 般 说 来 ,衡量 知 、 学 、 见 是 用 广度 ,好 的 评语 是 广 , 是 博 ; 衡量 识 是 
用 深度 , 好 的 评语 是 深 , 是 精 ， 因 而 , 我 们 对 知识 的 要 求 是 既 要 有 
广度 , 又 要 有 深度 , 广博 深 精 才 是 对 知识 丰富 的 完好 评语 ， 一 个 人 
所 知 ,所 学 , 所 见 的 既 广 博 , 理解 得 又 深刻 , 才 算 得 上 一 个 有 知识 、 
有 学 识 . 有 见识 的 人 . 

古 时 候 曾经 有 人 用 “一 目 十 行 ， 过 目 不 忘 "之 语 来 称赞 菜 人 有 
学 识 , 究 其 实质 , 它 只 说 出 这 人 学 得 快 .记性 好 的 特点 罢了 ; 如 果 不 
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加 其 他 赞 词 , 这 样 的 人 , 充其量 不 过 是 一 个 活 的 书库 , 活 的 辞典 而 
已 ， 见 解 车 不 其 高 , 比 起 “ 闻 一 知 三 ”,“ 闻 一 知 十 ”的 人 来 , 相去 远 
侨 ， 因 为 一 个 会 推理 , 而 一 个 不 会 ， 会 推理 的 人 有 可 能 从 “ 知 ” 到 
“ 识 ”, 会 发 明 创造 ; 而 不 会 推理 者 只 能 在 “ 知 ” 的 海洋 里 沉浮 ， 淹 没 
其 中 , 冒 不 出 头 来 ,更 谈 不 上 高 蛤 远 昌 了. 现在 也 往往 有 人 说 : 某 学 
生 优秀 ,大 学 一 二 年 级 就 学 完了 大 学 三 年 级 课程 ; 或 者 某 教师 教 得 
好 , 一 年 讲 了 人 家 一 年 半 的 内 容 , 而 且 学 生 都 听 甸 了 ， 这 样 来 说 学 
生 优秀 、 教 师 好 是 不 够 的 ， 因 为 只 要 求 了 “ 知 ”的 一 面 ， 而 忽略 了 
“ 识 ” 的 一 面 ， 其 实 , 细心 地 读 完了 几 本 书 , 仅仅 是 起 点 , 而 真正 消 
化 了 书本 上 的 知识 , 才 是 我 们 教学 的 要 求 ， 搞 科学 研究 更 其 如 此 . 
有 “ 知 "无 <“ 识 ”之 人 做 不 出 高 水 平 的 工作 来 ， 并 不 是 熟悉 了 世界 上 
的 文献 , 就 成 为 某 一 部 门 的 “知识 里 手 ” 了 , 还 早 呢 ! 这 仅仅 是 从 事 
研究 工作 的 一 个 起 点 。 也 并 不 是 在 一 个 文献 报告 会 上 能 不 断 地 报 
告 世 界 最 新 成 就 , 便 可 以 认为 接近 世界 水 平 了 , 不 ! 这 也 仅仅 是 起 
点 ,具有 能 分 析 这 些 文献 能 力 的 报告 会 , 才 是 科学 研究 工作 的 真正 
开始 ， 前 者 距 真正 做 出 高 水 平 的 工作 来 ， 还 相差 一 个 质 的 飞跃 阶 
段 . 我们 在 工作 中 多 学 多 知 多 见 , 注意 求知 是 好 的 , 但 不 能 以 此 为 
满足 . 有 些 同 志 已 经 工作 好 几 年 了 , 再 不 能 只 以 “ 知 ”的 水 平 来 要 求 
自己 ， 而 要 严格 检查 自己 是 否 把 所 学 所 知 所 见 的 东西 提高 到 识 的 
水 平 了 。 对 于 新 参加 工作 的 同志 ,也 不 能 只 要 求 他 们 看 书 ， 看 次 
料 ,还 要 帮助 他 们 了 解 ,分 析 , 提炼 书 和 资料 中 的 关键 性 问题 , 帮助 
他 们 了 解 由 “ 知 ” 到 “ 识 ” 的 重要 性 ， 

从 “ 知 "“ 学 ?>“ 见 ?到 “ 识 ”, 并 不 是 一 次 了 事 的 过 程 ,而 是 不 断 
提高 的 过 程 ， 今天 认为 有 些 认 识 了 的 东西 , 明天 可 能 发 现 自己 并 
未 了 解 , 也 许 竟 把 更 内 在 更 实质 的 东西 泼 了 .同时 在 知 、 学 、 见 不 
断 扩充 的 过 程 中 ， 只 要 我 们 有 “ 求 识 欲 >， 我 们 的 认识 就 会 不 断 提 
”高 , 而 “ 识 ” 的 提高 又 会 加 深 对 知 、 学、 见 的 接受 能 力 , 两 者 相 辅 相 
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成 ,如 钱塘 怒 潮 ,一 浪 推荐 一 浪 地 前 进 , 后 浪 还 比 前 浪 高 。 
以 上 所 讲 的 只 是 我 自己 心 有 所 感 ， 在 工作 中 经 常 为 自己 的 知 
不 广 识 不 高 所 困 恼 ,因而 提出 来 供 青年 同志 们 作 参 考 , 说 不 上 什么 
经 验 , 更 不 能 说 有 什么 成 熟 的 看 法 . 
( 原 载 1963 年 12 期 “中 国 青 年 ”) 


S12s 


学 习 和 研究 数学 的 一 些 体 会 ” 


人 贵 有 上 自 知 之 明 . 我 知道 ,我 对 科学 研究 的 了 解 是 不 全 面 的 . 
也 知道 , 搞 科学 极 重 要 的 是 独立 思考 ,各 人 应 依照 各 人 自己 的 特点 
找 出 最 运 合 的 道路 . 听 了 别人 的 学 习 、 研 究 方法 , 束 以 为 我 也 会 学 
习 人 研究 了 , 这 个 豆 无 寞 于 了 吃 颗 金 丹 就 会 成 仙 , 而 无 需 经 过 勤 修 震 炼 
了 . 

今天 把 我 五 十 年 来 的 经 验 教训 ,所 见 所 阅 、 所 体会 的 回 你 们 介 
绍 , 目的 在 于 尽 可 能 把 我 的 经 验 作为 你 们 的 借鉴 ,具体 问题 具体 分 
析 、 具 体 的 个 人 应 当 想 出 最 适合 自己 的 有 效 方法 来 ， 


一 ”我 第 一 点 准备 和 同志 们 谈 
的 问题 是 速度 、 是 效率 


速度 是 实现 社会 主义 现代 化 的 保证 ， 例 如 说 象 我 这 样 又 老 又 
拐 的 人 ,我 在 前 头 走 你 们 赶 我 不 费劲 ,一 赶 就 赶 上 ,而 我 要 赶 你 们 ， 
除非 你 们 躺 下 来 隆 大 觉 ， 否则 我 无 论 如 何 是 赶不上 的 ， 现 在 世界 
上 科学 发 展 很 快 ， 我 们 如 果 没 有 超过 美国 的 速度 和 效率 就 不 可 能 
赶 上 美国 。 我 们 没有 超过 日 本 的 速度 和 效率 , 我 们 就 不 可 能 赶 上 
日 本 .如 果 我 们 的 速度 仅仅 和 美 .日 等 国 一 样 ,那么 也 只 能 是 等 时 
差 的 赶 , 超 就 是 一 名 空话 ， 所 以 说 , 我 们 应 当 首 先 在 速度 和 效率 上 
超过 他 们 ， 

但 要 我 们 的 速度 和 效率 超过 他 们 有 没有 可 能 呢 ? 这 似乎 是 一 

@ ”本文 是 对 中 国 科技 大 学 研究 生 们 的 讲话 . 
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个 大 问题 , 其实 不 然 , 我 在 美国 呆 过 , 在 英国 呆 过 , 也 在 苏联 呆 过 . 
我 看 到 他 们 的 速度 不 是 神话 般 地 快 不 可 及 . 我们 是 赶 得 上 超 得 过 
的 ! 我 们 许多 美 籍 华人 , 如 果 他 们 的 速度 不 能 超过 一 般 的 美国 人 的 
话 ,也 就 不 会 成 为 现代 著名 的 科学 家 了 ， 所 以 事实 证 明 , 只 要 我 们 
努力 下 功夫 , 赶 超 是 完全 可 以 的 ， 就 以 我 自己 米 说 , 我 是 1936 年 
到 英国 的 , 在 那里 呆 了 两 年 ,回国 后 在 昆明 乡下 住 了 两 年 , 1940 年 
就 完成 了 堆 人 素数 论 的 工作 。 1950 年 回国 后 ,在 1958 年 之 前 ,我 
们 的 数论 、 代 数 、 多 复 变 函数 论 等 等 都 达到 了 世界 上 的 良好 的 水 
平 。 所 以 经 验 告诉 我 们 ， 纯 数学 的 一 门 学 科 有 四 五 年 就 能 在 世界 
上 兄 头 角 了 。 你 们 现在 时 代 更 好 了 , 中 央 粉 碎 了 “四 人 攻 ”, 带 来 了 
科学 的 春天 .在 这 样 的 条 件 下 边 , 我 敢 断 言 , 只 要 肯 下 功夫 , 努力 
钻研 ,只 要 不 浪费 一 分 一 秒 的 时 间 , 我 们 是 能 够 赶 上 世界 先进 水 平 
的 ， 特 别 是 我 们 数学 , 前 有 能 庆 来 、 陈 建功 、 苏 步 青 等 老 前 辈 的 榜 
样 ,现在 又 有 许多 后 起 之 秀 ,更 多 的 后 起 之 秀 也 一 定 会 接 旺 而 来 


二 消 化 


抢 速 度 不 是 越级 乱 跳 ,不 是 一 本 书 没 有 消化 好 否 义 看 一 本 ,一 
个 专业 没有 息 到 高 处 就 又 男 候 一 个 山峰 .我 们 学 习 必 须 先 从 踏足 
实 实地 读书 讲 起 . 古 时 候 总 说 这 个 人 博 闻 强 记 、 学 富 五 车 . 实 
际 上 古人 的 这 许多 话 到 现在 已 是 不 足 为 训 了 ,五 车 的 书 , 从 前 是 那 
种 大 字 的 书 ,我 想 一 个 指甲 大 小 的 集成 电路 就 可 以 装 它 五 本 十 本 ， 
学 宣 五 车 , 也 不 过 十 几 块 几 十 块 集成 电路 而 已 。 现在 也 有 相似 的 
看 法 ， 说 某 人 念 了 多 少 多 少 书 ， 某 人 对 世界 上 的 文献 记得 多 熟 多 
熟 , 当然 这 不 是 不 必要 的 , 而 这 只 能 说 走 了 开 怒 的 第 一 步 , 如 果 不 
经 过 消化 ,实际 抵 不 上 一 个 图 书 饶 , 抵 不 上 一 个 电子 计算 机 的 记忆 
系统 。 人 之 所 以 可 贵 就 在 于 会 创造 , 在 于 善于 吸收 过 去 的 文献 的 
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精华 , 能 够 经 过 消化 创造 出 前 人 所 没有 的 东西 。 不然 人 云 亦 云 世 
界 就 没有 发 展 了 ,懒汉 思想 是 科学 的 敌人 , 当然 也 是 社会 发 展 的 敌 
人 . 

什么 叫 消 化 ?检验 消化 的 最 好 的 方法 就 是 “用 ”。 会 用 不 会 用 ， 
不 是 说 空话 , 而 是 在 实际 中 考验 . 碰 到 这 个 问题 束手无策 , 碰 到 那 
个 问题 又 是 一 筹 莫 展 , 即使 他 能 写 几 篇 模仿 性 的 文章 , 写 几 本 抄 抄 
译 译 著作 , 这 同 社会 的 发 展 又 有 什么 关系 呢 ? 当然 我 不 排斥 初学 的 
人 写 几 篇 模仿 性 的 文章 ,但 决 不 能 局 限于 此 , 须发 皆 白 还 是 如 此 . 

消化 ,只 有 消化 后 , 我们 才 会 灵活 运用 。 如 果 社 会 主义 建设 需 
要 我 们 , 我 们 就 会 为 社会 主义 建设 服务 , 解决 问题 , 贡献 力量 . 客 
观 的 问题 上 面 不 会 贴 上 标签 的 , 告诉 你 这 需要 用 数论 , 那个 是 要 用 
泛 函 ,而 社会 主义 建设 所 提出 来 的 问题 是 各 种 各 样 无 穷 无 尽 的 , 想 
用 一 个 方法 套 上 所 有 的 实际 问题 , 那 就 是 形而上学 的 做 法 。 只 有 
经 过 独立 思考 和 认真 消化 的 学 者 ,才能 因 时 因 地 根 据 不 同 的 问题 ， 
运用 不 同 的 方法 真正 解决 问题 . 

当然 , 刚才 说 消化 不 消化 只 有 在 实际 中 进行 检验 ， 但 是 同学 
们 不 一 定 就 有 那么 多 的 实践 机 会 ， 在 校 学 习 的 时 候 有 没有 检查 我 
们 消化 了 没有 的 方法 呢 ? 我 以 前 讲 过 , 学 习 有 一 个 由 薄 到 厚 , 再 由 
厚 到 薄 的 过 程 . 你 初学 一 本 书 , 加 上 许多 注解 , 又 看 了 许多 参考 书 ， 
于 是 书 就 由 薄 变 厚 了 。 自 己 以 为 这 就 是 懂 了 , 那 是 自 欺 坎 人 , 实际 
上 这 还 不 能 算 懂 , 而 真正 懂 , 还 有 一 个 由 序 到 薄 的 过 程 . 也 就 是 全 
书 经 过 分 析 , 扬弃 枝 节 , 抓 住 要 点 , 甚至 于 来 龙 去 脉 者 一目了然 了 ， 
这 样 才 能 说 是 开始 懂 了 . 想 一 想 在 没有 这 条 定理 前 , 人 家 是 怎样 想 
出 来 的 ,这 也 是 一 个 检验 自己 是 否 消化 了 的 方法 ， 当 然 , 这 个 方法 
不 如 前 面 那 种 更 踏实 。 总 的 一 句 话 , 检验 我 们 消化 没有 , 弄 通 没有 
的 最 后 的 标准 是 实践 。 是 能 否 灵 活 运 用 解决 问题 .也 许 有 人 会 说 
这 样 念书 太 慢 了 ， 我 的 体会 不 是 慢 了 , 而 是 快 了 。 因为 我 们 消化 
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了 我 们 以 前 念 过 的 书 , 再 看 另 一 本 书 时 , 我 们 脑子 里 的 记忆 系统 就 
会 排除 那些 过 去 并 懂 了 的 东西 ， 而 只 注意 新 书 中 自己 还 没有 碰 到 
过 的 新 东西 ， 所 以 说 , 这 样 脚踏实地 地 上 去 , 不 是 慢 了 而 是 快 了 . 
不 然 的 话 回 轿 符 可 地 学 了 一 阵 , 忘掉 一 阵 , 再 学 再 忘 , 白费 时 光 是 
小 , 使 自己 “于 国 于 家 无 望 " 事 大 ， 更 可 怕 的 是 好 高 登 远 。 例如 中 
学 数学 没 学 懂 ， 他 已 读 到 大 学 三 、 四 年 级 的 课程 ， 遇 到 困难 ， 但 
又 不 悄 于 回去 复习 , 再 去 弄 通 中 学 的 东西 , 这 样 前 进 , 就 愈 进 愈 籽 
涂 , 陷入 泥 坑 , 难于 自拔 .有 时 候 阅 读 同 一 水 平 的 书 , 如 果 我 们 以 
往 的 书 弄 慌 了 , 消化 了 , 那么 在 同一 水 平 书 里 找 找 以 往 书 上 没有 的 
东西 就 可 以 过 去 了 。 找 不 到 很 快 送 上 书架 , 找到 一 点 两 点 就 只 要 
把 这 一 两 点 弄 通 就 得 了 , 这 样 读书 就 快 了 , 不 是 慢 了 . 

读书 得 法 了 ， 然 后 看 文献 ， 实 际 上 看 文献 和 看 书 没 有 什么 不 
同 , 也 是 要 消化 ， 不 过 书 上 是 比较 成 熟 的 东西 , 去 粗 取 精 , 则 精 多 
粗 少 。 而 文献 是 刚 出 来 的 , 往往 精 少 而 粗 多 ， 当然 也 不 排除 有 些 
文章 , 一 出 来 就 变 成 经 典 著作 的 情况 , 但 这 毕竟 是 少数 的 少数 ,不 
过 多 数 文章 通过 不 多 时 间 就 被 人 们 遗忘 了 .有 了 了 吸取 文献 的 基 
础 ,就 可 以 摘 研究 工作 ， 

这 里 我 还 要 强调 一 下 独立 思考 ， 独 立 思考 是 搞 科 学 研究 的 根 
本 ,在 历史 上 , 重大 的 发 明 没有 一 个 是 不 通过 独立 思考 就 能 搞 出 来 
的 ， 当 然 , 这 并 不 等 于 说 不 接受 前 人 的 成 就 而 “独立 ”< 思考"， 例 
如 有 许多 人 , 搞 哥 德 巴赫 猜想 ,对 前 人 的 工作 一 无 所 知 , 这 样 搞 , 成 
功 的 可 能 性 是 很 小 的 。 独立 思考 也 并 不 是 说 不 要 攻 书 ， 不 要 看 文 
献 , 不 要 听 老 师 的 讲述 了 ， 书本、 文献 .老师 都 是 要 的 , 但 如 果 拘 泥 
于 这 些 , 就 会 失去 创造 力 , 使 学 生变 成 教师 的 一 部 分 , 这 样 就 会 全 
缩 愈 小 , 数学 上 出 了 收敛 的 现象 ， 只 有 独立 思考 才能 够 跳出 这 个 
框框 , 创造 出 新 的 方法 , 创造 出 新 的 领域 , 推动 科学 的 进步 ， 独 立 
”思考 不 是 说 一 个 人 独自 在 那里 冥 思 苦 想 , 不 和 他 人 交流 。 独立 思 
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考 也 要 借助 别人 的 结果 ,也 要 依靠 群众 和 集体 的 智慧 。 独立 思考 
也 可 以 补救 我 们 现在 导师 的 不 足 ， 导 师 经 验 较 差 ， 导 师 太 忙 顾 不 
过 来 , 这 都 需 独 立 思考 来 补救 ， 甚至 于 象 我 们 过 去 在 昆明 被 封锁 
的 时 候 , 外 国 杂志 没 处 来 ,我 们 还 是 独立 思考 , 想 出 新 的 东西 来 , 而 
想 出 来 的 东西 和 外 国人 并 没 重复 ， 即 使 有 , 也 别 怕 .例如 说 , 我 青 
年 时 在 家 里 发 表 过 几 篇 文章 ,而 退 稿 的 很 多 , 原因 是 别人 说 你 的 这 
篇 文章 那 本 书 里 已 有 此 定理 了 ， 那 篇 文章 在 某 书 里 也 已 有 证 明了 
等 等 ,而 对 这 种 情况 是 继续 干 呢 ? 还 是 就 泄气 呢 ? 觉得 上 不 起 学 ， 
老 是 白费 时 间 搞 前 人 所 搞 过 的 东西 ， 当时 , 我 并 没有 这 样 想 . 在 
收 到 退 稿 时 反而 高 兴 , 这 使 我 明白 , 原来 某 大 科学 家 搞 过 的 东西 ， 
我 在 小 店 里 也 能 摘出 来 . 因此 我 还 是 加 倍 继续 坚持 搞 下 去 了 . 我 
这 里 并 不 是 说 过 去 的 文献 不 要 看 ， 而 是 说 即使 重复 了 人 家 的 工作 
也 不 要 泄气 . 要 对 比 一 下 自己 搞 出 来 的 同 已 有 的 有 什么 区 别 , 是 不 
是 他 们 的 比 我 们 的 好 , 这 样 就 学 习 了 人 家 的 长 处 , 就 有 进步 , 如 果 
相 比 之 下 我 们 还 有 长 处 就 增加 了 信心 ， 

我 们 有 了 独立 思考 ,没有 导师 或 文献 不 全 , 就 都 不 会 成 为 我 们 
的 阻力 ， 相 反 , 有 导师 我 们 也 还 要 考虑 考虑 讲 的 话 对 不 对 , 文献 是 
否 完整 了 ……。 总 之 , 科学 事业 是 善于 独立 思考 的 人 所 创造 出 来 
的 ， 而 不 是 象 我 前 面 所 说 的 等 于 几 块 集成 电路 的 那 种 人 创造 出 来 
的 , 因为 这 种 人 没有 创造 性 ， 毛 主席 指出 , 研究 问题 , 要 去 粗 取 精 ， 
去 伪 存 真 , 由 此 及 彼 , 由 表 及 里 ， 做 到 这 四 点 , 就 非 靠 独立 思考 不 
可 ,不 独立 思考 就 只 能 得 其 表 , 取 其 粗 , 只 能 够 伪善 杂 存 , 无 法 明 辩 
是 非 。 


三 ” 搞 研 究 工 作 的 儿 种 境 芥 
4， 照 葫 芦 画 球 地 模仿 模仿 性 的 工作 , 实际 上 就 等 于 做 一 个 
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习题 。 当然 ,做 习题 是 必要 的 ,但 是 一 辈子 做 习题 而 无 创新 又 有 什 
么 意思 呢 ? 

2. 利用 成 法 解决 几 个 新 问题 . 这 个 比 前 面 就 进 了 一 步 ,但 是 
我 们 在 这 个 问题 上 也 应 区 别 一 下 。 直 接 利 用 成 法 也 和 做 习题 差 不 
多 ， 而 利用 成 法 ， 又 通过 一 些 修改 ， 这 就 走 上 搞 科学 研究 的 道路 
了 。 

3. 创造 方法 , 解决 问题 ,这 就 更 进 了 一 步 。 创造 方法 是 一 个 
重要 的 园 折 ,是 自己 能 力 的 提高 的 重要 表现 ， 

4. 开辟 方 回 , 这 就 更 高 了 ,开辟 了 一 个 方向 , 可 以 让 后 人 做 上 
儿 十 年 , 成 百年 。 这 对 科学 的 发 展 来 讲 就 是 有 贡献 .我 是 粗略 地 
分 为 以 上 这 四 种 ,实际 上 数学 还 有 许多 特殊 性 的 问题 。 黎 郑 名 问 
题 你 起 桩 改进 它 ， 人 怎 样 解决 它 ， 这 在 数学 方面 一 般 也 是 受到 称赞 
的 。 在 二 十 世纪 初 希 尔 伯 特 提出 了 二 十 三 个 问题 。， 这 许多 问题 ， 
有 些 是 会 对 数学 的 本 质 产生 巨大 的 影响 ， 费 尔 马 问题 我 想 这 是 大 
家 宛 知 道 的 。 这 个 问题 如 用 初等 数论 方法 解决 了 , 那 没有 发 展 前 
途 , 当然 , 这样 他 可 以 获得 十 万 马克 。 但 对 数学 的 发 展 是 没有 多 
大 意义 的 。 而 库 麦 尔 虽 没 有 解决 费 尔 马 问 题 , 但 他 为 研究 费 尔 马 
却 创 造 了 理想 数 , 开辟 了 方向 。 现 在 无 论 在 代数 、 几 何 、 分 析 等 方 
面 ， 都 用 上 了 这 个 概念 ， 所 以 它 的 贡献 远 比 解决 一 个 费 尔 马 问题 
大 ,所 以 我 觉得 , 这 种 贡献 就 超过 了 解决 个 别 难 题 . 

我 对 同志 们 提 一 个 建议 , 取 法 乎 上 得 其 中 ， 取 法 乎 中 得 其 下 ， 
研究 工作 还 有 一 条 值得 注意 的 , 要 攻 得 进去 ,还 要 打 得 出 来 ， 攻 进 
去 需要 理论 ,真正 深入 到 所 搞 专 题 的 核心 需要 理论 ,这 是 人 所 共 知 
时 。 可 是 要 打 得 出 来 , 并 不 比 钙 进去 容易 ， 世界 上 有 不 少数 学 家 
_ 攻 和 是 攻 进 去 了 , 但 是 进 了 死胡同 就 出 不 来 了 , 这 种 情况 往往 使 其 局 
限 在 一 个 小 问题 里 ,而 失去 了 整个 时 间 . 这 种 研究 也 许可 以 自 娱 ， 
而 对 科学 的 发 展 和 社会 主义 的 建设 是 不 会 有 作用 的 ， 
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四 ”我 还 想 跟 同学 们 讲 一 个 字 ,“ 漫 ” 字 


我 们 从 一 个 分 支 转 到 另 一 个 分 支 ， 是 把 原来 所 搞 分 支 丢 掉 跳 
到 另 一 分 支 吗 ”如 果 这 样 就 会 丢掉 原 来 的 ， 而 “ 漫 "就 是 在 你 摘 熟 
弄 通 的 分 支 附近 , 扩大 眼界 , 在 这 个 过 程 中 逐渐 转 到 另 一 分 支 , 这 
样 , 原来 的 知识 在 新 的 领域 就 能 有 用 , 选择 的 范围 就 会 越 来 越 大 . 
我 赞成 有 些 同志 钻 一 个 问题 钻 许多 年 搞 出 成 果 ， 我 也 赞成 取得 成 
果 后 用 “ 漫 ” 的 方法 逐步 转 到 其 它 领域 . 

鉴别 一 个 学 问 家 或 个 人 , 一 定 要 同 广 , 同 深 联系 起 来 看 ， 单 是 
深 , 固然 能 成 为 一 个 不 坏 的 专家 , 但 对 推动 整个 科学 的 发 展 所 起 的 
作用 ,是 微不足道 的 。 单 是 广 ,这儿 懂 一 点 ,那儿 懂 一 点 ,这 只 能 其 
其 外行 , 表现 表现 他 自己 博学 多 才 , 而 对 人 民 不 可 能 做 出 实质 性 的 
成 果 来 . 

数学 各 个 分 支 之 间 ， 数 学 与 其 它 学 科 之 间 实 际 上 没有 不 可 选 
越 的 鸿沟 以往 我 们 看 到 过 细 分 割 、 各 搞 一 行 的 现象 , 结果 呢 ? 哪 
行 也 没 搞 好 .。 所 以 在 钻研 一 科 的 同时 ,把 与 自己 学 科 或 分 支 相近 
的 书 和 文献 浏览 浏览 ,也 是 大 有 好 处 的 ， 


五 。 我 再 讲 一 个 “ 严 ” 守 


不 单 是 搞 科 学 研究 需要 严 , 就 是 练兵 也 都 要 从 难 , 从 严 ， 至 于 
说 相互 之 间 说 好 听 的 话 , 听 了 谁 都 高 兴 。 在 三 国 的 时 候 就 有 两 个 
人 , 一 个 叫 孔 融 , 一 个 叫 弥 衡 , 弥 衡 捧 孔 融 是 仲 尼 复生 。 和 孔 融 捧 弥 
“ 衡 是 颜 回 再 世 . 他 们 虽然 相互 捧 得 上 了 九 霄 云 外 ,而 实际 上 却 是 两 
个 饭 桶 , 其 下 场 都 是 被 曹操 直接 或 间接 地 杀 死 了 ， 当 然 , 听 好 话 很 
高 兴 ,而 说 好 话 的 人 也 有 他 的 理论 ,说 我 是 在 鼓励 年 青 人 ， 但 是 这 
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样 的 藤 励 , 有 的 时 候 不 仅 不 能 把 年 青 人 鼓励 上 去 ,反而 会 使 年 青 人 
目 高 自 大 ,不 再 上 进 ， 特 别 是 若干 年 来 ,我 知道 有 许多 对 学 生 要 求 
从 严 的 教师 受到 冲击 ,而 一 些 分 数 给 得 宽 , 所 谓 关 系 的 得 好 的 , 结 
果 反 而 得 到 一 些 学 生 的 欢迎 ， 这 种 风气 只 会 拉 社 会 主义 的 后 腿 . 
以 至 现在 我 们 要 一 个 老师 对 我 们 要 求 严 格 些 ， 而 老师 都 不 敢 真 正 
对 大 家 严格 :要 求 .所 以 我 希望 同学 们 主动 要 求 老师 严格 要 求 目 己 ， 
对 不 肯 严 格 要 求 的 老师 ， 我 们 要 给 他 们 做 一 些 思想 工作 ， 解 除 他 
们 的 顾 赎 ， 同 样 一 张嘴 , 说 几 名 好 听 的 话 同 说 几 句 严格 要 求 的 话 ， 
实在 是 一 样 的 , 而 且说 说 好 听话 大 家 都 欢迎 , 这 有 何不 好 呢 ? 并 且 
还 有 许多 人 认为 这 样 是 团结 好 的 表现 . 大 一 听 到 批评 ， 就 认为 不 
团结 了 , 需要 给 蚀 们 做 思想 工作 了 等 等 ， 实际 上 这 是 多 余 的 , 师 生 
之 闻 的 严格 要 求 , 只 会 加 强 团结 , 即使 有 一 时 想不开 的 地 方 , 在 长 
远 的 学 习 、 研 究 过 程 中 ,学 生 是 会 感到 严 师 的 好 处 的 ， 同 时 对 上 自己 
的 要 求 也 要 严格 . 大 庆 三 考 四 严 的 作风 ,我们 应 随时 随地 、 人 前 人 
后 地 执行 .- 

我 上 面谈 到 过 的 消化 , 就 是 严 字 的 体现 ,就 是 上 自我 严格 要 求 的 
体现 一 本 书 马马虎虎 地 念 这 在 学 校 里 还 可 以 对 付 , 但 是 就 这 样 
毕 了 业 , 将 来 在 工作 中 间 要 用 起 来 就 不 行 了 。 我 对 严 还 有 一 个 教 
训 , 在 1964 年 , 我 刚 走 向 实践 想 搞 一 点 东西 的 时 候 , 在 ”" 乌 蒙 磅 确 
走 泥 丸 ”的 地 方 , 有 一 位 工程 师 , 出 于 珍惜 国家 财产 的 心情 , 就 对 我 
说 ， 雷 管 现 在 成 品 率 很 低 , 你 能 不 能 降低 一 些 标准 ,使 多 一 些 的 雷 
管 验收 下 来 ， 我 当时 认为 这 个 事情 好 办 .我 只 要 略 略 降低 一 些 标 
准 , 验收 率 就 上 去 了 , 但 后 来 在 梅花 出 受到 了 十 分 深刻 的 教训 ,使 
”我 认识 到 , 降低 标准 1%, 实际 就 等 于 要 牺牲 我 们 四 位 可 爱 的 战士 
的 生命 ,这 是 我 们 后 来 搞 优 选 法 的 起 点 . 因为 已 经 造成 了 的 产品 ， 
质量 不 好 , 我 们 把 住 关 , 把 废品 卡 住 , 但 并 不 能 消除 由 于 废品 多 而 
造成 的 损失 ， 如 果 产 品质 量 提高 了 ,上 废品 少 了 ,那么 给 国家 造成 的 
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损失 也 就 自然 而 然 地 小 了 ， 我 这 并 不 是 说 质量 评估 不 重要 ， 我 在 
1969 年 就 提倡 ， 不 过 我 们 搞 优 选 法 的 重点 就 在 预防 。 这 就 和 治 
病 、 防 病 一 样 ， 以 防 为 主 ， 搞 优选 法 就 是 防止 次 品 出 现 ， 而 治 就 
是 出 了 废品 进行 返工 ， 但 这 往往 无 法 返工 , 成 为 不 治之 症 。 老实 
说 , 以 往 我 对 学 生 的 要 求 是 习题 上 数据 错 一 点 没有 管 ,但 是 自从 那 
次 血 的 教训 , 使 我 得 到 深刻 的 教育 ， 我 们 在 办 公 室 里 错 一 个 1%， 
好 象 不 要 紧 , 可 是 拿 到 生产 、 建设 的 实践 中 去 , 就 会 造成 极 大 的 损 
失 ， 所 以 总 的 一 句 话 , 包括 我 在 内 , 对 严格 要 求 我 们 的 人 , 应 该 是 
感谢 不 尽 的 。 对 给 我 们 戴 高 帽子 的 人 ,我 也 感谢 他 , 不 过 他 这 个 由 
子 我 还 是 退还 回去 , 请 他 自己 戴 上 ， 同 学 们 , 求学 如 道 水 行 舟 , 不 
进 则 退 ， 只 要 哪 一 天 不 严格 要 求 自 己 , 就 会 出 问题 ， 当然 , 数学 工 
作者 , 从 来 没有 不 算 错过 题 的 ， 我 可 以 这 样 说 一 句 , 天 下 只 有 哑巴 
没有 说 过 错 话 ; 天 下 只 有 白痢 没 想 错过 问题 ; 天 下 没有 数学 家 没 算 
错过 题 的 ， 错 误 是 难免 要 发 生 的 , 但 不 能 因此 而 降低 我 们 的 要 求 ， 
我 们 要 求 是 没有 错误 ,但 既然 出 现 了 错误 , 就 应 该 引 以 为 教训 .不 
负责 任 的 吹 喧 , 虽然 可 能 会 使 你 高 兴 , 但 我 们 要 善于 分 析 , 对 这 种 
好 说 恭维 话 的 人 要 敬而远之 , 自古 以 来 有 一 句 话 , 就 是 : 什么 事情 
都 可 以 穿帮 , 只 有 戴 高 帽 子 不 能 穿帮 .不 负责 任 地 恭维 人 , 是 旧 社 
会 遗留 下 来 的 恶习 , 我们 要 尽快 地 把 它 洗刷 掉 。 当然, 别人 说 我 们 
好 话 ,我 们 不 能 顶 回去 , 但 我 们 的 头脑 要 冷静 、 要 清醒 ,要 认识 到 这 
是 顶 一 文 钱 不 值 的 高 帽子 , 对 我 的 进步 毫 无 益处 . 

实事 求 是 , 是 科学 的 根本 , 如 果 搞 科学 的 人 不 实事 求 是 , 那 就 
搞 不 了 科学 ,或 就 不 适 于 搞 科 学 ， 党 一 再 提倡 实事 求 是 的 作风 ,不 
实事 求 是 地 说 话 .办 事 的 人 , 就 背离 了 党 的 要 求 ， 科 学 是 来 不 得 半 
点 虚假 的 ， 我 们 要 正确 估价 好 的 东西 ,就 是 一 时 得 不 到 表扬 , 也 不 
要 灰心 , 因为 实践 会 证 明 是 好 的 ， 而 不 太 好 的 东西 ,就 是 一 时 得 到 
大 吹 大 播 , 不 会 多 久 也 就 会 烟消云散 了 。 我 们 要 有 角力 ,要 善于 坚 
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持 . 但 是 在 发 现 是 死胡同 的 时 候 , 我 们 也 得 善于 转移 ,不 过 发 现 死 
胡同 是 不 容易 的 , 不 下 功夫 是 不 会 发 现 的 .就 是 退出 死胡同 时 , 也 
得 搞 清楚 它 死 在 何 处 , 经 过 若干 年 后 , 发 现 难点 解决 了 , 死 处 复活 
了 ,我 就 又 可 以 打 进 去 .失败 是 经 常 的 事 , 成 功 是 偶然 的 。 所 有 发 
表 出 的 成 果 , 都 是 成 功 的 经 验 , 同志 们 都 看 到 了 , 而 同志 们 哪里 知 
道 , 这 是 总 结 了 无 数 失败 的 经 验 教训 才 换 来 的 。 跟 老 师 学 习 就 有 
这 样 一 个 好 处 ,好 老师 可 以 指导 我 们 减少 失败 的 机 会 ,更 快 吸收 成 
功 的 经 验 , 在 这 个 基础 上 又 创造 出 更 好 的 东西 。 还 可 以 看 到 他 的 
失败 的 经 验 , 和 山 穷 水 尽 疑 无 路 , 柳暗花明 又 一 村 , 怎样 从 失败 又 
转 到 成 功 的 经 验 , 切 不 可 有 不 愿 下 苦 功 伐 幸 成 功 的 想法 . 天才, 实 
际 上 在 他 很 漂亮 解决 问题 之 前 是 有 一 个 无 数 次 失败 的 艰难 过 程 . 
所 以 同学 们 千 万 别 怕 失 败 , 千 万 别 以 为 我 写 了 一 百 张 纸 了 , 但 还 是 
失败 了 , 我 搞 一 个 问题 已 两 年 了 , 而 还 没有 结果 等 就 丧失 信心 , 我 
们 应 总 结 经 验 , 发 现 我 们 失败 的 原因 , 不 再 重复 我 们 失败 的 道路 ， 
总 的 一 句 话 , 失败 是 成 功 之 母 ， 

似 懂 非 懂 ,， 不 懂 装 懂 比 不 懂 还 坏 。 这 种 人 在 科学 研究 上 是 无 
前 途 的 , 在 科学 管理 上 是 睹 指挥 的 如果 自己 真 的 知已 和 承认 不 
懂 , 则 容易 听取 群众 的 意见 , 分析 群众 的 意见 , 尊重 专家 的 意见 , 然 
后 和 大 家 一 起 做 出 决定 来 ,……。 特别 对 你 们 年 青 人 , 没有 经 过 战 
火 的 考验 (战火 的 考验 是 最 好 的 考验 , 错误 的 判断 就 打败 仗 ， 甚 至 
于 被 敌人 消灭 ), 也 没有 深入 销 研 的 经 验 , 就 不 知道 旁人 的 甘苦 .如 
果 没 有 组 织 群众 性 的 搞 科学 研究 的 锻炼 和 人 能力， 就 必然 陷入 睹 指 
挥 的 陷 井 .虽然 他 (或 她 ) 有 雄心 想 办 好 科学 , 实际 上 会 造成 拆 台 
的 后 果 ， 所 以 我 要 求 你 们 年 青 人 有 两 条 : (1) 有 对 科学 钻 深 钻 懂 一 
行 两 行 的 锻炼 . (2) 能 有 搞 科学 实验 运动 ,组 织 群 众 , 发 动 群众 , 把 
科学 知识 普及 给 群众 的 本 领 。 不 然 , 对 四 个 现代 化 来 说 就 会 起 拉 
后 腿 的 作用 . 对 个 人 来 说 一 事 无 成 ,而 两 类 已 斑 ， 
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当前 在 两 条 不 可 得 兼 的 时 候 , 择 其 一 也 可 ,总 之 没有 农民 不 下 
田 就 有 大 丰收 的 事情 , 没有 不 在 机 器 边 而 能 生产 出 产品 的 工人 . 脑 
力 苍 动 也 龙 如 此 , 独得 肠 肥 脑 满 , 清 清闲 闲 , 饱 食 终日 无 所 用 心 的 
科学 家 或 科学 工作 组 织 者 是 没有 的 . 

单元 天 才 的 科学 家 也 是 没有 的 , 只 有 勤奋 , 才能 勤 能 补 拙 , 才 
能 把 天 才 真 正 发 挥 出 来 天资 差 的 通过 勤奋 努力 , 就 可 以 赶 上 和 
超过 有 天 才 而 不 努力 的 人 ， 古 人 说 , 人 一 能 之 已 十 之 ,人 十 能 之 已 
百 之 ,这 古 大 有 参考 价值 的 名 言 ， 


六 要 兰 于 又 种 目 己 


不 懂 闭 懂 好 不 好 ?不 好 ! 因为 不 懂 装 甸 网 永远 不 会 亿 ， 要 数 了 于 
把 自己 的 缺点 和 不 懂 的 地 方 暴露 出 来 , 不 要 怕 难 为 情 。 骏 露 出 来 
顶 多 受 老 师 的 几 句 责备 , 说 你 连 这 个 也 不 懂 ， 但 是 受 了 资 备 后 不 
艳 包 了 吗 ? 可 十 不 想 受 责备 ,不 懂 装 懂 , 这 就 一 辈子 也 不 懂 ， 科 学 
丰 实 事 求 是 的 学 问 , 越 是 有 学 问 的 人 , 就 越 是 敢 暴露 自己 , 说 自己 
这 氮 不 清楚 ,不 消 楚 经 过 讨论 克 清 楚 了 .在 大 的 方面 , 百家争鸣 也 
珊 征 如 此 ， 每 家 郡 敢于 骏 壤 自己 的 想法 ， 每 家 痢 敢 批评 别人 的 想 
法 ， 每 家 都 接受 别人 的 优点 和 长 处 ， 科 学 就 可 以 达到 索 荣 、 旧 古 . 
“四人帮 搞 得 大 家 对 问题 表态 不 好 , 不 表态 也 不 好 , 明知 不 对 也 不 
敢 葵 名, 这 样 就 自然 产生 僵化 , 僵化 是 科学 的 死敌 , 科学 吏 不 能 发 
展 ， 不 怕 低 , 就 怕 不 知 底 ， 能 暴露 出 来 , 让 老师 知道 你 的 后 在 那 
里 , 束 可 以 因材施教 ， 同 时 , 懂 也 不 要 装着 不 懂 。 老 师 知 道 你 懂 了 
很 多 东西 ,就 可 以 更 快 地 带 着 你 前 进 。 也 就 是 一 句 话 , 乙 束 说 仅 ， 
不 性 碗 说 不 懂 , 会 就 说 会 ,不 会 就 说 不 会 , 这 是 科学 的 人 态度， 

好 表现 ,这 似乎 十 一 个 坏事 ,实际 也 该 分 太一 下 。 如 采 目 己 不 
了 解 ,或 学 周 半 解 而 下 卖弄 他 的 渊 坊 ,这 左 真 正 的 好 表现 , 这 不 好 . 
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而 把 自己 懂 的 东西 交流 给 旁人 ， 使 别人 以 更 短 的 时 间 来 掌握 我 们 
的 长 处 ,这 种 玫 现 是 我 们 欢迎 的 ,这 不 是 好 (hao) 表现 ,这 是 好 (hao) 
表现 ， 科 学 有 赖 于 相互 接触 , 互相 交流 彼此 的 长 处 , 这 样 我 们 就 可 
以 兴旺 发 达 . 

我 上 面 所 讲 的 有 片面 性 ,更 重要 的 是 为 人 民 服 务 的 问题 ， 大 
家 政治 理论 学 习 比 我 好 , 同时 我 们 这 里 也 没有 时 间 了 , 就 不 在 这 里 
多 讲 了 .我 用 一 句 话 结束 我 的 发 言 ， 

不 为 个 人 ,而 为 人 民 服 务 . 

当然 我 这 篇 讲话 就 是 这 个 主题 , 但 没 能 充分 发 挥 ,不 过 人 贵 有 
自 知之 明 , 我 对 这 方面 的 认识 更 弱 于 我 对 数学 的 认识 了 , 而 政治 干 
部 比 我 搞 业务 的 人 就 知道 的 更 多 了 ， 我 也 就 不 想 在 这 里 超出 我 的 
范围 多 说 了 。 

( 原 载 1979 年 1 期 “数学 通报 ) 
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大 趟 数学 之 为 用 ” 


数 与 量 
数 ( 读 作 shi) 起 源 于 数 ( 读 作 shi), 如一. 二、 三、 四、 五 …… 
一 个 、 两 个 、 三 个 ,……- 。 量 ( 读 作 liang) 超 源 于 量 ( 读 作 li&4ng). 向 


取 一 个 单位 作 标 准 ， 然 后 一 个 单位 一 个 单位 地 荆 。 天 下 虽 有 各 种 
不 同 的 量 ( 各 乞 不 同 的 量 的 单位 如 尺 、 厅 、 斗 、 秘 、 伏 特 、 欧 姆 和 卡 路 
里 等 等 ), 但 都 必须 通过 数 才能 确切 地 把 实际 的 情况 表达 出 来 ， 记 
以 “ 数 ” 是 各 种 各 样 不 同 量 的 共性 , 必须 通过 它 才 能 比较 量 的 多 突 ， 
才能 说 明 量 的 变化 . 

“ 量 ” 是 贯穿 到 一 切 科学 领域 之 内 的 ， 因此 数学 的 用 处 也 就 涌 
透 到 一 切 科 学 领域 之 中 ， 凡是 要 研究 量 、 量 的 关系 、 量 的 变化 、 景 
的 关系 的 变化 、 量 的 变化 的 关系 的 时 候 ， 就 少不了 数学 . 不 仅 如 
此 , 量 的 变化 还 有 变化 ,而 这 种 变化 一 般 也 是 用 量 来 刻 划 的 , 例如， 
速度 是 用 来 描写 物体 的 变化 的 动态 的 ， 而 加 速度 则 是 用 来 刻 划 速 
度 的 变化 ， 量 与 量 之 间 有 各 种 各 样 的 关系 ,各 种 各 样 不 同 的 关系 
之 间 还 可 能 有 关系 , 为数 众 多 的 关系 还 有 主 从 之 分 一 一 也 就 是 说 ， 
可 以 从 一 些 关系 推导 出 另 一 些 关 系 来 .所 以 数学 还 研究 变化 的 变 
化 , 关系 的 关系 ,共性 的 共性 , 循环 往复 , 逐步 提高 , 以 至 无 穷 ， 

QD ”本 文 曾 于 .1959 年 5 月 28 昌 发 表 在 “人 民 日 报 ” 上 后 曾 以 “数学 的 用 场 与 发 
展 为 题 转载 在 《现代 科学 技术 简介 >( 科 学 出 版 社 ,1978 年 ) 上 。 转 载 时 , 作者 认为 时 代 
已 有 很 大 发 展 , 内 容 要 重新 修改 补充 . 由 于 时 间 合 促 ， 只 a 


加 以 整理 发 表 . 他 再 三 提出 , 希望 听取 各 方面 的 宝贵 意见 ,以 便 在 适当 时 候 对 这 入 
章 加 以 补充 修改 
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数学 是 一 切 科学 得 力 的 助手 和 工具 ， 它 有 时 由 于 其 他 科学 的 
促进 而 发 展 , 有 时 也 先 走 一 步 , 领先 发 展 , 然后 再 获得 应 用 . 任何 
一 门 科 学 缺少 了 数学 这 一 项 工具 便 不 能 确切 地 刻 划 出 客观 事物 变 
化 的 状态 , 更 不 能 从 已 知 数据 推出 未 知 的 数据 来 , 因而 就 减少 了 科 
学 预见 的 可 能 性 , 或 者 减弱 了 科学 预见 的 精确 度 ， 

恩格斯 说 ;“ 纯 数学 的 对 象 是 现实 世界 的 空间 形式 和 数量 关 
系 ”， 数学 是 从 物理 模型 抽象 出 来 的 ， 它 包括 数 与 形 两 方面 的 内 
容 ， 以 上 只 提要 地 讲 了 数量 关系 , 现在 我 们 结合 字 宙 之 大 来 说 明 
空间 形式 ， 


宇宙 之 大 


宇宙 之 大 , 宇宙 的 形态 , 也 只 有 通过 数学 才能 说 得 明白 ， 天 国 
地 方 之 说 , 就 是 古代 人 民用 几何 形态 来 描绘 客观 宇宙 的 尝试 ， 这 
种 “苍天 如 圆 盖 , 陆地 如 棋局 ”的 字 宙 形态 的 模型 , 后 来 被 航海 家 用 
事实 给 以 否定 了 。 但 是 , 我 国 从 理论 上 对 这 一 模型 提出 的 怀疑 要 
早 得 多 , 并 且 也 同样 地 有 力 。 论点 是 : “混沌 初 开 , 乾坤 始 芮 , 气 之 
轻 清 上 浮 者 为 天 , 气 之 重 浊 者 下 凝 者 为 地 .” 但 不 知 轻 清 之 外 , 又 有 
何 物 ? 也 就 是 圆 盖 之 外 , 又 有 何 物 ? 三 十 三 天 之 上 又 是 何 处 ? 要 
想 解决 这 样 的 问题 , 就 必须 借助 于 数学 的 空间 形式 的 研究 . 

四 维 空间 听 来 好 象 有 些 神 秘 , 其 实 早 已 有 之 , 即 以 “宇宙 ”二 字 
来 说 ,“ 往 古来 今 亩 之 宙 ， 四 方 上 下 谓 之 宇 ”(< 淮 南 子 - 齐 俗 训 >) 
就 是 宇 是 东西 .南北 .上 下 三 维 扩展 的 空间 ,而 宙 是 一 维 的 时 间 , 牛 
顿时 代 对 字 宙 的 认识 也 就 是 如 此 .宇宙 是 一 个 无 边 无 际 的 三 维 空 
间 ， 而 一 切 的 日 月 星辰 都 安排 在 这 框架 中 运动 。 找 出 这 些 星体 的 
运动 规律 是 牛顿 的 一 大 发 明 , 也 是 物理 模型 促进 数学 方法 , 而 数学 
方法 则 是 用 来 说 明 物 理 现象 的 一 个 好 典范 ， 由 于 物体 的 运动 不 是 
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等 加 速度 , 要 描绘 不 是 等 加 速度 , 就 不 得 不 考虑 速度 时 时 在 变化 的 
情况 , 于 是 乎 微 商 出 现 了 。 这 是 刻 划 加 速度 的 好 工具 由 牛顿 当 
年 一 身 而 二 任 焉 , 既 创 造 了 新 工具 -一 一 微 积 分 , 又 发 现 了 万 有 引力 
定律 。 有 了 这 些 , 字 宙 间 一 切 星 展 的 运动 初步 统一 地 被 解释 了 . 行 
星 任 什么 以 椭 贺 轨道 绕 日 而 行 的 , 何 时 以 怎样 的 速度 达到 何 处 等 ， 
都 可 以 算出 来 了 . 

有 人 说 西方 文明 之 飞速 发 展 是 由 于 欧 几 里 得 几何 的 推理 方法 
和 进行 系统 实验 的 方法 ， 和 牛顿 的 工作 也 是 逻辑 推理 的 一 个 典型 ， 
他 用 简单 的 几 条 定律 推出 整个 的 力学 系统 , 大 至 解释 天 体 的 运行 ， 
小 到 造 房 . 修 桥 、 杠杆 、 称 物 都 行 。 但 是 人 们 在 认识 自然 界 时 建立 
的 理论 总 是 不 会 一 劳 永 逸 完美 无 缺 的 ， 牛 顿 力学 不 能 解释 的 问题 
还 是 有 的 .用 它 解释 了 行星 绕 日 公转 , 但 行星 自转 又 如 何 解释 呢 ， 
地 球 自转 一 天 24 小 时 有 民有 夜 , 水 星 自 转 周 期 和 公转 一 样 , 半 面 
永远 白天 , 半 面 永远 黑夜 , 一 个 有 名 的 问题 ; 水 星 进 动 每 百年 42”， 
是 牛顿 力学 无 法 解释 的 . 

爱 因 斯 坦 不 再 把 “ 宇 ”、“ 宙 ”分 开 来 看 , 也 就 是 时 间 也 在 进行 
着 .每 一 瞬间 三 维 空间 中 的 物质 在 占有 它 一 定 的 位 置 。 他 根据 卖 
克 斯 书 - 洛 伦 兹 的 光速 不 变 假 定 , 并 继承 了 牛顿 的 相对 性 原理 而 提 
出 了 狭义 相对 论 .狭义 相对 论 中 的 洛 伦 兹 变换 把 时 空 联系 在 一 起 ， 
当然 并 不 是 消灭 了 时 空 特点 。 如 向 东 走 三 里 , 再 向 西 走 三 里 , 就 回 
到 原 处 ,但 时 间 则 不 然 , 共用 了 走 六 里 的 时 间 ， 时 间 是 一 去 不 复 返 
地 流逝 着 .值得 指出 的 是 有 人 推算 出 狭义 相对 论 不 但 不 能 解释 水 
星 进 动 问题 , 而 且 算 出 的 结果 是 “ 退 动 ?， 这 是 误解 .我 们 能 算出 
进 动 28”， 即 客观 数 的 三 分 之 二 ， 另外， 有 了 深刻 的 分 析 , 反而 能 
够 浅 出 , 连 微 积分 都 不 要 用 , 并 且 在 较 少 的 假定 下 , 就 可 以 推出 爱 
因 斯 坦 狭 义 相对 论 的 全 部 结果 . 

爱 因 斯 坦 进一步 把 时 空 、 物质 联系 在 一 起 , 提出 了 广义 相对 
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论 , 用 它 可 以 算出 水 星 进 动 是 48”, 这 是 支持 广义 相对 论 的 一 个 有 
力 证 据 , 由 于 证 据 还 不 多 , 因此 对 广义 相对 论 还 有 不 少 看 法 , 但 它 
的 建立 有 闵 于 数学 上 的 先行 一 步 ， 如 先 有 了 黎 曼 几 何 ， 另 一 方面 
它 也 给 数学 提出 了 好 些 到 现在 还 没有 解决 的 问题 ， 对 宇宙 的 认识 
还 将 有 多 么 大 的 进展 , 我 不 知道 , 但 可 以 说 , 每 一 步 都 是 离 不 开 数 
学 这 个 工具 的 ， 


粒子 之 微 

佛经 上 有 所 谓 “ 人 金 桶 世界 ”， 也 就 是 一 粒 栗 米 也 可 以 看 作 一 个 
世界 。 这 当然 是 佛 家 的 幻想 ， 但 是 我 们 今天 所 研究 的 原子 却 远 远 
地 小 于 一 粒 彬 米 ,而 其 中 的 复杂 性 却 不 亚 于 一 个 太阳 系 . 

即使 研究 这 样 小 的 原子 核 的 结构 也 还 是 少不了 数学 ， 描 述 原 
子 核 内 各 种 基本 粒子 的 运动 更 是 少不了 数学 ， 能 不 能 用 处 理 普遍 
世界 的 方法 来 处 理 核子 内 部 的 问题 呢 ? 情况 不 同 了 ! 在 这 里 , 牛 
顿 的 力学 , 爱 因 斯 坦 的 相对 论 都 遇 到 了 困难 。 在 目前 人 们 应 用 了 
另 一 套数 学 工具 ， 如 算 子 论 , 群 表示 论 , 广义 函数 论 等 。 这 些 工具 
都 是 近代 的 产物 ， 即 使 如 此 , 也 还 是 不 能 完整 地 说 明 它 ， 

在 物质 结构 上 不 管 分 子 论 、 原子 论 也 好 , 或 近代 的 核子 结构 、 
基本 粒子 的 互 变 也 好 , 物理 科学 上 虽然 经 过 了 多 次 的 概念 革新 , 但 
自始至终 都 和 数学 分 不 开 ， 不 但 今天 , 就 是 将 来 ,也 有 一 点 是 可 以 
肯定 的 ,就 是 一 定 还 要 用 数学 . 

是 否 有 一 个 统一 的 处 理 方法 ， 把 宏观 世界 和 微观 世界 统一 在 
一 个 理论 之 中 ,把 四 种 作用 力 统一 在 一 个 理论 之 中 , 这 是 物理 学 家 
当前 的 重大 问题 之 一 。 不 管 将 来 他 们 怎样 解决 这 个 问题 , 但 是 在 
处 理 这 些 问题 的 数学 方法 必须 统一 ， 必 须 有 一 套 既 可 以 解释 宏观 
世界 又 可 以 解释 微观 世界 的 数学 工具 ， 数 学 一 定 和 物理 学 刚 开 始 
# 过 中介 。 


的 时 候 一 样 , 是 物理 科学 的 助手 和 工具 . 在 这 样 的 大 问题 的 解决 
过 程 中 , 也 可 能 如 牛顿 同时 发 展 天 体力 学 利 发 明 微 积分 那样 , 促进 
数学 的 新 分 支 的 创造 和 形成 。 


火箭 之 束 


在 今天 用 “一 日 千里 ”来 形容 慢 则 可 ， 用 来 形容 快 则 不 可 了 ! 
人 类 可 创造 的 物体 的 速度 远 远 地 超过 了 “一 日 千里 ”， 飞 机 虽 快 到 
日 行 万 里 不 夜 , 但 和 字 宙 速度 比较 , 也 显得 缓慢 得 很 ， 古 代 所 幻想 
的 朝 昆 仑 而 状 苍 格 , 在 今天 已 不 足 为 奇 ， 

不 妨 回 忆 一 下 ， 在 星际 航行 的 开端 一 一 由 诗 一 般 的 幻想 进入 
科学 现实 的 第 一 步 , 就 是 和 数学 分 不 开 的 。 早 在 牛顿 时 代 就 算出 
了 每 秒 钟 近 八 公里 的 第 一 宇宙 速度 ， 这 给 科学 技术 工作 者 指出 了 
奋斗 目标 ， 如 果 能 够 达到 这 一 速度 , 就 可 以 发 射 地 球 卫星 。 1970 
年 我 国 发 射 了 第 一 颗 人 造 卫 星 。 数 学 工作 者 自始至终 都 参与 这 一 
工作 (当然 , 其 中 不 少 工作 者 不 是 以 数学 工作 者 见 称 , 而 是 运用 数 
学 工具 者 ), 作为 人 造 行星 环绕 太阳 运行 所 必须 具有 的 速度 是 11.2 
公里 / 秒 , 称 为 第 二 宇宙 速度 ; 脱离 太阳 系 飞 向 恒星 际 空间 所 必须 
具有 的 速度 是 16.7 公里 / 秒 , 称 为 第 三 宇宙 速度 ， 这 样 的 目标 , 也 
将 会 逐步 去 实现 ， 
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顺便 提 一 下 , 如 果 我 们 宇宙 航船 到 了 一 个 星球 上 , 那儿 也 有 如 
我 们 人 类 一 样 高 级 的 生物 存在 . 我 们 用 什么 东西 作为 我 们 之 间 的 
深 介 ， 囊 幅 画 去 吧 , 那 边 风景 殊 , 不 了 解 . 带 一 段 录 音 去 吧 , 也 不 
能 沟通 .我 看 最 好 带 两 个 图 形 去 ， 一 个 " 数 ，, 一个“ 数 形 关系 “多 
股 定理 ) (图 1 和 图 2). 

为 了 使 那里 较 高 级 的 生物 知道 我 们 会 才 何 证 明 ， 还 可 送 去 上 
面 的 图 形 ， 即 青 出 朱 入 图 ”( 图 3)， 这 些 都 是 我 国 古 代数 学 史上 
的 成 吏 ， 


化 工 之 蕊 


化 学 工业 制造 出 的 千 千 万 万 种 新 产品 ， 使 人 类 的 物质 生活 更 
加 丰富 多 彩 , 真是 “巧夺天工 ”,“ 巧 夺 造 化 之 工 ”"， 在 制造 过 程 中 ， 
它 的 化 合 与 分 解 方式 是 用 化 学 方程 来 描述 的 , 但 它 是 在 变化 的 , 因 
此 ， 伟 大 革命 导师 恩格斯 明确 指出 :“ 表 示 物 体 的 分 子 组 合 的 一 切 
化 学 方程 式 ,就 形式 来 说 是 微分 方程 式 。 但 是 这 些 方程 式 实际 上 
已 经 由 于 其 中 所 表示 的 原子 量 而 积分 起 来 了 。 化 学 所 计算 的 正 是 
量 的 相互 关系 为 已 知 的 微分 。” 

为 了 形象 化 地 说 明 , 例如 , 某 种 物质 中 含有 硫 , 用 荣 提 取 硫 . 共 
吸取 硫 有 一 定 的 饱含 量 ， 在 这 个 过 程 中 ， 荣 含 硫 越 多 越 难 再 吸取 
硫 , 剩 下 的 硫 越 少 越 难 被 苯 吸 取 . 这 个 过 程 时 刻 都 在 变化 , 吸收 过 
程 速度 在 不 断 减 慢 着 , 实验 本 身 便 是 这 个 过 程 的 积分 过 程 , 它 的 数 
学 表达 形式 就 是 微分 方程 式 及 其 求解 .简单 易 作 的 过 程 我 们 可 包 
用 实验 去 解决 , 但 对 于 复杂 、 难 作 的 过 程 , 则 常常 需要 用 数学 手段 
来 加 以 解决 . 特别 是 选取 最 优 过 程 的 工艺 ,数学 手段 更 成 为 必 不 可 
少 的 手段 .特别 是 量子 化 学 的 发 展 ,使 得 化 学 研究 提高 到 量子 力学 
的 阶段 ,数学 手段 一 一 微分 方程 及 矩阵 .图 论 更 是 必需 的 数学 工具 ， 
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应 用 了 数学 方法 还 可 使 化 学 理论 问题 得 到 极 大 的 简化 .例如 ， 
对 于 共 范 分 子 的 能 级 计算 , 在 共 轿 分 子 增 大 时 十 分 困难 .应 用 了 
分 子 娄 道 的 图 形 理论 , 由 图 形 来 简化 计算 ,取得 了 十 分 直观 和 易 行 
的 效果 , 便 是 一 例 , 其 主要 根据 是 如 果 一 个 行列 式 中 的 元 素 为 0 的 
多 , 那 驳 可 以 用 图 论 来 简化 计算 . 


地 球 之 变 


我 们 所 生活 的 地 球 处 于 多 变 的 状态 之 中 , 从 高 5 层 的 大 气 ， 到 中 
层 的 海洋 , 下 到 地 过, 深入 地 心 都 在 剧烈 地 运动 着 , 而 这 些 运 动 规 
律 的 研究 也 都 用 到 数学 . 

大 气 环流 , 风云 十 雪 , 天 天 需要 研究 和 预报 , 使 得 农民 可 以 安 
排 田间 农活 ， 空 中 交通 运输 可 以 安排 航程 . 中 风 等 灾害 性 天 气 的 
预报 , 使 得 海军 ,渔民 和 沿海 地 区 能 够 及 早 预 防 , 减少 损害 .而 所 
有 这 些 预 报 都 离 不 了 数学 ， 

“ 风 乍 起 , 吹 皱 一 池 春 水 .” 风 和 水 的 关系 自古 便 有 记述 , “无 风 
不 起 浪 .但 是 风 和 浪 的 具体 关系 的 研究 , 则 是 近代 才 逐 步 齐 清 的 ， 
而 在 风 与 浪 的 关系 中 用 到 了 数学 的 工具 ， 例 如 偶 微 分 方程 的 间断 
解 的 问题 . 

大 地 每 年 有 上 百 万 次 的 地 震 , 小 的 人 感觉 不 到 ,大 的 如 果 发 生 
在 人 烟 稀 少 的 地 区 ， 也 不 成 大 灾 .， 但 是 每 年 也 有 几 次 在 人 口 众多 
的 地 区 的 大 震 , 形成 大 灾 . 对 地 壳 运 动 的 研究 , 对 地 震 的 预报 ， 以 
及 将 来 进一步 对 地 震 的 控制 都 离 不 开 数学 工具 ， 


生物 之 识 
生物 学 中 有 许 许多 多 的 数学 问题 。 蜜蜂 的 蜂 房 为 什么 要 象 如 
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下 的 形式 (图 入 ， 一 面 看 是 正六 角形 , 另 一 面 也 是 如 此 。 但 峰 房 并 
不 是 六 楼 柱 ， 而 它 的 底部 古 由 三 个 菱形 所 拼 成 
的 。 图 5 是 蜂 房 的 立体 图 ， 这 个 图 比较 清楚 ， 


LU_ 更 具体 些 , 拿 一 支 六 棱柱 的 铝 笔 未 前 之 前 , 锁 笔 
一 端 形 状 是 4BCDEF 正六 角形 (图 6)， 通 过 
图 4 4C 一刀切 下 一 人 角 , 把 三 角形 4BC 搬 置 A0OC 


处 .过 4E, CE 也 如 此 同样 切 三 刀 , 所 堆 成 的 形状 就 是 图 7， 而 
季 弄 承 是 两 排 这 样 的 蜂 房 底部 和 底部 相 接 而 成 
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关于 这 个 问题 有 一 段 趣 史 : 巴黎 科学 院 院士 数学 家 克 尼 格 , 从 
理论 上 计算 , 为 使 消耗 材料 最 少 ， 蓉 形 的 两 个 角度 应 该 是 109°26 
种 70*34'. 与 实际 蜜蜂 所 做 出 的 仅 相 差 2 分 . 后 来 苏格兰 数学 家 马 
克 劳 林 重 新 计算 ,发 现 错 了 的 不 是 小 小 的 蜜蜂 ,而 是 巴黎 科学 院 的 
院士 ， 因 克 尼 格 用 的 对 数 表 上 刚好 错 了 一 个 字 。 这 十 八 世 纪 的 难 
题 , 1964 年 我 用 它 来 考 过 高 中 生 , 不 少 高 中 生 提 出 了 各 种 各 禅 的 
证 明 ， 

这 一 问题 , 我 写 得 篇 幅 略 长 些 , 目的 在 于 引出 生物 之 恋 中 的 数 
学 , 另 一 方面 也 希望 生物 学 家 给 我 们 多 提 些 形态 的 问题 ， 蜂 房 与 
结晶 学 联系 起 来 ,这 是 “透视 石 ”的 晶体 ， 
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再 回 到 化 工 之 芋 , 有 多 少 种 晶体 可 以 无 穷 无 尽 . 无 空 无 阶地 坟 
满 空间 ,这 又 要 用 到 数学 .数学 上 己 证 明 , 只 太 230 种 ， 

还 有 如 胰 咏 素 的 研究 中 ， 由 于 复杂 的 立体 模型 也 用 了 复 杀 的 
数学 计算 .生物 遗传 学 中 的 密码 问题 是 研究 遗传 与 变异 这 一 根本 
问题 的 , 它 的 最 终 解决 必然 要 考虑 到 数学 问题 。 生物 的 反应 用 数 
学 加 以 描述 成 为 工程 控制 论 中 “反馈 ”的 泉源 ， 神 经 作用 的 数 堂 研 
究 为 控制 论 和 信息 论 提供 了 现实 的 原型 。 


日 用 之 索 


日 用 之 繁 ,的 确 繁 , 从 何 谈 起 真 为 难 ! 但 也 有 容易 处 ， 日 用 之 
繁 与 亿 万 人 民 都 有 关 , 只 要 到 群众 中 去 , 急 工农 之 所 急 , 急 生产 和 
国防 之 所 急 , 不 但 可 以 知道 哪些 该 搞 , 而 且 知 道 轻重 缓急 .群众 是 
真正 的 英雄 , 遇 事 和 群众 商量 , 不 但 政治 上 有 提高 , 业务 上 也 可 以 
学 到 书本 上 所 读 不 到 的 东西 。 象 我 这 样 自学 专攻 数学 的 , 也 在 各 
” 行 各 业 师 傅 的 教育 下 , 学 到 了 不 少 学 科 的 知识 , 这 是 一 个 大 学 一 个 
”专业 中 所 学 不 到 的 . 

我 在 日 用 之 繁 中 搞 些 工作 始 于 1958 年 , 但 真正 开始 是 1964 
年 接受 毛 主 席 的 亲笔 指示 后 。 并 且 使 我 永远 不 会 忘记 的 是 在 我 刚 
迈 出 一 步 写 了 < 统筹 方法 平话 > 下 到 基层 试点 时 ， 毛 主席 又 为 我 
指出 ,“ 不 为 个 人 , 而 为 人 民 服 务 , 十 分 欢迎 ”的 奋斗 目标 。 后 来 在 
周 总 理 关怀 下 又 摘 了 < 优选 法 >。 由 于 各 和 省、 市 自治区 的 领导 的 关 
怀 , 我 曾 有 机 会 到 过 二 十 个 省 市 .下 过 数 以 千 计 的 工矿 农村 , 拜 得 
百 万 工农 老师 ， 形 成 了 有 工人 、 技 术 人 员 和 和 数学 工作 者 参加 的 普 
及 ,推广 数学 方法 的 小 分 队 ， 通 过 群众 性 的 科学 实验 活动 证 明 , 数 
学 确实 大 有 用 场 ,数学 方法 用 于 革新 挖潜 ,能 为 国家 创造 巨大 的 财 
富 .回顾 已 往 , 真有 “ 抱 着 金 饭碗 讨 饭 上 吃 ” 之 感 ， 
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由 于 我 们 社会 主义 制度 的 优越 性 ， 在 这 一 方面 可 能 有 我 们 自 
己 的 特点 ,不 妨 结合 我 下 去 后 的 体会 多 谈 一 些 ， 

统筹 方法 不 仅 可 用 于 一 台 机 床 的 维修 、 一 所 房屋 的 修建 、 一 组 
设备 的 安装 、 一 项 水 利 工程 的 施工 ,更 可 用 于 整个 企业 管理 和 大 型 
重点 工程 的 施工 会 战 ， 大 庆 新 油田 开发 ,万 人 千 台 机 的 统筹 , 黑龙 
江 省 林业 战线 采 、 运 、 用 、 育 的 统筹 , 山西 省 大 加 市 口 录 车 站 运 煤 统 
海 , 太原 铁路 局 太 钢 和 各 几 个 工矿 的 联合 统筹 ,还 有 一 些 省 市 公社 和 
大 队 的 农业 生产 统筹 等 等 , 都 取得 了 良好 效果 . 看 来 统筹 方法 宜 小 
更 宜 大 。 大 范围 的 过 细 统 筹 效果 更 好 , 油水 更 大 。 特别 是 把 方法 
交 给 广大 群众 ,结合 具体 实际 , 大 家 动手 搞 起 来 , 由 小 到 大 、 由 从 到 
察 ， 在 普及 的 基础 上 进一步 提高 ， 收 效 其 大 .初步 设想 局 以 概 丘 
成 十 二 个 字 : 大 统筹 , 理 数据 , 建 系统 , 策 发 展 , 使 之 发 展 成 一 门 学 
科 一 一 统筹 学 ， 以 适应 我 国 具体 情况 ， 体 现 我 们 社会 主义 社会 特 
点 .统筹 的 范围 越 大 , 得 到 和 用 到 的 数据 也 越 多 .我 们 不 仅仅 是 消 
极地 统计 这 些 数据 ， 而 且 还 要 从 这 些 数据 中 取出 尽 可 能 多 的 信息 
来 作为 指导 .因此 数据 处 理 提 到 了 日 程 上 来 . 数据 纷繁 砚 要 依靠 电 
子 计 算 机 .新 系统 的 建立 和 了 旧 系统 的 改建 和 扩充 ,都 必须 在 最 优 
状态 下 运行 ， 更 进一步 就 是 策 发 展 , 根据 今年 的 情况 明年 如 何 发 
展 才 更 积极 又 可 靠 ,使 国民 经 济 的 发 展 达 到 最 大 可 能 的 高 速度 。 

优选 法 是 采用 尽 可 能 少 的 试验 次 数 ,找到 最 好 方案 的 方法 . 优 
选 学 作为 这 类 方法 的 数学 理论 基础 , 已 有 初步 的 系统 研究 ， 实 践 
中 , 优选 法 的 基本 方法 , 已 在 大 范围 内 得 到 推广 目前, 我国 化 工 、 
电子 、 冶 金 、 机 械 、 轻 工 、 纺 织 、 交 通 、 建 材 等 等 方面 都 有 较 广 泛 的 应 
用 .在 各 级 党 委 的 领导 下 ,大 搞 推 广 应 用 优选 法 的 群众 话 动 , 各 行 
各 业 搞 ,道道 工序 搞 , 短期 内 就 可 以 应 用 优选 法 开展 数 以 万 计 项 目 
的 试验 .使 原 有 的 工艺 水 平 普遍 提高 一 步 ， 在 不 添 人 .不 增设 备 、 
不 加 或 少 加 投资 的 情况 下 , 就 可 收 到 优质 、 高 产 、 低 耗 的 效果 。 例 
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如 ， 小 型 化 铁 炉 , 优选 炉 形 尺寸 和 操作 条 件 ， 可 使 焦 铁 比 一 般 这 
1:18。 机 械 加 工 优选 刀具 的 几何 参数 和 切削 用 量 ， 工 效 可 成 倍 所 
高 。 烧 油 锅炉 , 优选 喷枪 参数 , 可 以 达到 节 油 不 冒 黑 烟 .小 化 肥 工 
厂 搞 优选 , 既 节 煤 又 增产 .在 大 型 化 工 设备 上 搞 优选 , 提高 收 率 浴 
力 更 大 。， 解 放 牌 汽车 优选 了 化 油 器 的 合理 尺寸 , 一 辆 汽车 一 年 可 
节 油 一 吨 左 右 , 全 国 现 有 民用 汽车 都 来 推广 , 一 年 就 可 节 油 六 十 余 
万 吨 ， 粮 米 加 工 优选 邵 工 工艺 , 一 般 可 提高 出 米 率 百 分 之 一 、 二 、 
三 ,提高 出 粉 率 百 分 之 一 ， 若 按 全 国人 数 的 口粮 加 工 总 数 计算 ,一 
年 就 等 于 增产 几 亿 斤 粮食 . 

最 好 的 生产 工艺 是 客观 人 存在 的 ， 优 选 法 不 过 是 提供 了 认识 它 
的 .尽量 少 做 试验 .快速 达到 目的 的 一 种 数学 方法 . 

物资 的 合理 调配 , 农作物 的 合理 分 布 , 水 库 的 合理 排灌 , 电网 
的 合理 安排 , 工业 的 合理 布局 , 都 要 用 到 数学 才能 完满 解决 , 求 得 
合理 的 方案 .总 之 一 句 话 , 在 具有 各 种 互相 制约 、 互 相 影 响 的 因 系 
的 统一 体 中 ,寻求 一 个 最 合理 ( 依 某 一 目的 , 如 最 经 济 , 最 省 人 力 ) 
的 解答 便 是 一 个 数学 问题 , 这 就 是 “多 、 快 、 好、 省 原则 的 具体 体 
现 . 所 用 到 的 数学 方法 很 多 , 其 中 确 属 适用 者 我 们 也 准备 了 一 些 ， 
但 由 于 林彪 、“ 四 人 帮 ” 一 伙 的 干扰 破坏 ,没有 力量 进行 深入 的 工 
作 ， 今天, 在 开创 社会 主义 建设 事业 新 局 面 的 同时 , 数学 研究 和 应 
用 也 必 将 出 现 一 个 轿 新 的 局 面 ， 


数学 之 发 展 
宇宙 之 大 , 粒子 之 微 , 火 篇 之 速 , 化 工 之 巧 , 地 球 之 变 , 生物 之 
谜 , 日 用 之 繁 , 无 处 不 用 数学 ， 其 他 如 爱 因 斯 坦 用 了 数学 工具 所 和 获 
得 的 公式 指出 了 寻找 新 能 源 的 方向 ， 并 且 还 预示 出 原 于 核 破发 发 
生 的 能 量 的 大 小 。 连 较 抽 和 象 的 纤维 从 也 应 用 到 了 物理 当中 . 在 天 
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文学 上 , 也 是 先 从 计算 上 指出 海王 星 的 存在 , 而 后 发 现 了 海王 是 . 
又 如 癌 速 飞行 中 , 由 次 音速 到 超 音速 时 出 现 了 突变 , 而 数学 上 出 现 
了 混合 型 偏 微分 方程 的 研究 ， 还 有 无 线 电 电子 学 与 计算 技术 问 售 
县 论 的 关系 , 自动 化 与 控制 技术 同 常 微分 方程 的 关系 , 神经 系统 同 
至 制 论 的 关系 ,形态 发 生 学 与 结构 稳定 性 的 关系 等 等 不 胜 枚 举 ， 

数学 是 一 门窗 有 概括 性 的 学 问 ， 扫 缆 是 它 的 特色 。 同 是 一 个 
方程 ,弹性 力学 上 是 描写 振动 的 , 流体 力学 上 却 描 写 了 流体 动态 ， 
声学 家 不 妨 称 它 是 声学 方程 , 电学 家 也 不 妨 称 它 为 电报 方程 ,而 煞 
学 家 所 研 宛 的 对 和 银 正 是 这 些 现象 的 共性 的 一 面 ~ 一 - 双 曲 型 俩 微分 
方程 ， 这 个 偏 微分 方程 的 解答 的 性 质 就 是 这 些 不 同 对 象 的 共同 性 
质 ,数值 的 解答 也 将 是 它 所 联系 各 学 科 中 记 要 求 的 数据 ， 

不 但 如 此 ,这 样 的 共性 ,一 方面 可 以 促成 不 同 分 文 产 生 统 一 型 
论 的 可 能 性 , 另 一 方面 也 可 以 促成 不 同 现象 间 的 相互 模拟 性 。 例 
如 : 声学 家 可 以 用 相似 的 电路 来 研究 声学 现象 , 这 大 大 地 简化 了 产 
学 实验 的 党 重 性 .这 种 模拟 性 的 最 普 过 的 应 用 便 是 模拟 电子 计算 
机 的 产生 。 根据 神经 细胞 有 兴奋 与 抑制 两 态 ， 电 学 中 有 带电 与 不 
带电 两 态 , 数学 中 二 进位 数 的 0 与 工 逻辑 中 的 "是 与 “ 否 ， 因 而 
有 用 电子 数字 计算 机 来 模拟 神经 系统 的 答 试 ， 及 模拟 逻辑 思维 的 
争 步 抱 洒 。 

我 们 作 如 上 的 说 明 ， 并 不 意味 着 数学 家 可 以 自我 陶 酬 于 共生 
的 研究 之 中 。 一 方面 我 们 得 承认 , 要 求 数学 家 深入 到 研究 对 象 济 
关系 的 一 切 方 面 定 十 分 困难 的 ， 但 是 这 共 不 排斥 数学 家 应 当 深 入 
到 他 所 联系 到 的 为 数 众 多 的 科学 之 一 或 其 中 的 一 部 分 。 这 样 的 深 
入 是 完全 必要 的 ,这 样 做 既 对 国民 经 济 建设 可 以 做 出 应 有 的 贡献 ， 
而 且 克 是 对 数学 本 喘 的 发 展 也 有 莫大 好 处 ， 

客观 事物 的 出 现 一 般 讲 来 有 两 大 类 现象 ， 一 类 是 必然 的 现 
-或 称 因 条 和 健一 类 是 大 数 现 象 一 一 或 称 机 遇 律 。 表示 必然 
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现象 的 数学 工具 一 般 是 方程 式 ， 它 豆 以 从 已 基数 据 推出 未 知 数据 
来 , 从 已 知 现象 的 性 质 推出 未 知 现象 的 性 质 来 。 通 稼 出 现 的 有 代 
数 方程 ,微分 方程 , 积分 方程 , 差分 方程 等 等 (特别 是 微分 方程 ). 处 
理 大 数 现象 的 数学 工具 是 概率 论 与 数理 统计 .通过 这 样 的 分 析 便 
可 以 看 出 大 势 所 趋 ,各 种 情况 出 现 的 比例 规律 . 

数学 的 其 它 分 支 当 然 也 可 以 直接 与 实际 问题 相 联 系 ， 例 如 : 
数理 逻辑 与 计算 机 自动 化 的 设计 , 复 变 画 数 论 与 流体 力学 , 泛 函 分 
析 与 群 表 示 论 之 与 量子 力学 , 黎 曼 几何 之 与 相对 论 等 等 。 在 计算 
机 设计 中 也 用 到 数论 。 一般 说 来 , 数学 本 号 是 一 个 互相 联系 的 有 
机 整体 ， 而 上 面 所 提 到 的 两 方面 是 与 其 它 科 学 接触 最 多 ， 最 广泛 
的 ， 

计算 数学 是 一 门 与 数学 的 开始 而 俱 生 的 学 问 ， 不 过 今天 由 于 
快速 大 型 计算 机 的 出 现 特别 显示 出 它 的 重要 性 。 因 为 对 象 日 繁 , 
棕 涉 日 广 ( 一 个 问题 的 计算 工作 量 大 到 了 前 所 未 有 的 程度 )。 解 一 
个 一 百 个 未 知 数 的 联 立 方程 是 今天 科学 中 管见 的 (如 水 坝 应 力 ,大 
地 测量 , 设计 吊桥 , 大 型 建筑 等 等 ), 仅 靠 笔算 网 很 困难 . 算 一 个 天 
气 方程 , 希望 从 今天 的 天 气 数据 推出 明天 的 天 气 数 据 , 单 竺 笔算 要 
花 成 年 累 月 的 时 间 。 这 样 算法 与 明天 的 天 气 何 干 ? 一 个 讽刺 而 已 ! 
电子 计算 机 的 发 明 就 满足 了 这 种 要 求 。 高 速度 大 存储 量 的 计算 入 
的 发 展 改 变 了 科学 研究 的 面 狐 ， 但 是 近代 的 电子 计算 机 的 出 现 丝 
训 没 有 减弱 数学 的 重要 性 , 相反 地 更 发 挥 数 学 的 威力 , 对 数学 的 要 
求 提 得 更 高 。 繁重 的 计算 劳动 减轻 了 或 解除 了 , 而 创 提 性 的 劳动 
更 多 了 。 计 算数 学 是 一 个 桥梁 , 它 把 数学 的 创造 同 实际 结合 起 来 , 
同时 它 本 身 也 是 一 个 创造 性 的 学 科 . 例如 推动 了 一 个 新 学 科 计 算 
物理 学 的 发 展 . 

除 掉 上 面 所 特别 强调 的 分 支 以 外 ， 并 不 是 说 数学 芍 其 余部 分 
就 不 重要 了 。 只 有 这 些 重点 部 门 与 其 它 部 分 环 环 扣 双 ,把 纯 数 学 
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和 应 用 数学 都 分 工 合作 地 发 展 起 来 , 才能 既 符 合 我 国 当前 的 需要 ， 
又 符合 长 远 需 要 ， 

从 历史 上 数学 的 发 展 的 情况 来 看 , 社会 愈 进步 ,应 用 数学 的 范 
围 也 就 会 愈 大 ， 所 应 用 的 数学 也 就 愈 精密 ， 应 用 数学 的 人 也 就 愈 
多 . 在 日 出 而 作 , 日 入 而 息 的 古代 社会 里 ,会 数 数 就 可 以 满足 客观 
的 需要 了 。 后 来 由 于 要 定 四 时 , 测 田亩 , 于 是 需要 震 天 测 地 的 儿 何 
学 ， 商 业 发 展 , 计算 日 繁 , 便 出 现 了 代数 学 ， 要 描绘 动态 , 研究 关 
系 的 变化 ,变化 的 关系 ,因而 出 现 了 解析 几何 学 、 微 积分 等 等 . 

数学 的 用 处 在 物理 科学 上 已 经 经 过 历史 考验 而 证 明 ， 它 在 生 
物 科学 和 社会 科学 上 的 作用 也 已 经 露出 苗头 ， 存 在 着 十 分 宽广 的 
前 途 . 

最 后 , 我 得 声明 一 句 , 我 并 不 是 说 其 它 科学 不 重要 或 次 重要 . 
应 当 强 调 的 是 ， 数 学 之 所 以 重要 正 是 因为 其 他 科学 的 重要 而 重要 
的 ,不 通过 其 他 学 科 , 数学 的 力量 无 法 显示 , 更 无 重要 之 可 言 了 . 

需要 指出 的 是 , “四人帮 ”为 了 复辟 资本 主义 ， 疯 狂 地 破坏 生 
产 , 破坏 科学 技术 的 发 展 , 他 们 既 破 坏 理论 研究 工作 , 更 疯狂 地 打 
击 从 事 应 用 数学 的 工作 者 他们 的 遗 毒 需要 彻底 清除 , 不 可 低估 . 
为 了 实现 “四 个 现代 化 ”， 把 我 国 建成 强大 的 社会 主义 国家 这 一 伟 
大 目标 ,发 展 数学 的 重要 性 是 无 可 置 辩 的 。 


和 T 


数 学 的 用 场 〈( 五 则 ) 


一 ”怎样 计算 叶 面 积 


稻 子 老子 和 其 他 一 切 农作物 的 生长 , 都 依赖 于 光合 作用 ， 叶 
子 是 植物 进行 光合 作用 的 重要 部 分 。 因 之 , 在 研究 植物 生长 情况 
的 时 候 , 少不了 要 考虑 到 它 的 叶子 的 面积 。 特别 在 研究 丰产 经 验 
的 时 候 , 常 要 算 一 下 叶 面 积 是 多 少 , 

叶 面 的 形状 是 以 曲线 为 周 界 的 。 当 然 可 以 用 求 面积 仪 或 者 用 
微 积分 来 计算 出 它 的 面积 来 , 但 在 求 大 量 叶 面 积 的 时 候 , 不 很 切合 
实用 , 更 不 要 说 仪器 不 痰 手 或 者 微 积分 没 学 过 等 问题 了 

植物 生理 学 家 经 常用 一 个 简捷 公式 来 算 ,“ 叶 面积 等 于 长 乘 宽 
除 以 工 .3” 

这 是 一 个 好 公式 , 但 是 和 一 般 的 经 验 公 式 一 样 ,是 有 它 的 局 限 
性 的 ,我 们 将 明确 地 给 出 一 个 直观 方法 ,使 人 们 一 看 便 知 怎样 的 叶 
子 可 以 用 这 个 公式 , 怎样 的 不 行 . 

先 考 虑 图 中 所 绘 的 图 形 ; 两 个 以 4 为 < | 
宽 , 以 7 为 长 的 长 方形 , 再 加 上 一 个 以 a 
为 底 , 以 7 为 高 的 等 腰 三 角形 , 这 样 图 形 的 面积 等 于 


1,, 5 
214 十 村 到 一 避 到 


如 采 把 它 设想 成 为 叶子 ,时 了 于 长 是 83， 宫 是 凡 长 乘 宽 是 3iQ, 是 原 
面积 的 
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这 说 明了 什么 ? 如果 时 子 大 臻 在 三 的 地 方 “ 收 尖 ”, 这 个 公式 
是 可 以 用 来 估计 叶 面 积 的 ， 否 则 就 要 重新 考虑 ， 如 果 稻 叶 的 尖 部 
长 了 , 这 公式 就 应 当 作 必要 的 修改 . 

更 原则 些 启示 了 一 个 方法 , 这 方法 固然 可 以 用 来 计算 叶 面 积 ， 
也 可 以 用 来 估计 羊皮 面积 ， 就 是 求 经 验 公式 的 方法 : 先 量 一 批 羊 
皮 的 面积 ,把 每 张 羊皮 的 面积 除 以 它 的 消长 腰围 的 积 , 得 出 一 批 比 
值 ， 求 这 些 比值 的 平均 数 , 命 。 是 这 个 平均 值 , 如 此 , 便 可 得 经 验 
公式 : 羊皮 的 面积 等 于 将 长 乘 腰围 乘 上 常数 6. 

举 一 而 反 三 ， 当 然 不 限于 算 羊皮 而 已 ， 也 不 仅 限于 求 面积 而 
已 . 只 注意 面积 是 两 个 自由 度 ,所 以 用 长 宽 及 一 比例 系数 求 得 它 . 
同样 ,体积 是 三 个 自由 度 , 可 以 用 长 宽 高 及 一 比例 系数 的 乘积 求 得 
它 . 

( 原 载 1960 年 2 月 26 日“ 人民 日 报 ”) 


二 ”怎样 开 木 料 做 成 横梁 


树 , 去 掉 枝 叶 , 剥 掉 树 皮 , 锯 掉 两 头 剩 下 树干 , 成 为 木料 , 一 般 
可 以 作为 一 个 圆柱 体 。 怎样 把 它 切 成 横梁 才 最 受 得 起 压力 , 不 经 
计算 也 许 会 以 为 切 成 正方 形 的 方 柱 就 行 了 , 实际 不 然 , 根据 材料 力 
学 的 考虑 , 以 下 的 方法 最 好 , 最 经 得 住 压力 ， 

把 树干 的 直径 4B 分 为 三 等 分 , 在 分 点 之 一 C 作 4B 的 垂直 
线 , 交 圆周 于 D, 以 4 刀 与 BD 为 边 的 长 方形 为 模 截 面 的 横梁 ,最 
受 得 起 压力 , 也 就 是 把 这 样 的 横梁 以 短 边 水 平 向 , 长 边 垂直 向 地 安 


FA 放 , 最 受 得 起 压力 ， 
CC， 理论 根据 是 什么 ?材料 力学 证 明 , 一 个 底 长 为 
5， 高 长 为 九 的 长 方形 为 横 截 面 的 横梁 的 强度 与 
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乘积 3212 成 正比 ,于 是 我 们 的 问题 一 变 而 为 到 多 么 长 的 2 (= B0) 
能 使 52 最 大 (现在 6 一 8D, h 一 4D, 用 & 表 直径 4B). 

由 于 三 角形 BDC 与 B4D 相似 , 所 以 得 上 =dz， 同 标 理 由 
二 Ql(Q 一 x), 因此 我 们 的 问题 一 变 而 为 求 z 使 

(5h)?=dr[ad(d— 2) =d wd —w)? 

最 大 , 这 儿 z 的 变化 范围 是 0 到 dd. 

由 于 

vd—w) = ~ Ad + 


-人 (C$ 让 加 < 田 


且 仅 当 w 一 -时 ,等 号 才能 出 现 , 因此 得 


312 .3 2 20 3 < 一 一 
(883)2 一 0O(C 一 0) 2 ， bh ~ay3 


且 仅 当 xz 一 时 , 左边 才 可 能 等 于 右边 , 其 它 的 情况 , 左边 一 定 小 
于 右边 ,这 便 是 我 们 的 理论 根据 . 
a 所 到 、 
d:hi:b=V3:vV2:1, 
所 以 这 样 横梁 的 高 与 底 的 比 ， 是 V 豆 -1.4.…, 差不多 是 工 ,所 以 


也 可 以 用 高 底 之 比 是 7 比 5 来 要 求 . 
如 果 切 成 方 柱 ， 则 bh 地 其 强度 与 bp -六 de 成 
比例 ， 这 儿 所 介绍 的 切 法 的 强度 与 方 柱 的 强度 之 比 是 
2 
FYE 


约 增强 了 9%, 但 用 材料 的 比 是 
1 VD.1 
VB* VB 3) 3 :可 9 


a 要 二 号 


区 节约 用 材 6%, 因 此 ,这 样 的 切 法 , 强度 加 强 了 9%, 而 材料 市 约 
1 6%.. 
《 原 载 1960 年 3 月 27 日 “人 民 日 报 ”) 


三 算 水 库容 积 


阴 们 必须 要 心中 有 个 底 , 昕 们 的 公社 完 竞 掌握 了 多 少 水 ! 如 
果 要 水 就 放 , 把 水 库 放 村 了 , 到 了 秋 旱 时 节 就 不 好 办 ， 同 样 , 在 夏 
天 使 农作物 干 渴 了 , 而 秋天 水 库存 水 太 多 , 那 也 大 可 不 必 , 如 果 再 
遇 上 个 阴雨 绵绵 的 秋天 , 地 上 有 水 , 库 里 又 不 能 再 屠 水 , 怎 办 ? 因 
此 一 个 水 库 的 合理 泄 放 , 和 它 附近 农田 的 合理 排灌 , 就 是 一 个 极 有 
意义 的 问题 . 这 样 的 问题 当然 也 要 用 到 数学 来 帮助 解决 ,虽然 其 他 
因素 很 多 , 我们 必须 根据 具体 情况 , 进行 计算 , 进行 安排 , 但 不 管 怎 
样 安排 , 有 一 点 是 肯定 要 知道 的 ,就 是 水 库 里 有 多 少 水 ， 从 一 水 位 
到 另 一 水 位 有 多 少 水 ， 只 有 准确 地 掌握 了 水 量 ， 才 有 可 能 合理 使 
用 .我 们 准备 分 两 次 来 介绍 水 库容 量 的 计算 方法 .这 次 介绍 有 地 
形 图 的 大 水 库 的 容积 估算 法 ， 下 次 将 介绍 小 水 库 或 池塘 的 容积 个 
站 算法。 
{2 假定 没有 修 水 库 前 有 一 幅面 了 等 高 线 的 
地 形 图 , 高 程 差 是 九 地 图 上 所 表示 的 一 圈 ， 
实际 上 便 是 水 库 中 一 定 高 程 的 水 面 ， 我 们 来 估算 两 个 这 样 平 面 之 
间 的 体积 , 这 两 平面 之 间 的 距离 便 是 高 程 差 六 我 们 以 4, B 各 代 
表 上 下 两 个 等 高 线圈 所 包 有 的 面积 ， 所 求 的 体积 显然 不 大 于 下 图 
面积 乘 以 高 程 差 ， 即 41， 也 显然 不 小 于 上 圈 面 积 乘 以 高 程 差 ， 即 


Bh, 也 就 是 面积 在 41 与 Bh 之 间 , 我 们 用 它们 的 平均 值 三 二 一 / 
未 代表 这 而 个 高 各 间 的 一 片 体积 ， 这 也 可 以 讲 成 为 平均 截面 和 条 
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上 高 就 等 于 两 高 程 问 的 体积 ,一 片 一 片 地 筑 出 来 , 便 可 以 知道 从 哪 
一 个 高 程 各 哪 一 个 高 程 之 间 有 和 多少 水 ,加 起 来 便 得 总 存 水 量 . 

这 个 方法 ,一般 说 来 可 以 符合 客观 需要 ,但 估计 出 来 的 盖 水 量 
可 能 仿 高 了 一 些 ， 我 们 现在 再 介绍 一 个 矿藏 量 估算 上 和 常用 的 方法 
(这 个 方法 叫做 巴 乌 曼 法 ,是 他 估算 顿 巴 斯 煤矿 矿藏 量 时 所 发 现 
的 ), 这 方法 比 以 上 的 方法 更 精密 些 , 公式 是 ， 


CA+B) -7 


而 全 是 根据 以 下 方法 所 夯 出 的 图 形 的 面积 ; 

从 制高点 O 出 发 ， 作 射线 OP， 
这 射线 在 地 图 上 4，B 之 间 的 长 度 一 一 
是 1, 另 作 一 图 , 取 一 点 0', 并 与 OF <B 2 
则 方向 取 0P'=1， 当 了 沿 着 4 走 “ 
一 几时 ,， P' 也 得 一 图 形 , 这 图 形 的 面积 就 是 多 。 这 个 面积 我 们 也 
用 了 (4， 瑟 来 表示 它 , 因为 依赖 了 二 截面 4 与 也 (这 个 方法 的 失 
导 要 用 较 长 的 篇 幅 , 或 要 用 微 积分 ,因此 从 略 ) ， 

用 连续 三 个 截面 考虑 , 第 一 法 还 可 以 改进 , 如 果 知道 三 个 截面 
的 面积 是 4，B,0, 我 们 可 以 把 夺 (4 十 了 3+O) 看 成 为 平均 面积 ， 
但 由 于 刀 面 居中 , 也 可 以 把 B 面 看 为 平均 面积 , 这 两 个 数目 不 一 
定 相等 ,我 们 再 平均 一 下 , 即 以 

5(§(4+B+0) +B)=(4 +4B+0) 

为 平均 面积 乘 上 高 度 2h, 如 此 得 两 片 在 一 起 的 体积 三 《4 十 4B+ 
0)h, 这 方法 叫做 索 波 列 夫 斯 基 法 , 或 辛 普 生 法 . 巴 乌 曼 法 及 索 波 
列 夫 斯 基 法 不 好 比较 , 有 时 这 个 精密 些 , 有 时 那个 精密 些 , 但 以 下 
的 公式 比 这 两 个 方法 都 精密 些 ， 
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p| (A+4B+ 0) — (Th, B+TB, 0)) 


算 水 库 的 方法 不 仅 可 以 用 来 算 水 库 ， 然 还 可 以 用 玉 信 下 奏 ， 
算 土石 方 等 等 感谢 从 事 于 估计 矿藏 量 的 工作 者 向 我 们 介绍 


马 曼 法 ， 现 在 我 们 以 第 四 法 来 回报 他 们 的 好 意 ， 庆 他 们 试用 和 
涂 


ee 


《 原 载 1960 年 半月 1 日 ”人 民 日 报 ) 


这 是 4 月 10 日 发 表 的 “ 算 水 库容 积 "一 文 的 补充 , 补充 分 为 两 
个 部 分 : (一 ) 说 明 一 下 平面 图 形 的 面积 的 算法 , 这 回答 一 位 读者 所 
!， 同 时 关于 面积 的 计 
算 也 是 前 文 所 需要 的 . (二 ) 介绍 一 个 没有 地 形 图 的 水 库容 积 的 计 
,| 、 算 方 法 . 
1 于 Ke 之。 (一 ) 求 平面 和 
(D 平行 线 法 ， 作 一 批 等 距离 的 平行 
线 , 假定 距离 是 % 这 一 批 平行 线 被 图 形 所 截取 的 长 度 是 72, … 
这 些 长 度 的 总 和 乘 以 4 就 可 以 差不多 用 来 作为 这 图 形 的 面积 (一 


条 的 面积 可 以 用 二 (+1)d 来 计算 ). 


当然 还 可 以 用 二 (U4 十 筷 十 15)4 来 代表 连续 两 条 的 面积 


(2) 打 方 格 法 打 以 4 为 边 长 的 方 格 ， 可 于 咸 禾 在 图 内 的 点 
数 乘 以 QQ ， 束 可 以 用 来 作为 面积 的 近似 值 ， 我 


.3 浊 过 


们 当然 也 可 以 在 图 形 上 按 等 距离 舞 上 一 批 棋 《-.……A: 
子 , 然 后 计算 棋子 数 便 可 以 得 出 面积 . A 
减少 误差 法 “把 平行 线 或 方 格 按 几 种 不 同 “+ 。。 


方 回 控 好 算出 箔 案 , 再 把 这 些 结果 求 平均 ,这 样 便 能 减少 误差 ， 
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(二 ) 求 体积 
在 水 库 水 而 上 打 方 格 , 在 每 一 格 点 , 测 出 深度 , 深度 总 和 乘 以 
一 个 方略 的 面积 , 便 是 水 库容 积 的 近似 值 . 
月 法 , 可 以 先 求 深度 的 平均 数 ,再 乘 上 水 平面 的 面积 .这些 方 
法 亏 上 次 的 方法 比较 是 简易 的 , 当然 精密 度 有 时 要 差 一 些 . 
z 〈 原 载 1960 年 4 月 14 日 “人 民 日 报 ”) 


四 “斜坡 面积 怎 柑 得 


无 论 从 理论 上 讲 或 者 在 实际 计算 中 运用 ， 计 算 一 个 不 规则 的 
立体 的 表面 积 总 是 一 件 比 较 难 的 事 ， 所 谓 比 较 难 是 指 比 算 平 面积 
和 算 立 体 体积 而 言 。 但 是 地 理学 家 和 采矿 学 家 都 有 他 们 自己 的 适 
合 于 实用 的 好 方法 ， 这 些 方法 虽然 不 能 给 出 确切 的 表面 积 ， 但 
在 坡度 不 太 悬 殊 的 地 形 下 ， 这 些 方法 都 可 以 给 出 合乎 要 求 的 粗 估 
数值 ， 有 时 还 可 以 用 分 块 算 ( 依 坡度 相近 分 块 ), 再 合计 的 办 法 来 
改进 精密 度 。 

在 介绍 这 些 方法 之 前 ,我 们 先 说 明 一 些 简 单 的 事实 , 就 是 根据 
了 这 些 事实 , 以 及 “平面 估 曲 面 ” 的 方法 , 可 以 得 出 公式 来 ， 

一 条 斜 线 , 其 长 度 是 4B， 在 水 平面 上 的 投影 3 
的 长 度 是 4'B', 其 间 有 关系 4Bceosau= 4B 这儿 一: 
a 是 斜 线 与 水 平面 的 夹 角 (也 称 水 平角 ), 勾 股 弦 《4 3 
定理 ( 商 高 定理 ) 告诉 我 们 

APB’?= A’B*?-+-BP(= A’B?(I+ te? oa)) 
这 儿 BP 是 4, B 两 点 的 高 程 差 。 把 这 原则 引伸 到 面积 上 , 假定 
有 一 平行 四 边 形 48CD, 4B, CD 两 边 都 平行 于 水 平面 4BOD 
在 水 平面 上 的 投影 是 4.80'D', 则 面积 间 有 次 之 关系 
ABCD eoso= A BO'D', 
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这 儿 a 是 平面 4BOD 的 水 平角 ,4BCD，,4'B'O'D' 表示 相应 的 面 
了 积 ， 同样 也 有 

(ABOCD)*:= (A’B'O'D)’ + (ODPQ)? 

0 这 儿 CDPQ 是 一 个 长 方形 , 它 的 高 是 遍 程 其 h 

(AB 与 CD 的 高 程 差 ), 它 的 底 长 是 4B (= 
PQ)， 所 以 ODPQ 的 面积 等 于 .4B, 即 

ABOCD= VV (A BOD) 十 (04B)2 

根据 这 些 原则 ,我 们 介绍 斜坡 面积 的 计算 方法 , 如 果 有 一 张 画 

有 等 高 线 的 地 图 , 它 的 高 程 差 是 有 , 在 要 计算 的 范围 内 ,由 低 到 高 

等 高 线 是 0, 三,…, ln_1, Ww, 我 们 也 用 这 些 符号 来 表达 这 些 等 高 线 ， 

的 长 度 , 我 们 先 在 地 图 上 景 46 与 记 之 间 的 面积 , 命 之 为 Bo 则 Am 

与 之 间 的 斜面 积 等 于 V 户 十 (oh)* 。 就 这 样 一 条 一 条 地 算出 ， 

总 加 起 来 便 是 斜坡 面积 的 近似 值 ， ln 


这 基本 上 是 采矿 学 家 巴 乌 曼 的 方法 ， 但 也 作 = 
了 一 些 必要 的 简化 和 改进 . 


在 计算 的 时 候 , 这 个 方法 需要 开 方 多 次 , 比较 
麻烦 , 地 理学 工作 者 常用 一 个 易 算 ,但 欠 精 密 些 的 伏 尔 可 夫 方 法 ， 

先 从 地 图 上 算出 要 测 地 区 的 面积 8B, 然后 表 求 平均 倾斜 角 a 
: tp or=h.t/B 
这 儿 i 是 等 高 线 的 总 长 度 o 二 和 十 … 十 ly-1， 于 是 斜面 积 可 以 用 以 
下 的 公式 来 估算 : B/cosa= 二 Bseca, 由 于 sec"aw 一 1 十 论 2w， 所 以 

Bseca= BVi+teg a= VB+ hel)” 

在 理论 上 ， 这 些 方 法 所 信 算 出 来 的 画 积 一 般 都 小 于 实际 的 面 
积 , 讲 得 更 切实 些 , 只 有 一 些 十 分 特殊 的 地 形 , 这 些 方法 所 给 的 结 
果 , 才能 无 限 通 近 真 正 的 斜面 积 . 伏 尔 可 夫 的 方法 , 仪 当 天 坛 顶 、 
人 金字塔、 蒙古 包 式 的 图 形 才 有 可 能 . 而 巴 马 曼 法 的 范围 稍 宽 一 些 ， 
但 也 仅 当 白 塔 (北海 ) 戎 芦 式 的 图 形 才 有 可 能 ， 
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这 就 建议 在 估 矿 的 时 候 , 如 果 要 求 不 太 精 密 , 不 妨 用 地 理学 家 
的 方法 来 节省 劳力 . 同时 , 反 过 来 ,在 要 求 稍 精 密 的 时 候 ,我 们 又 不 
妨 采用 采矿 学 家 的 方法 . 详细 的 比较 , 及 误差 的 估算 ,我 们 这 里 不 
谈 了 , 但 再 效 一 句 , 按 “ 坡 度 接 近 ` 来 分 块 , 分 算 合计 , 可 以 增加 精 
密度 . 
( 原 载 1800 年 5 月 15 日 “人 民 日 报 》 


五 ”怎样 预 估 产 量 


大 片 庄稼 即将 开 镶 收 制 ， 我 们 希望 预先 知道 每 让 产量 大 约 多 
少 , 以 便 检阅 我 们 一 年 来 的 生产 成 绩 , 更 好 地 在 粮食 战线 上 作 到 增 
产 节约 ,为 了 比较 迅速 和 比较 准确 地 预 佑 产量 ， 这 里 有 一 个 简便 
的 方法 。 当然 , 要 更 精确 地 核实 产量 ， 就 不 能 用 “估算 ， 而 必须 
采用 更 细致 的 方法 了 .估算 的 方法 分 为 以 下 五 步 ; 

1. 分 片 ” 依 照 庄稼 生长 情况 的 不 同 , 划分 为 若干 片 。， 例 如; 
有 地 一 百 二 十 亩 ,其 中 密 而 昔 壮 的 约 占 三 十 亩 , 密 而 有 些 倒伏 的 约 
占 六 十 亩 , 稀 朴 的 约 三 十 亩 , 这 样 ,我 们 就 分 为 三 片 . 

2. 选 方 ” 按 片 的 面积 比例 , 各 选 若干 平方 米 ， 在 上 例 中 , 密 
壮 部 分 选 一 平方 米 ， 密 的 部 分 选 二 平方 米 , 牙 的 部 分 选 一 平方 米 ， 

3. 计 粒 ” 即 估计 每 一 方 中 的 粒 数 . 先 数 有 多 少 株 , 再 拔 帮 二 
株 算 出 每 株 的 平均 粒 数 , 两 者 相 乘 即 得 这 一 方 的 粒 数 〈 佑 值 )， 

4. 平均 ”将 这 些 方 的 粒 数 总 加 起 来 , 再 以 方 数 除 之 , 即 得 一 
方 的 平均 粒 数 ,上 例 即 由 四 方 平均 ， 

5. 折算 ”由 于 一 亩 等 于 666.7 平方 米 ， 例 如 一 斤 麦 子 大 的 
是 一 万 五 千 粒 (注意 , 此 数 须 依 实际 品种 确定 ), 可 以 由 每 平方 米 驴 
粒 数 乘 以 666.7, 除 以 15, 000, 即 得 每 亩 的 斤 数 估 值 (在 实际 计算 
时 ， 由 于 666.7/15, 000=4/90， 因 此 可 用 乘 么 除 90 得 出 每 雷 厂 
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0. 减 耗 ”在 收割 及 搬运 时 和 常 有 遗 穗 遗 粒 ， 打 场 时 也 有 损失 ， 
所 以 必须 核减 耗损 ， 由 于 收割 的 工具 不 同 , 工 作 的 粗细 不 一 , 可 以 
根据 以 往 的 经 验 定 出 减 耗 百分数 .不 过 我 们 应 该 尽量 作 到 颗粒 还 

家 ,不 让 粮食 受到 损失 ， 
附 记 
上 上， 更 大 的 面积 可 用 空中 照相 法 , 依 感 光度 

不同 而 分 片 , 再 在 地 上 取样 ,用 同 法 估算 。 

2， 选 方 可 用 木 框 (或 高 梁 秆 框 ), 三 边 固定 , 一 边 活动 , 便于 套 
上 . 

3. 有 人 先 求 株 数 平 均 , 青 求 粒 数 平均 ,然后 相 乘 , 作为 每 方 陪 
喜 粒 数 。 这 是 一 个 偏 融 的 方法 , 没有 这 儿 所 介绍 的 方法 好 ， 

( 原 载 1960 年 9 月 27 日 “人 民 日 报 ”) 
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关于 在 等 局 线 图 上 计算 矿藏 
储量 与 坡地 面积 的 问题 


S11 引 言 


感谢 我 国 的 地 理 、 人 矿 冶 与 地 质 工作 者 们 , 他 们 问 我 们 介绍 了 不 
少 计算 矿藏 储量 与 计算 坡地 面积 的 实用 方法 ， 使 我 们 能 学 习 到 这 
些 方法 ,从 而 进行 了 一 些 研 究 。 作者 试图 在 本 文中 对 这 些 方法 进 
行 比较 , 曾 明 它们 相互 之 间 的 关系 , 与 这 些 方法 的 偏差 情况 , 并 提 
出 若干 建议 . 

关于 分 层 计算 矿藏 储量 方面 ,在 矿 体 几何 学 上 (网 [2] ~ [4]) 
有 HayMa 公式 , 截 锥 公式 与 梯形 公式 . 设 用 它们 算出 来 的 矿 吻 体 
积分 别 为 2, ?1 与 ?ww， 本 文 证 明了 它们 满足 不 等 式 : 

VV EVo, 
并 且 完 全 确定 了 取 等 号 的 情况 . 关于 这 三 个 公式 的 比较 问题 ， 作 
考 认 为 主要 应 从 量 纲 来 看 ,因此 我 们 认为 BayMa 公式 的 局 限 性 较 
少 ， 

本 文 提供 了 一 个 双 层 合算 矿藏 储量 的 公式 ， 这 个 公式 的 获得 
首先 在 于 我 们 找到 了 Bayxas 公式 的 一 个 新 证 明 . 这 个 证 明 既 条 
单 , 而 又 易于 进一步 改进 . 它 的 优点 在 于 比 bayxa 公式 贬 烦 得 并 
不 很 多 ,但 比 Bayxaf 公式 多 考虑 了 一 些 因 索 , 同 时 也 比 4000TeBcRIi 
公式 ( 即 通常 的 双 层 合算 矿藏 储量 的 公式 ,网 [2] ~ [41) 多 考虑 了 
一 些 因 素 。 我 们 推荐 它 供 我 国 矿藏 侍 量 计 算 工 作者 参考 或 试用 ， 

@ 与 王 元 同志 合作 。 
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关于 坡地 面积 的 计算 方面 , 在 地 理学 上 常用 BomKoB 方法 〈 兄 
[3j~ [61); 在 矿 体 几何 学 上 , 则 常用 Baywa 方法 ( 见 [~~ [2]). 
本 文 指出 ，BayxMaE 方法 比 BoxgoB 方法 精密 , 但 用 这 两 个 方法 算出 
的 络 采 党 比 真 正 的 结果 侦 低 ， 本 文 完全 定 出 了 能 够 用 这 两 个 方法 
来 无 限 精 密 地 计算 其 面积 的 曲面 及 指出 这 两 个 方法 的 偏差 情况 ， 
评 言 之 , 偏差 依赖 于 有 曲面 上 点 的 倾角 的 变化 。， 只 有 当 整 个 曲面 上 
各 点 的 倾角 都 相差 不 大 时 ，Bomgos 方法 才能 得 到 精确 结果 ， 而 只 
有 关上 归 而 在 福 邻 两 等 高 线 间 的 点 的 倾角 的 变化 不 大 时 ，HayxMa 方 
法 才能 给 出 精密 的 结果 ,然而 在 其 他 情况 下 , 用 这 两 个 方法 的 误差 
就 可 能 比较 大 了 ， 因 此 我 们 建议 在 等 高 线 图 上 通过 制高点 引进 车 
干 条 放射 线 , 当 曲 面 与 直 纹 面相 近 时 , 可 以 分 别 求 出 相 邻 两 条 放射 
线 间 的 表面 积 , 然后 总 加 起 来。 如 果 相 邻 两 条 等 高 线 间 与 相 邻 两 
生生 曲面 的 倾角 的 变化 都 比较 大 时 , 可 以 分 别 算出 由 放射 

线 及 等 高 线 所 织 成 的 每 一 小 块 的 表面 积 , 然后 总 加 起 来 ， 这样 算 
出 的 结果 ,偏差 就 比较 小 了 ， 


$2 矿藏 僻 量 计算 


1. BayMaH 方法 

假定 有 一 张 矿藏 的 等 高 线 图 , 蜗 程 差 是 h, 地 图 上 所 表示 的 一 
圈 , 实际 上 便 是 一 定 高 程 的 矿 体 的 截面 积 ， 我 们 来 估计 两 张 这 样 
的 平面 之 间 的 矿藏 的 体积 , 这 两 张 平 面 之 间 的 距离 便 是 高 程 差 h. 
我 们 以 4, B 各 表示 下 、 上 两 个 等 高 线圈 所 包围 的 截面 ( 见 图 1， 它 
们 的 面积 亦 记 为 4, B)， PayMa 建议 用 
4 B) 有 全 
来 估算 这 两 个 高 程 间 的 一 片 的 体积 vz， 此 处 2(4, B) 是 用 以 下 方 
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4 一 ES (A+B)— 


法 所 各 出 的 图 形 的 面积 , 称 它 为 BayMagH 改正 数 ， 

如 图 2 中 , 从 制高点 CO 出 发 ， 作 放射 线 OP, 这 放射 线 在 地 图 
上 4, B 之 加 的 长 度 是 i。 男 作 图 383, 取 一 点 0', 与 OP 同方 向 取 
0O'P' 一 1 当 卫 延 着 4 的 周 界 走 一 圈 时 ，P' 也 得 一 图 形 , 这 图 形 
的 面积 陨 称 为 BayMaE 改正 数 ， 因 为 它 依赖 于 两 鹤 面 4 与 BB, 所 
以 我 们 用 (4，,，B) 来 表示 它 ， 

把 算出 来 的 矿 体 体积 一 片 一 片 地 加 起 来 ， 束 得 到 矿 泗 的 体积 
VY , 换言之, 设 矿 体 的 等 离线 图 的 n 十 1 条 等 高 线 所 转 成 的 面积 依 
次 为 So,， Si,…*， Na 则 矿 体 的 体积 六 由 下 式 来 近似 计算 . 

V(t gr 有 一 各 BTSn, Bnd), © 

比 处 有 为 高 程 差 (图 4)， 

定理 ”(BayMaH) 已 知 物体 的 下 底 4 与 上 上 底 B (其 面积 亦 记 
为 4, B) 均 为 平面 , 且 4 平行 于 B, 为 它们 之 间 的 高 , 0 为 B 上 
一 点 , 若 用 任意 通过 0 而 垂直 于 B 的 平面 来 截 物 体 ,， 所 得 的 和 截面 
都 是 四 边 形 , 则 物体 的 体积 % 怡 如 (1) 式 所 示 ， 


证 以 0 为 中 心 ,引进 极 坐 标 ( 抑 图 咏 ， 命 高 度 为 2 的 等 忆 

线 的 极 能 标 方 程 为 
p=p(z, 6) (0<6<27), 
其 中 ,p(%, 0) = 一 pz 2m).。 今后 我 们 党 假定 p 人 8) (00<27, 
0<z<h) 是 连续 的 , 我 们 不 妨 假定 4, B 的 高 程 各 为 0 及 h. 并 
且 记 
p14(0)=p(0, 0), pa(t) =p(h, 0). 
由 假定 可 知 
pl%, 0) = pa(O) + 

物体 的 全 


0 ”(2， bcl Oz 


| (pl) + 


(多 p1(0) 二 ea 
3 
1 


pi1(0) (0<z<h). 


p16)) dz db 


| p30)a0+ i =| p83(0) do | 
-各 [于 | (p10) pa(0))? a0 
| 
-加 (4+B) 一 名 T(4, B). 
定理 证 完 ， 
4%. Bbaymat 公式 , 截 锥 公式 与 梯形 公式 的 关系 
假定 物体 的 下 底 4 与 上 底 B 均 为 平面 , 且 4 平行 于 B, 有 为 


它们 之 间 的 高 , O 为 B 上 一 点 , 除 BayMaE 公式 外 , 常用 下 面 两 公 
式 来 近似 计算 物体 的 体积 


哉 锥 公式 ， wu (A+B+ VAB), (3) 


es S554. 


梯形 公式 . v= (A+B), (4) 


通常 当 和 ->>40% 时 ,用 公式 (3), 而 当 三 二 一 <40% 时 ,用 公 
式 (4)， 
定理 1 不 等 式 
VVIE Vo (5) 


恒 成 立 ， 当 和 且 仅 当 物 体 为 截 锥 , 且 此 锥 体 的 项 点 至 底面 4 的 垂 线 
通过 点 0 时 , 2 二 m1 当 且 仅 当 4 = 五 时 ,四 一 如， 
证 ”如 Faywag 定理 中 的 假定 。 由 Bayxa 公式 及 ByHAEOB- 
cKH 共 -SScbwar2z 不 等 式 可 知 
v= | (p23(0) + 02(0) + p1(0)ps(0)) a0 


6 
h 
3 


人 


5 | p1(0)ag+ 5 | p29) a0 
a 


=~S(A+tB+V AB)=, 


当 且 仅 当 p1(0) =cpa(0) (0<9<2m, 6 为 常数 ) 时 ， 即 当 这 物体 为 

一 截 头 锥 体 , 而 此 锥 体 的 顶点 至 底面 4 的 垂 线 通过 点 0 时 , 才 会 

取 等 号 (图 6). 
又 由 于 


vo 一 了 (A+B) (A+B+V AB) 
-L(VA- VB):>0, 


所 以 V1 Vo 
当 且 仅 当 4=B 时 取 等 值 , 定理 证 完 ， 图 6 


关于 这 三 个 公式 的 比较 问题 ,我 们 认为 主要 应 该 从 量 纲 来 看 ， 
面 的 量 纲 为 2. 所 以 把 面 的 量 纲 考虑 为 工 所 得 出 的 公式 ,局 限 性 往 
往 是 比较 大 的 . 
梯形 公式 是 把 中 间 截 面 看 成 上 底 与 下 底 的 算术 平均 而 得 到 
的 , 所 以 把 面 的 量 纲 当 作 工 
Bayaam 公式 则 是 将 中 间 截 面 作为 量 纲 2 来 考虑 的 ， 详 言 之 ， 
它 假定 了 p(z, 9) 为 p (0, 0) 与 p (h, 9) 关于 % 的 线性 关系 而 得 
到 的 ( 见 1). 
鹤 锥 公式 亦 是 将 中 间 截 面 的 量 纲 考虑 为 2， 但 比 Baywar 公 
式 还 多 假定 了 p(0, 0) =cp(h, 9) (0<90<2m), 此 处 6 为 一 常数 . 
因此 我 们 认为 BayMag 公式 更 具有 普 
/ 遍 性 , 所 以 用 它 来 近似 计算 物体 的 体积 , 一 
二 上 二 服 说 来 ,应 该 比较 精确 , 但 这 并 不 排斥 对 于 
某 些 个 别 物 体 ， 用 其 他 两 个 公式 更 恰当 些 
的 可 能 性 ， 例 如 有 一 梯形 , 其 上 底 与 下 底 
的 宽度 相等 (如 图 7 所 示 ). 用 梯形 公式 反而 能 获得 它 的 真正 体积 ， 
而 用 Bayxa 公式 与 截 锥 公式 来 计算 , 结果 就 偏 低 了 ， 不 过 , 我 们 
注意 此 时 这 梯形 的 截面 的 量 纲 为 1 (由 于 沿 y 轴 未 变 )， 
”相对 于 Eaywa 公式 , 我 们 还 可 以 估计 用 梯形 公式 与 截 锥 公式 
的 相对 偏差 
例如 当 失 一 二 一 40 匈 ( 即 B> 己 5 4) 时 ， 用 梯形 公式 算出 的 结 
果 相 对 于 Bava 公式 算出 的 结果 的 相对 信 关 为 


FATB)h- SATBhTETA, B) 


图 7 


/= Vo 
2 (A+B)h- We T(A, B) 


T(A, B) 
3(A+D TA By 
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因为 T(4, B) 过 4B( 即 


1 ein 、 » OT 
| (p1(0) — pa(0))* d0 < | oO)a0 一 本 | p2(0)ag, 


此 不 等 式 显然 成 立 ) , 所 以 


ja 


3. 建议 一 个 计算 矿藏 储量 的 公式 
BayxMaE 公式 是 假定 p(z, 90) 为 p(0, 9) 与 plh, 9) 关于 < 
线性 关系 而 得 到 的 。 如 果 我 们 将 两 相 邻 分 层 放 在 一 起 估计 ， 即 已 
知 相 邻 三 等 高 线 p (0 gp b) 与 p (2h, 4)， 我 们 用 通过 
p(0, 9), plh, 的 与 p(24, 0) 的 抛物 线 所 形成 的 曲面 p==pC%, 全 
来 交 近 人 矿 体 这 两 分 层 的 表面 ， 因 此 我 们 建议 用 如 下 的 计算 方 
命 4, B, CO 分 别 宕 示 连 续 三 等 高 线 所 围 成 的 截面 (面积 亦 记 
为 4, 8B, 0), 4 与 B 及 B 与 0 之 间 的 距离 都 是 h, 则 这 两 请 在 
一 起 的 体积 可 用 以 下 公式 来 近似 计算 
v0 一 他 (A+4B+O)— 让 (27(4 B) 
+2T(B, 0) -Th, 0)). (6) 
如 果 不 计 (6) 式 中 的 第 二 项 , 就 是 熟知 的 Co6oreBcEKHE 公式 ,把 
二 片 二 片 的 体积 总 加 起 来 , 就 得 到 矿藏 的 总 体积 的 近似 公式 ， 
言 之 , 设 矿 藏 的 等 高 线 图 的 2% 十 1 条 等 高 线 所 围 成 的 面积 依次 
为 So, Si,…，S2n, 而 高 程 差 为 h, 则 人 矿藏 的 体积 这 由 下 式 来 近似 


* 357。 


计算 
户 n—t n—1 
DV =|So+ Sat4 2 darit2 >2 92: | 
ph 8 一 二 nn 
-|2 Dy 也 (SS +2 By T (Sar11, Sire) 
-并 区 (So Bars2) |. 7) 
注意 : 如 果 等 高 线 图 含有 偶数 条 等 高 线 , 则 最 上 面 一 片 可 以 单独 侦 


1 ， 计 , 其 余 的 用 公式 (7). 
pa 定理 2 已 知 物体 的 上 底 0 与 下 底 
/ >” 4 均 为 平面 , 召 为 中 间 截 面 (面积 亦 分 


”7/ 别 记 为 0, 4, B), 且 4, 0 都 与 BB 平 
0、 | ” 行 , 4 与 之 间 及 B 与 0 之 间 的 距离 

都 是 h,， 0 为 CO 上 一 点 (图 8)， 车 用 任 
于 意 通过 O 而 垂直 于 0 的 平面 截 物体 ， 所 


得 的 稚 厨 的 周 界 多 自 两 条 直线 及 两 条 抛物 线 所 构成 则 物体 的 体 
积 vs 答 如 (6) 式 所 示 ， 
证 ”以 O 为 中 心 , 引进 极 坐 祭 , 命 高 度 为 > 的 等 高 线 的 极 华 

仁 方 程 为 

p=pl%, 0) (0 和 0 入 2r， pls, 0)=p(%, 27)). 
人 不妨 假 定 4，B, 0 的 高 程 分 别 为 0, h, 2h, 并 且 记 

pi(t)=p(0, 0), pa(b) =plh, 0), pa(0) 一 027 0) 

由 假定 可 知 

D(2， 0) = 2 2h). pi(g) 


本 2 pa2(0) 十 2 ps(O) (8) 


因此 物体 的 体积 vs 为 
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1 (2 (2 » 

| | pi(g¢, Oa0 ds 
-3 oP [a 

palO) + EE po(0) | di 

-3 ), [每 FO+ 拒 0) + PO) + A pi(0) ps(0) 
+ pa(O) ps (0) 一 二 pi 


(2 0 4p3(8) ， p20) 
3 | 


(0) pa(0) dg 


- 沿 (01(0) 一 ps(O))? 一 部 (ps(0) -ps(0))? 

+ 二 《2 一 pa(9))?|d6 

h ph 
-H(At+4B+0)— 5 (27(4, B) 


+27(B, 0) —T(A, 0)). 
定理 证 完 ， 


33 站 地 面积 计算 


和 .Baywan 方法 及 Bonkos 方法 

现在 先 介 绍 矿 学 家 及 地 理学 家 所 常用 的 方法 ， 假 定 地 图 上 以 
4h 为 高 程 差 画 出 等 高 线 , 今后 我 们 常 假定 
有 一 制高点 ， 及 等 高 线 成 圈 的 情况 来 讨论 
(其 他 情况 也 可 以 十 分 容易 地 被 推出 来 ). 
我 们 假定 由 制高点 出 发 ， 向 外 一 图 一 圈 地 
画 出 等 遍 线 (1)，(ln_2)， …， (to) (图 和 多 9 
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9). 记 (lo) 的 高 度 为 0, 而 制高点 用 (bo) 表 之 , 它 的 高 度 是 hh Wo 
与 (tis1) 之 间 的 面积 用 Bi 表示 ( 即 投影 的 面积 )， 
1. 级 体 几何 学 上 第 用 的 方法 的 步骤 如 下 : 


2 Ci 一 豆包 十 fd) 入 (中 间 直 立 隔 板 的 面积 ); 

b. 信 ' VV 玉 OF 就 是 所 求 的 斜面 积 的 浙 近 值 (Bayxar 方法 ) 
TI， 地 理学 上 常用 的 方法 的 步骤 如 下 . 

ns. 3 (等 高 线 的 总 长 度 )，B- 马 B; (总 投影 面积 )， 


"1 
tg w 一 4 (平均 倾角 


b.Bseca 一 TCD 就 是 所 求 的 斜面 积 的 渐 近 式 
(BozFKoB 方法 )， 

附 记 VG 十 瑟 可 以 借 商 高 定理 ,用 图 解法 很 快 求 出 . 

这 两 个 方法 哪 一 个 更 好 一 些 ?这些 方 法 给 出 的 结果 在 怎样 的 
程度 上 迫近 斜面 积 y 换 名 话说， 当 等 高 线 的 分 布 趋向 无 限 精密 时 
(也 就 是 4h->0 时 )， 这 些 方法 所 给 出 的 结果 是 什么 ? 是 否 就 是 真 
正 的 斜面 积 呢 ? 一 般 说 来 ,答案 是 否定 的 ,仅仅 是 一 些 十 分 特殊 的 
曲面, 答案 才 是 肯定 的 .我 们 将 在 下 面 定 出 这 些 曲 面 ,并 将 给 出 这 些 
方法 和 实际 结果 的 相差 比例 , 同时 指出 避免 较 大 偏差 的 计算 步 双 

5. Ba, Bo 与 S 的 关系 

以 制高点 Go 为 中 心 0, 引进 极 举 标 ， 命 高 度 为 2 的 等 高 线 
方程 为 

p=p(#, 0) (0<0O<2n), 
其 中 p(%, 9) 一 p( 2m)、 我 们 在 今后 常 假定 2 外 与 只 如 外 
(0<9<2m, 0<s< 从 都 是 连续 的 命 s= 全 加 则 到 所 包围 的 面 


积 等 
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1 { pe 
-二 2 站) 
本 |。，P sp Wadd, 
折 以 中 中 全 公式 可 知 
二 马克 . 
有 -三 | [Lp (%, 0) — Pp (gir1, 0) 1ad 


站 27 
=—| ple 0 0 ph, 


此 处 = E [2 2 可， 而 仙 = 一 ， 另 一 方面 ，(4) 的 长 度 等 于 


.=| a /7 po D+ (PE) do. 
由 Bayxar 方法 所 得 出 的 结果 是 
0=-| | pr (a!, 9) + (Les 0 ) a0 Ah, 
这 里 用 了 中 值 公式 , 攻 E [siz] 因此 当 妨 ->0 时 ， 
趋 近 于 
Ray (ea) t(j Vet) 0) 
这 便 是 用 Bayxar 方法 算出 的 斜面 积 , 当 4>0 时 所 趋向 的 数值 . 
z8 -人 
(注意 : ph 0) 一 0) 及 4 的 极限 应 当 等 于 
lm 宇和 YP D+ ) a 


T+ = 


-ef VA) 0 


因此 用 Boxxos 方法 算出 的 斜面 积 , 当 4 一 0 时 ,所 趋 癌 的 数值 并 


Sl Ie 


于 
19_ Do sos ,oo OF On 310. Op \? 
|(W) TP ag 2 dN ds (1+( ) )aw, 


08 0 py 
所 以 冬 面 的 面积 SS 为 


gf /pm my 
s—|, sf Ve +() +( Pp Be ) 0. 
为 了 比较 Ba, Bo 与 S, 我 们 引进 一 个 复 值 函 数 
0 DA 
则 得 
"hh! fo 
aA=| | /A Ta 
| 1 2 040 de, (13) 
30- 上 f 2, 的 0 人 ， (14) 
及 
S-| | | f(z, 9) |a0 as. (15) 
因此 显然 有 不 等 式 
Bo<hPas< 和 A (16) 


由 此 可 见 ，(i) BayMa 方法 比 Boxk08B 方法 精密 ，(ii) 所 求 出 
的 结果 比 真正 的 结果 偏 低 一 些 ，(iii) Bayman 方法 既然 偏 低 , 因此 
可 以 作 如 下 的 修改 , 即 取 Ci:=5 4h， 这 样 既 简化 了 算法 而 又 增 大 
了 数值 

现在 来 考虑 Bo=S 及 Ba=58 的 曲面 , 先 讲 下 面 的 引 理 ， 

引 理 ”车 f(z) 为 区 间 [c, 5] 中 的 复 值 函数 ， 此 处 4, 5 均 为 
实数 , 则 等 式 

| fCwas =| 1f (0) la (17) 


成 立 的 必要 且 元 分 的 条 件 是 了 (%) 的 虚实 部 分 之 比 为 常数 . 
证 命 1(%) 一 p(2)e™”, p(w) 之 0, 而 0(z) 是 实 函数 . 显然 如 
果 lw) 为 村 2 无关 的 第 数 , 则 (17) 成 立 ， 肥 之 ,由 于 
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v0 


(70) ao) =| | fF dray 
-| | pp (Wee me ddy 


一 3 | pa) p(y cos tO 2) —0(9) ld dy, 


QT 


(小 0 ) 一 | £2)pY) dr dy 


因而 若 忆 7) 成 立 , 则 必 
cos (Oz) — 0) =1, 

好 6(w) 圭 0(y)。 此 有 即 引 理 所 知 ， 

易 知 对 于 多 重 积分 , 引 理 依然 成 立 ， 

由 引 理 可 知 

Po- 1 | f(s, Ods dp -| | f(z, 0) dz d0 =8 

成 立 的 必要 且 充 分 的 条 件 为 1(z, 9) 的 虚实 部 分 之 比 是 第 数 c， 则 
得 偏 微 分 方程 


p+ (0) = (p 2). (18) 
换言之 , 仅 有 适合 这 偏 微分 方程 的 函数 p 一 p(%, 8)，BoxE0B 方法 
才能 给 出 正确 答案 . 这 当然 要 适合 以 下 的 条 件 : pW 急 =0《\ 这 是 
制高点 ) 及 p(0, 9) =po(9) (这 是 曲面 的 底盘 方程 )， 

我 们 并 不 解 这 偏 微 分 方程 , 而 从 它 的 几何 意义 入 手 ,把 0 与 : 
看 成 参 概 数 , 即 
v=pCc0st, Y=psint, %=%, 
而 2 是 0 与 2 的 函数 ,由 


CO _ Op gil Oy .Op nf 
a 30 cosl — psing, 3 30 sinl 十 pcosl 


Oz _ 


O_Op., 0Y _ Op 
5 一 OS > sing F 1 
得 知 在 曲面 上 的 点 〈 2) 的 法 线 方向 是 
(58 sin t+ pceosd, -6 cost+psing, —p 2 ). 
由 (18) 可知 它 与 ? 轴 的 交角 a( 即 点 (9, z) 的 倾角 ) 的 余弦 每 于 
Op 
fo 1 


COS 0 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 和 一 一 一 一 /一 一 一 > 
Vo ge) +(B) te Vt 

是 一 常数 .也 就 是 说 , 这 曲面 的 切 平面 与 地 平面 ( 即 wy 平面) 成 一 
回 定 角 庶 a， 我 们 来 说 明 这 样 的 曲面 的 几何 性 质 . 

从 制高点 向 wy 平面 作 任 一 垂直 平面 , 这 平面 与 该 曲面 的 区 线 
有 次 之 性 质 ， 这 曲线 上 每 一 点 的 切线 与 wy 平面 的 交角 为 a。 因 
此 , 它 是 一 条 直线 . 

从 任 一 平面 封闭 曲线 (lo) 作 底 盘 , 以 任 一 投影 在 盘 内 的 所 
Ca) 作 制 高 点 ， 通 过 制高点 与 底盘 垂直 的 直线 称 为 轴 。 通过 (Wo) 
上 任 一 点 4 作 一 直线 , 它 在 4 与 轴 所 成 的 平面 上 , 与 底盘 的 区 针 
是 a.， 这 样 直线 所 成 的 图 形 便 是 适合 Bo= 的 图 形 . 

所 以 ， 如 果 有 最 


, \ 高 峰 ， 而 且 向 下 看 没 

(1) 有 陡峭 的 角度 ， 则 仅 
有 以 下 的 曲面 才能 

Bo 一 S. 底盘 是 回 或 

圆 的 若干 切线 形成 的 


国 10 多 角形 或 一 些 圆 弧 及 

一 些 切 线 所 形成 的 图 形 ， 轴 的 尖端 在 通过 圆心 而 垂直 于 底盘 的 直 
线 上 ( 见 图 10)、 

通俗 些 说 , 只 有 蒙古 包 , 金字 塔 和 一 些 由 此 复合 出 来 的 图 形 ， 
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才能 由 BorgoaB 方法 来 无 限 近 近 ， 
但 什么 时 候 Ba=S 呢 ” 当然 Bo= 8 的 时 候 Ba==S 除 掉 上 面 
所 求 的 曲面 ,还 有 其 他 曲面 否 ? 等 等 。 有 ! 证 明 如 下 , 从 


Fa- | | fz, 0) a0 «| | f(z, 0) id ds—8 


站 人 (人 f(z, 0) ldo — [网 J (2， 0)a9 | ) 必 =0 
因为 积分 号 下 的 函数 是 非 负 的 . 因此 对 任 一 常 有 
.IzG, 0 lao= | 7Ges a0 


因此 当 固 定 z 时, f(z, 9) 的 虚实 部 分 之 比 是 常数 , 即 方程 (18) 中 
的 6 是 仅 为 z 的 函数 . 所 以 仅 有 下 面 的 曲面 才能 Ba =S. 高 程 相 
同 之 处 , 曲面 有 相同 的 倾角 。 用 通俗 的 话说 , 只 有 戎 芒 , 白 塔 ( 北 
海 ), 才能 由 Baywa 方法 来 无 限 副 近 . | 

现在 我 们 来 估计 一 下 这 两 个 方法 给 出 的 结果 的 偏差 情况 。 假 
定 曲 面 上 点 的 倾角 的 余 粥 介 于 两 正常 数 志 与 了 之 间 , 即 4 


4 二 COS QE, 


Op 
fo 
Bh 一 一 一 一 一 一 一 一 一 去 7， 
Co ) (oY 十 o 
V (p22) +(-8 ) + 
Op 
2 
| , P +( 获 ) , 
由 此 可 得 CC 
(pF) +(B) te 
因而 
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Dr rp Op 
| | =- FB2 dz dES 


0 
因 斑 Bo E+ 4H) S= Vi ms 
又 因为 I>n 宇 二 0, 所 以 
六 <VITR 六 
〈 将 两 端 平方 ,此 式 即 (2 一 全 ) 代 一 六 关 0) 即 得 
Bo> A. 
7 


总 而 言 之 ,我 们 证 明了 下 面 的 定理 ， 
定理 8 车 曲面 p=pC%, 1) (0 志 z<R, 0<0<2m) 上任 一 点 的 
倾角 wa 的 余 强 都 满足 0 二 6cosa 志 m7, 则 不 等 式 
SS<Bo<ha<s (19) 


成 立 ，Bo=5 的 充 要 条 件 是 曲面 的 任意 点 都 有 相同 的 倾角 ，BPa = 
SD 的 充 要 条 件 是 曲面 在 高 程 相等 处 的 点 有 相同 的 倾角 . 

6. 算法 建议 

由 定理 3 可 以 看 出 只 有 当 则 面 上 的 点 的 倾角 变化 不 大 时 ， 
Borgos 方法 才能 得 到 精确 结果 ， 而 只 有 当 曲 面 在 相 邻 两 高 程 间 的 
扩 的 倾角 相差 不 大 时 ，Bayxmar 方法 才能 给 出 精密 的 结果 , 然而 在 
其 他 和 迟 况 下 ， 用 这 种 方法 的 误差 就 可 
能 比较 大 了 . 

因此 我 们 建议 如 下 的 算法 ， 在 等 
高 线 图 上 (图 11), 通过 制高点 in 引 
和 进 若干 条 放射 线 bo， 04,…，0w-1， 其 

图 中 0; 的 幅 角 等 于 zz-， 放 射线 0 

0 与 等 高 线 4 444 所 围 成 的 面积 记 为 Qj; 4 被 而 ， ty1 所 截取 
的 一 段 的 长 度 记 之 为 纪 . 
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方法 T，4.D, 一 ds (等 高 线 图 在 放射 线 护 与 01+1 之 间 的 
面积 ); 

b. 如 一 ( 全 1 )4% (中 间隔 板 在 两 直立 墙壁 之 间 的 面积 之 
和 ); 

coi 一 袜 V 矶 于 而 就 是 所 求 曲 面 面 积 的 渐 近 值 ， 

方法 .a， 6 一 yh 《中 间隔 板 在 两 直立 墙壁 之 间 的 面积 ); 


b. oo 一己 VHT 本 二 ey 不 是 所 求 曲 面 面 积 的 渐 近 值 ， 
与 上 有 段 相同 的 方法 可 知 


Ej Ve) 
-| | fil, 9) dz|ab (20) 


s=| [YFT( 鞠 ) rp 总) dz 
-| i f(z, 0) ldz dd (21. 
分 别 为 当 %>20, m>00 于, 01 与 03 所 趋 近 的 数 ( 关 于 f(3, 起 的 
定义 请 参看 (12) 式 ). 
显然 Bo 和 天 入 8 (有 见 (10)), 同 上段 的 方法 可 知 =S 的 充 要 
条 件 为 曲面 为 直 纹 面 ， 由 于 cs 趋 于 其 面积 , 所 以 方法 最 为 粳 
密 可 菲 ， 
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统筹 方法 平话 及 补 欧 ” 


QH 


前 


统筹 方法 ,是 一 种 为 生产 建设 服务 的 数学 方法 ， 它 的 实用 范 
围 极为 广泛 , 在 国防 、 在 工业 的 生产 管理 中 和 关系 复杂 的 科研 项 目 
的 组 织 与 管理 中 , 皆 可 应 用 . 但 是 , 这 种 方法 , 只 有 在 社会 主义 制 
度 下 ,才能 更 有 效 地 发 挥 作用 . 毛 主席 指出 ; “世间 一 切 事物 中 , 人 
是 第 一 个 可 宝贵 的 。 在 共产 党 领导 下 ,只 要 有 了 人 ,什么 人 间 奇 迹 
也 可 以 造 出 来 ?由 于 群众 的 主观 能 动 性 和 创造 性 的 发 挥 , 顺利 解 
决 当前 工作 中 的 问题 , 那么 , 今天 的 主要 矛盾 , 明天 将 会 变 为 次 要 
矛盾 。 因 此, 我们 必须 根据 实际 情况 不 断 修改 我 们 的 流 线 图 , 及 时 
地 抓 住 主要 矛盾 , 合理 地 指挥 生产 . 

“平话 ”是 平常 讲话 的 意思 ， 由 于 这 是 一 本 普及 性 和 推广 性 的 
小 册子 ,因此 ,主要 的 概念 讲 了 ,许多 具体 细致 处 不 可 能 讲 得 太 多 . 
但 是 , 为 了 满足 部 分 读者 的 要 求 ,在 书 中 适当 地 补充 了 有 关 理论 推 
导 的 章节 。 一 般 读 者 对 这 一 部 分 可 以 略 过 不 读 ， 

在 这 本 小 册子 里 , 讲 的 主要 是 有 关 时 间 方 面 的 问题 ,但 在 具体 
生产 实践 中 , 还 有 其 他 方面 的 许多 问题 . 这 种 方法 虽然 不 一 定 能 
直接 解决 所 有 问题 ,但 是 , 我 们 利用 这 种 方法 来 考虑 问题 , 也 是 不 
无 神 益 的 . 

这 本 册子 虽 小 , 但 在 编写 过 程 中 , 由 于 很 多 同志 的 帮助 ,特别 


Q@ 本 文 是 作者 在 1965 年 6 月 6 日 “人 民 日 报 发 表 的 “统筹 方法 平话 “一文 的 基 
础 上 ,进一步 修改 而 成 的 。 
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是 最 近 和 一 些 有 实际 经 验 的 同志 共同 学 习 , 发 现 了 一 些 新 东西 , 进 
行 修改 补充 , 易 稿 不 下 十 次 .因此 , 与 其 说 这 是 个 人 所 编写 的 , 还 
不 如 说 这 是 大 家 的 创造 和 发 展 , 由 我 来 执笔 的 更 确切 些 ， 为 此 , 特 - 
向 这 些 同志 表示 深 深 感 谢 . 

由 于 我 的 水 平 限制 , 在 这 本 小 册子 中 , 一 定 有 不 少 欠 妥 之 处 ， 
请 读者 批评 指正 ， 


Sl1 | 本 


想 泡 过 茶 喝 . 当时 的 情况 是 : 开水 没有 ， 开 水壶 要 洗 , 从 更 守 
杯 要 洗 ; 火 已 升 了 , 厅 叶 也 有 了 ,人 怎么 办 ? 

办 法 甲 ， 洗 好 开水 过, 灌 上 凉水 , 放 在 火 上 , 在 等 待 水 开 的 时 
候 , 洗 茶 壶 、 洗 茶杯 、 拿 茶叶 , 等 水 开 了 , 泡 东 喝 .， 

办 法 乙 ， 先 做 好 一 些 准 备 工作 , 洗 开 水 过 , 洗 壶 杯 , 拿 林 时 ,一 
切 就 绪 , 灌水 烧 水 , 坐 待 水 开 了 泡 闲 喝 . 

办 法 再 ， 洗 净 开 水 弯 , 灌 上 凉水 , 放 在 火 上 , 坐 竺 水 开 , 开 了 之 
后 急 急忙 念 找 驼 时, 洗 亚 杯 , 泡 订 哆 . 

哪 一 种 办 法 省 时 间 , 谁 都 能 一 眼看 出 第 一 种 办 法 好 , 因为 后 二 
种 办 法 都 “ 窝 了 工 ， : 

这 是 小 事 ,但 是 引子 ,引出 一 项 生产 管理 等 方面 有 用 的 方法 来 . 

开水 壶 不 洗 ， 不 能 烧 开 水 ， 因 而 洗 开 水 过 是 烧 开 水 的 先决 问 
题 。 没 开水 、 没 茶叶 、 不 洗 壶 杯 ， 我 们 不 能 泡 共 ,因而 这 些 义 征 泡 
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茶 的 先决 问题 ， 它 们 的 相互 关系 , 可 以 用 图 1-1 的 箭头 图 来 表示 ， 
箭 杆 上 的 数字 表示 这 一 行动 所 需要 的 时 间 , 例如 -一 > 表示 从 把 水 
放 在 炉 上 到 水 开 的 时 间 是 十 五 分 钟 ， 

从 这 个 图 上 可 以 一 眼看 出 , 办 法 甲 总 共 要 16 分 钟 (而 办 法 乙 、 
丙 需 要 20 分 钟 )， 如 果 要 缩短 工时 .提高 工作 效率 , 主要 抓 的 是 烧 
开水 这 一 环节 ,而 不 是 拿 茶叶 这 一 环节 ， 同 时 , 洗 壶 杯 、 拿 茶叶 总 
共 不 过 4 分 钟 ,大 可 利用 “等 水 开 ” 的 时 间 来 做 . 

是 的 ,这 好 象 是 废话 , 插 之 无 其 高 论 。 有 如 , 走路 要 用 两 条 他 
走 ,吃饭 要 一 口 一 口吃 , 这 些 道理 谁 都 懂得 ,但 稍 有 变化 , 临 事 而 迷 
的 情况 , 确 也 有 之 ， 在 近代 工业 的 错综复杂 的 工艺 过 程 中 ,往往 就 
不 能 象 泡 茶 喝 这 么 简单 了 .任务 多 了 , 几 百 儿 千 ,甚至 有 好 几 万 个 
任务 ; 关系 多 了 , 错 综 复 鸭 , 千 头 万 绪 , 往往 出 现 万 事 具备 , 只 欠 东 
风 的 情况 , 由 于 一 两 个 零件 没完 成 , 耽误 了 一 架 复杂 机 器 的 出 厂 时 
间 ， 也 往往 出 现 , 抓 得 不 是 关键 , 连夜 三 班 , 急 急 忙 忙 , 完成 这 一 环 
节 之 后 , 还 得 等 待 旁 的 部 件 才能 装配 ， 

洗 茶 志 , 洗 茶杯 , 拿 茶 叶 没有 什么 先后 关系 , 而且 同 是 一 个 人 
的 活 , 因而 可 以 合并 成 为 


用 数字 表示 任务 ,上面 的 图 形 可 以 写成 为 


、 4 
3) 


图 1-3 
1 一 洗 开水 剖 ; 2 一 烧 开水 ; 3 一 洗 浇 、 杯 , 拿 茶 叶 ; 4 一 泡 共 
看 来 这 是 “小 题 大 做 ”但 在 工作 环节 太 多 的 时 候 , 这 样 做 不 非 
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常 有 必要 了 ， 

这 样 一 个 数字 代表 一 个 任务 的 方法 称 为 单 代号 法 ， 每 一 个 数 
目 字 代表 一 个 任务 , 写 在 箭 尾 上 , 箭 杆 上 的 数字 代表 完成 这 个 任务 
所 需要 的 时 间 . 

另 一 个 方法 称 为 双 代 号 法 。 我 们 把 任务 名 称 写 在 箭 杆 上 ,如 
图 1-4， 箭头 与 箭 尾 衔接 的 地 方 称 为 节点 (或 接点 )， 把 节点 编 上 
号 码 ， 图 二 4 成 为 


1 7~ 1 
DO tis 
; ， 忆 4 一 (5) 
3) 

1-S 


(1-2) 一 洗 开 水 这 ; (2- 久 一 烧 开 水 ; 
(3-4) 一 洗 守 \、 标 , 拿 杂 叶 ; (4-5) 一 泡 茶 


单 代号 法 与 双 代号 法 哪个 好 , 实际 上 是 各 有 优点 。 我们 用 双 
代号 法 开始 讲 , 在 讲 的 过 程 中 穿插 着 讲 单 代号 法 ， 


$2 工序 流 线 图 与 主要 地 盾 线 


一 项 工程 (或 一 个 规划 ), 总 是 包含 多 道 工 序 的 , 如 果 已 经 有 了 
现成 的 计划 , 我 们 可 以 依照 这 个 计划 和 各 工序 间 的 街 接 关系 , 用 简 
头 来 表示 其 先后 次 序 , 画 出 一 个 各 项 任务 相互 关系 的 箭头 图 , 注 上 
时 间 ,算出 并 标明 主要 矛盾 线 ， 这 个 箭头 图 ,我们 称 它 为 工序 流 线 
图 ， 把 它 交 给 群众 , 使 群众 了 解 自己 在 整个 工作 中 所 处 的 地 位 , 有 
利于 互 越 互 帮 , 共同 促进 ， 把 它 交 给 领导 , 便于 领导 掌握 重点 , 统 
筹 安排 , 合理 调整 ,提高 工效 . 

好 啦 , 现 在 有 这 样 一 项 工作 ,一 共有 17 道 工 序 ,我 们 把 它 画 出 
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AN 


前 头 图 ( 见 图 1-6), 图 上 每 个 工序 我 们 把 它 叫 做 一 项 任务 。 


@ 一 加 一 @ 表 示 任 务 (4-) 完 成 后 ,才能 进行 任务 (8-6), 又 如 
任务 (6-7) 必 须 在 (2-6)、(5-6)、(9-6) 三 项 任务 都 完成 的 基础 上 才 
能 开始 进行 。 


四 一 > 回 表示 自任 务 ( 生 四 的 开工 之 日 起 到 完成 之 日 ( 亦 即 下 
一 任务 可 以 开工 之 日 ) 止 , 共 需 三 周 ， 任务 (7-414) 开 工 后 18 周 才 
能 把 半成品 送 到 任务 (14-15)， 而 最 后 任务 (14-15) 必须 待 任务 
(8-14)、(7-14) (12-14)、(13-14) 都 完成 之 后 , 再 用 5 周 的 时 间 才 
能 交 出 成 品 。 

图 画 好 之 后 , 进行 以 下 的 分 析 ; 算出 每 条 线路 的 总 周 数 ， 例 如 
线路 


OE OmO= ED S 人 
共 需 3 十 11 十 28 十 18 十 B=60 周 ， 把 所 有 的 线路 都 加 以 计算 , 其 中 
需要 半数 最 多 的 线 称 为 主要 了 矛盾 线 ， 这 一 工序 流 线 图 的 主要 也 店 
线 是 : 

OD 6 G ]] O00= 9 5 @9 | 
共 6 十 革 十 23 十 18 十 5 一 63 周 。 
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用 红色 (或 粗 线 ) 把 主要 矛盾 线 标 出 来 (同时 如 有 必要 也 可 以 
用 其 它 颜色 标 出 一 些 次 主要 矛盾 线 )， 在 工作 进程 中 , 主要 矛盾 线 
上 延缓 一 周 , 最 后 完成 的 日 期 也 必然 延缓 一 周 , 提前 完成 也 会 使 产 
品 提 前 出 厂 ， 把 这 图 交 给 群众 ,使 群众 一 目 了 然 , 知道 此 时 此 地 本 
工种 所 处 的 地 位 ,有 利于 职工 发 挥 主观 能 动 性 。 经 过 若干 时 日 ,如 
果 在 主要 矛盾 线 上 进行 得 比 预 期 迅速 ， 或 非 主要 矛盾 环节 有 所 迁 
误 , 这 时 必须 重新 检查 和 修改 流 线 图 , 并 特别 注意 主要 了 矛盾 线 是 否 
已 经 转移 . z | 

这 种 图 形 的 作用 远 不 止 此 ,还 可 以 举 出 以 下 几 方 面 好 处 .例如 ， 

(1) 从 图 1-6 可 以 看 出 ， 任 务 (4- 外 可 以 比 任务 (1- 辐 缓 开工 
三 周 而 不 影响 进度 , 任务 (13-14) 更 不 必 说 可 以 缓 开工 38 周 , 但 不 
能 再 组 了 (每 一 任务 都 可 以 算出 最 迟 开工 期 限 .最早 开工 期 限 及 时 
差 ,为 了 简单 起 见 这 儿 暂 且 不 谈 ). 

(2) 从 图 上 看 出 可 以 从 非 主 要 矛盾 线 上 抽调 人 员 支 援 主要 了 巴 
盾 线 , 这 样 可 以 提高 效率 , 即使 抽 去 的 人 员工 种 不 同 , 一 个 人 只 项 
半 个 人 用 ,有 时 也 并 不 吃亏 , 但 抽调 后 必须 重新 画图 . 

当然 流 线 图 还 有 不 少 其 他 的 好 处 , 这 儿 就 不 一 一 列举 了 . 

我 想 在 此 也 乘 便 提 一 下 ， 主 要 矛盾 线 可 能 不 止 一 条 。 一 般 讲 
来 , 安排 得 好 的 计划 ,往往 出 现 有 关 零 件 同 时 完成 , 组 成 部 件 ; 有 关 
部 件 同时 完成 , 进行 总 体 装 配 的 情况 ， 在 这 种 情况 下 主要 矛盾 方 
面 就 不 是 用 一 条 线 表 达 了 。 愈 是 好 的 计划 , 红线 愈 多 , 多 条 红线 还 
可 以 作为 组 织 劳动 竞赛 的 依据 ， 

当然 , 终点 也 可 能 不 止 一 个 ， 例 如 , 化 学 分 析 可 以 陆续 地 分 析 
出 若干 种 元 素 , 获得 每 一 种 元 素 都 可 以 作为 终点 .在 这 种 情况 下 ， 
我 们 可 以 将 起 始点 至 每 一 个 终点 所 需要 的 时 间 进 行 比较 ， 把 需要 
时 间 最 长 的 线路 , 定 为 主要 矛盾 线 ， 但 另 一 方面 , 也 可 以 根据 产品 
的 主 次 , 定 出 主要 矛盾 线 来 ,换言之 , 即将 起 始点 到 主要 产品 的 终 
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点 需要 时 间 最 长 的 线路 , 定 为 主要 矛盾 线 . 


$3 分 细 与 合并 


从 图 1-6 看 出 任务 (6-7) 的 完成 需要 23 周 , 时间 最 长 , 这 就 启 
发 我 们 考虑 为 了 加 快 进度 ,可否 把 任务 (6-7) 重新 组 织 一 下 ,其 方 
法 之 一 是 要 细致 地 画 一 @ 一 @ 的 工序 流 线 图 ， 标 出 主要 矛盾 线 ， 
研究 缩短 时 间 的 可 能 性 例 奶 ,一 个 单 向 挖掘 的 隧道 工程 , 我 们 采 
用 两 头 开 控 的 方法 , 这 样 , 一 个 任务 变 为 两 个 任务 , 加 快 了 进度 (请 
读者 设想 一 下 , 一 个 任务 变 为 两 个 , 箭头 图 怎样 画 ). 

为 了 容易 看 得 清楚 或 计算 方便 起 见 ， 有 时 我 们 在 图 上 也 把 一 
些 任 务 合并 考虑 , 如 将 图 1-1 合并 为 图 1-2. 

又 如 图 1-6 可 以 将 @@ 合并 、@@ 合并 、 辆 轿 @ 四 合并 得 图 
1-7. 

并 得 多 么 粗 , 分 得 多 么 细 , 随 客观 需要 与 具体 情况 而 定 . 具体 
负责 的 技术 员 、 调 度 员 为 了 便于 掌握 , 应 当 把 图 画 得 更 详尽 些 , 更 
细致 些 , 供 领 导 和 群众 一 般 参 考 的 可 以 画 得 粗 些 ， 密 如 蛛网 , 望 而 
却步 的 工序 流 线 图 , 不 但 不 易 获 得 群众 的 支持 , 而 且 难 使 领导 看 出 
重点 , 作 到 心中 有 数 。 但 不 细致 ， 又 不 能 发 现 关 键 所 在 .因此 , 在 
主要 矛盾 线 上 , 每 一 环节 都 值得 分 细 研 究 ， 这 样 可 以 找 出 缩短 工 


a 过 了 与 。 


时 的 可 能 性 ， 


$84 零 的 运用 


在 数学 史上 , 零 的 出 现 是 一 件 大 事 , 在 统筹 方法 中 引进 虚 任 
务 , 用 “0 时 间 , 也 是 应 当 注 意 的 一 个 重要 方法 . 

例 一 ， 把 一 台 机 器 拆 开 , 拆 开 后 分 为 两 部 分 修理 . 称 为 甲 修 、 
乙 修 , 最 后 再 装 在 一 起 这 样 的 图 怎样 夯 ? 共有 四 个 任务 . 


甲 修 
乙 修 


在 “ 拆 “ 装 之 闻 有 两 个 任务 


i 息 修 
GT 一 : ~ 装 
一 四 


图 1-8 


(加 _> 轩 "将 同时 代表 两 个 任务 了 , 不 好 办 ， 我 们 建议 用 一 > 表示 
“ 虚 ” 任 务 , 这 样 就 可 以 克服 这 一 困难 , 把 图 画 成 为 


个 拆 甲 修 装 ©) 


也 可 以 对 称 地 画 成 为 


。 376。 


也 可 以 画 成 为 
轨 
上 DS 


1-12 
这 一 “不 标 箭 头 的 竖 线 ”的 方法 , 在 用 “时 间 坐 标 ”" 时 合适 。 
以 下 的 图 形 , 更 显示 出 用 一 > 的 必要 性 ， 
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它 表 示 工 序 4、0, 各 必须 在 甲乙 完成 的 基础 上 进行 ,而 工序 BB 却 
第 要 在 甲乙 两 工序 都 完成 的 基础 上 进行 . 
在 把 一 个 任务 拆 成 两 个 任务 的 时 候 ( 例 如 : 决定 一 条 水 沟 从 两 


头 开 挖 ), 也 要 引进 "02 箭头 (一 >) 例如 要 把 
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GO 由 
5 二 
锋 1-14 


中 任务 多国 分 拆 为 两 个 任务 多 一 四 .一 全 时 ,也 要 使 用 一 >， 
即 得 下 图 ， 


全 内 0 
oN © 
OE 
9 
1-15 (中 ) 


本 质 上 , 这 一 问题 与 前 例 完全 相同 ， 当 然 也 可 以 用 “ 折 汤 法 ”、“ 双 
-> 法 ”或 “无 箭头 坚 线 法 *， 用 无 箭头 竖 线 法 的 画 法 如 下 图 ， 


1-15( 乙 ) 
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例 二 ， 在 一 个 较 复杂 些 的 工程 施工 中 ,我 们 把 
挖 地 基 建 模板 _、 立 钢筋 迪 混 瞧 土 ~ 


四 道 工 序 ( 以 下 简称 为 挖 . 板 . 钢 . 浇 )， 各 分 为 二 交错 作业 时 , 也 要 
用 -一 >, 画 成 为 


当然 , 也 可 以 通 成 为 


图 1-17 


这 是 指 在 四 种 工作 都 只 有 一 套 人 进行 施工 的 情况 下 而 言 的 . 
即 挖 地 基 (1) 的 人 也 就 是 挖 地 基 (2) 的 人 (如 果 人 多 了 , 当然 也 可 以 
进行 平行 作业 ). 

读者 试 分 析 以 下 几 种 画 法 , 并 指出 其 缺点 ， 


es 号 7 日 。 


[< 钢 (D 2 不 必 在 “ 控 ( 罗 ?完成 之 后 , 其 他 类 推 ] 又 


(2) 


图 1-19 


[ 钢 (1) 不 必 在 板 (2) 之 前 , 其 他 灾 推 | 
更 进一步 , 读者 可 以 分 析 一 下 , 三 段 交 又 的 作业 , 作 如 下 画 法 


对 不 对 ? 


(1) (1 NLOLA / 
(2) 
es 


图 1-20 


严格 地 讲 , 这 样 画 是 有 问题 的 , 因为 > 不 必 在 一 > 之后， 同样 


号 各 也 不 一 定 分 别 在 一 > 和 一 > 之 前 。 正确 的 画 法 应 
当 是 ， 
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板 (1) 挖 (3) 加 
用 一 个 零 箭头 fo” 断绝 了 由 一 一 转 入 一 ”的 道路 . 用 这 样 的 函 


法 ,三 段 以 上 的 交叉 作业 ,就 不 再 有 其 他 的 困难 本 . 
也 有 人 用 同 工 种 人 力 转移 线 〈 一 ' 一 ' 一 ， 一 ) 来 处 理 这 一 问 
颌 ， 画 成 ; 


一 ' 一 一 ” 仅 表 示 前 后 两 同 工 种 工序 间 的 衔接 关系 ， 并 不 同时 表 
达 不 同 工 种 工序 之 间 也 有 衔接 关系 ， 例如: 图 一 ' 一 一 @@ 仅 表 示 
由 “ 板 ()” 出 发 ,只 准 走向 “ 板 (2)”, 而 不 准 走 到 非 “ 板 ” 的 “ 挖 (3) 
上 去 同样, @ 一 ,一 .一 @ 仅 表示 钢 (3) ”以 “ 钢 (2)” 的 完工 为 前 
提 , 而 并 不 依赖 “ 浇 (1D)”， 这 方法 的 缺点 , 在 于 多 引进 了 一 种 符号 


可 yy” 


例 三 ， 有 一 项 工程 如 下 图 


» 2 C5) 
(4) 


图 1-23 
它 不 能 代表 . 一 个 任务 做 了 两 天 后 , 任务 (3-6) 开始 , 做 了 三 天 后 ， 
任务 (2-5)(4-6) 开 始 . 代表 这 个 情况 的 图 ,我们 应 当 画 成 为 
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实际 上 , 这 个 任务 是 分 成 两 段 一 >@ 和 加 一 >@ 进行 的 . 

图 1-23 容易 被 误解 为 (1-2) (1-8) (1-4) 是 三 个 任务 ， 因 而 把 
人 力 、 工 时 .设备 .原材料 算 重 了 . 

有 时 我 们 还 可 以 用 一 个 “ 虚 ” 开 始点 , 把 各 个 不 同 的 开始 点 , 联 
成 为 一 个 开始 点 . 如 图 1-25, 从 起 始点 @ 可 引出 的 四 个 任务 (0-1) 
(0-4) (0-8) (0-18) ,都 是 虚 任务 ， 这 样 可 以 把 任务 (13-14) 延 缓 开 
工 的 可 能 性 都 表达 在 图 上 了 . 

A 一 一 人 一 一 到 
Qi 1 


en 了 OO— O23 
虽 
0 8 


40- 一 此 


0 nS 


3 


1-25 


这 儿 特 别 指出 一 下 ， 一 > 的 运用 在 单 代号 法 中 更 为 重要 . 
如 果 一 个 任务 @ 完成 后 接着 搞 两 个 任务 @ 和 心 ， 与 其 画 成 为 


(Cd 一 一 


不 如 画 成 为 
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闻 时 , 请 大 家 注意 “休息 “不 是 假期 性 质 的 ) 也 必须 画 上 , 这 
是 没有 工作 但 有 时 间 的 箭头 。 例如 , 等 待 混凝土 干燥 。 文 如 一 些 
工人 调 往 其 他 处 工作 . 我 们 有 时 用 虚线 表示 , 如 : 
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实际 上 的 意义 是 洗 完 了 茶杯 后 洗 茶壶 , 然后 再 拿 蔡 叶 ( 不 用 虚线 第 
头 也 可 )， 


835 编 号 

在 面 图 当中 ， 第 杆 的 长 短 是 不 必 注意 的 事 ， 甚 至 于 把 第 杆 画 
弯 了 也 无 关系 (如 果 在 图 上 加 时 间 坐标 , 就 另 当 别论 ,在 此 不 拟 多 
讲 ), 箭 杆 有 时 也 会 交叉 , 为 了 清楚 起 见 , 可 以 画 一 “ 暗 桥 ” -~ 

原则 上 讲 编号 可 以 任意 ,并 无 关系 , 但 为 了 计算 方便 起 见 , 我 
们 最 好 采取 由 “小 ”到 “大 ”的 原则 顺序 编号 , 箭 尾 的 导 比 箭头 的 小 ， 
同时 考虑 到 将 一 个 任务 分 成 几 个 任务 的 可 能 性 , 还 应 当 留 有 余 号 ， 
在 上 节 的 图 1-8 变 为 图 1-9, 我 们 就 得 重新 编号 ; 而 图 1-4 因为 留 
有 余地 ,我 们 只 要 局 部 改动 就 得 出 图 1-15 了 . 


$6 算 时 差 
在 讲 主要 矛盾 线 的 时 候 已 经 讲 过 ， 统 筹 方法 可 以 找 出 主要 对 
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1-27 
盾 线 来 , 同时 也 可 以 看 到 非 主要 予 导 线 上 的 项 目 是 有 湾 力 可 徐 的 . 
潜力 到 底 有 多 大 ? 这 将 是 本 节 所 要 说 明 的 问题 . 
从 这 个 较 简 单 的 箭头 图 (图 1-27) 来 看 , 它 的 主要 矛盾 线 是 . 


共 需 时 间 4.5 十 8 十 6.5 一 19( 周 ).， 

我 们 先 算 每 一 任务 最 早 可 能 开工 日 期 , 用 口 表示 之 . 它 的 算法 
如 下 ; 从 起 始点 到 某 一 任务 , 可 能 有 许多 条 路 线 , 每 条 路 线 有 一 个 
时 间 和 , 这 些 时 间 和 中 , 必 有 一 个 最 大 值 , 这 个 最 大 值 就 是 该 任务 
的 最 早 可 能 开工 日 期 . 例如 由 四 到 @@ 有 两 条 路 线 3 二 7 一 9，4.5 十 
8=12.5. 因此 @@ 一 @ 线 下 写 |112.5|， 把 话 讲 得 更 确切 些 : 如 果 一 
切 按 计 划 进 行 ,在 12.5 周 内 ,任务 @@ 一 @ 的 开工 条 件 是 不 具备 的 ， 
而 最 时 可 能 开工 时 间 是 12.5 周 完结 的 时 候 . 

”再 算出 各 任务 的 最 迟 必须 开工 日 期 , 用 作家 之， 也 就 是 说 如 
果 这 个 任务 在 人 形 内 所 标 时 间 之 后 开工 ， 就 要 影响 整个 生产 进度 
了 . 它 的 算法 如 下 : 从 终止 点 逆 箭 头 到 某 一 任务 , 亦 可 能 有 许多 条 
路 线 , 这 些 路 线 的 时 间 和 中 , 也 有 一 个 最 大 值 , 由 主要 矛盾 线 上 的 
时 间 总 和 减 去 这 个 最 大 值 , 再 减 去 这 一 任务 所 需 的 时 间 , 就 是 这 一 
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任务 的 最 迟 开工 日 期 ， 例 如 ， 从 终止 点 到 图 共有 两 条 路 线 , 各 需 
8+0=8 周 及 7+6.5=-13.5 周 , 其 中 13.5 周 较 大 , 而 主要 矛盾 线 时 
间 总 和 是 19 周 ,因此 在 任务 一 @\ 线 下 写 上 从 (3.5=19 一 13.5 一 
2). 

把 上 面 计算 的 结果 都 写 在 图 上 , 就 得 图 1-28， 
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再 赣 一 名 ,对 任务 (3-3) 来 说 : 由 于 它 的 上 一 任务 还 没完 成 , 它 
不 可 能 在 两 周 内 开工 。 但 如 果 在 5.5 周 后 才 开 工 ， 就 必然 耽误 整 
个 进度 ， 在 主要 矛盾 线 上 口 人 内 的 数目 一 定 相 等 .口内 数值 差 
额 愈 大 的 任务 , 愈 有 可 以 支援 其 他 任务 的 潜力 ， 

反 向 图 ; 把 图 1-27 的 所 有 箭头 都 倒转 过 来 , 得 下 图 
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试 算出 反 向 图 上 各 最 早 可 能 开工 时 间 及 最 迟 必须 开工 时 间 ， 比较 
一 下 , 看 看 它们 之 间 有 什么 关系 .不 难看 出 顺 问 图 的 最 早 可 能 开 
工时 间 , 加 上 反问 图 的 最 迟 必 须 开 工时 间 , 表 加 上 相应 的 工序 时 间 
等 于 19， 同 时 顺 向 图 的 最 迟 必须 开工 时 间 ， 加 上 反 向 图 的 最 早 可 
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能 开工 时 间 , 再 加 上 相应 的 工序 时 间 也 等 于 19， 

这 是 指 领导 没有 给 我 们 特别 指示 的 情况 下 ， 假 设 根据 有 关 历 
史 资 料 或 对 每 项 任务 所 需 时 间 的 经 验 估计 ， 所 作出 的 图 。 如 果 领 
导 指示 工程 必须 在 17 周 内 完成 ， 我 们 对 人 内 的 数字 就 不 能 这 祥 
填 , 就 必须 以 17 周 为 基数 来 进行 反 算 . 于 是 0->@.@-@.G@-， 
@ 处 的 时 差 都 变 为 2， 因此, 我们 必须 采 到 措施 , 来 满足 这 一 要 
求 。 与 此 相反 , 如 果 领 导 要 求 是 20 周 完成 , 则 入内 的 数字 就 依 20 
周 为 基数 ,进行 反 算 , 于 是 时 差 都 多 了 工 周 ， 遇 见 这 样 情况 ， 我 们 
就 该 机 动 地 从 节约 角度 来 考虑 问题 ， 酌 量 地 减少 劳动 力 并 使 其 均 
衡 , 或 适当 地 减少 设备 . 

注意 图 1-27 是 作为 练习 提出 的 ,试想 一 下 , 虚 任 务 @ 一 >@ 
的 意义 , 也 就 是 图 1-27 的 逻辑 关系 是 否 等 价 于 图 1-30， 

2 


图 1-30 


图 1-27 是 双 代 号 的 ,利用 
(1-2) (1-3) (1-4) (2-3) (3-6) (4-6) (8-7) (6-7) (7-) 
A B U D F G HH I J 
可 以 把 它 变 成 为 以 下 的 单 代 号 表示 图 ， 
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(图 中 @.@.O 三 项 任务 同时 开始 进行 ) 


$1 鼻 法 


对 简单 的 情况 说 来 ,线路 是 一 目 了 然 的， 但 任务 多 了 ,线路 纷 
杂 , 哪些 已 经 算 过 了 ,哪些 还 没有 算 过 , 这 就 出 现 了 既 有 麻烦 ,而 又 容 
多 产生 第 误 的 情况 ,那么 , 趟 样 来 避免 错误 ,避免 源 算 嘱 ? 为 此 ， 
一 套 计 算 表 格 就 产生 出 来 了 ( 见 表 1-1)， 第 一 住 是 工序 代 写 ， 依 
第 一 字 ( 稍 尾 号 码 ) 的 顺序 由 小 到 大 排列 ， 如 果 第 一 字 相 同 则 依 第 
二 字 ( 箭 头号 码 ) 的 顺序 排列 。 其 余 几 栏 依次 是 , 这 一 工序 需要 的 
时 间 如 、 最 时 可 能 开工 时 间 Tp( 也 就 是 预计 在 这 期 间 内 不 可 能 开 
工 )、 最 述 必 须 开 工时 间 Zz( 也 就 是 按 预 计 , 在 这 期 间 内 不 开工 将 
影响 整个 工程 进度 ) 及 时 差 ， 


雪 | 一 | 

工序 编 号 本 工序 时 后 着 工时 间 By 差 
角 尾 号 | 稍 头 号 tp 最 早 人 ZE 最 迟 工 了 了 工 一 工 百 

1 2 J 

1] 3 2 

1 4 4.b 

2 5 5 

3 Db U 

3 b 了 

4 b ke 

5S 7 3 

G 了 6 .5 

7 | 


以 $6 图 1-27 为 例 , 我 们 可 以 列 出 表 1-1 的 计算 表格 ， 
表 1-1 的 第 三 栏 Tg 可 以 从 表 上 由 上 而 下 地 计算 ,工序 (1-2)、 
(1-3)、(i-4) 的 Zp==0, 工序 (2-8) 的 Zs 等 于 (1-2) 的 Ts 加 二 (= 
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0+3=-3). 工序 (8-5) 及 (3-6) 的 Ts 等 于 (1-8) 的 Tp 加 ta(=0+ 
2 一 2)， 工 序 (4-6) 的 Ts 等 于 (1-4) 的 Tp 加 tz(=0+4.5=4.5). 
工序 (6-7) 的 Tp 等 于 (2-6) 及 (3-5) 中 的 Tg 加 妇 的 较 大 者 ( 即 
3 十 b=8, 0 十 2 一 2 中 的 较 大 者 3). (6-7) 的 Ts 等 于 (8-6), (4-6) 
中 的 Tp 加 要 的 较 大 者 (2+7=9,4.5 十 8 一 12.5, 较 大 者 为 12.5)， 
而 7 的 Ts 由 (5-7)，(6-7) 得 来 (二 19). 总 的 一 句 话 ， 本 工序 的 
Z's 等 于 紧 前 工序 的 了 Tg 加 二 , 或 紧 前 各 工序 的 人 gp 加 ts 中 的 较 大 
者 ， 

表 1-1 第 四 栏 2z 的 算法 ,是 从 下 而 上 ， 工 序 (6-7) 的 工 以 一 
19) 等 于 ”的 Tz 减 去 (6-7) 的 如 d9 一 6.5=12.5). 同样 《5-7) 的 
7 等 于 7 的 Ti 减 去 (6-7) 的 ts(19 一 8 二 11)，(4-6) 的 人 zx 等 于 
(6-7) 的 TDi 减 去 (4-6) 的 如 (2.5 一 8 一 4 和 .5)， (3-6) 的 了 i 等 于 
(5-7)TLi 减 (8-5) 的 二 (11 一 0=11). 总 的 一 旬 话 ,本 工序 的 Zz 等 
于 紧 后 工序 的 Tz 减 去 本 工序 如 , 或 紧 后 各 工序 Ti 中 的 最 小 者 减 

将 以 上 计算 结果 填 入 表 内 ， 再 在 第 五 栏 填 入 相应 的 了 TL 减 二 

表 1-2 


开 工 时 间 


稍 尾 号 “| 。 科 头 号 ts 最 早 Ta | 最 迟 Zz 
] 2 3.0 0 3.0 3.0 
1 3 2.0 0 3.5 3 .5 
1 4 4.95 {) 0 0 
2 5 5.0 3.0 6.0 3.0 
3 5 0 2.0 11.0 9 .0 
3 6 7.0 2.0 5.5 3.5 
4 6 8.0 4.5 4.5 0 
5 7 8.0 8 .0 11 .0 3.0 
6 7 6.5 12.5 12.5 0 
7 19.0 19.0 0 


BBS 


的 值 , 即 得 表 1-2. 

在 图 上 将 时 差 为 “0 的 各 工序 , 用 红线 (或 粗 线 ) 连 起 来 ， 即 为 
主要 韦 盾 线 。 对 涩 练 的 人 来 说 , 不 必用 表格 计算 , 只 要 逐步 比较 ， 
议 可 以 很 快 地 找 出 主要 矛盾 线 来 . 

例如 : 在 图 1-27 中 , 首先 将 一 加 忆 与 山 一 @@ 一 @ 比较 ， 
WW 一 的 时 间 长 ， 就 可 把 一 @) 忆 掉 , 再 比 史 一 如 一 回 与 
山 一 名 一 加 , 可 甩 掉 山 一 人 一 包 , 这 样 , 只 剩 下 两 条 线 (一刀 @@ 
QOD、 加 一 加 一 四 ,两 者 比较 , 立刻 可 以 找 出 出 一 由 一 6 一 局 


”为 主要 矛盾 线 ， 


例题 : 试用 对 比 法 找 出 下 图 的 主要 矛盾 线 ， 


先 比 @ 一 @@ 一 @.@ 一 四 一 @, 有 忆 掉 前 者 , 再 甩 包 一 @ 一 (D， 再 甩 
一 四、@ 一 @ 一 晶 , 再 甩 加 一 加 ,最 后 甩 山 一 电 一 局 , 因此 , 得 出 
主要 矛盾 线 山 一 包 一 由 一 局 一 提 . 


$ 8 原材料 、. 人力、 设备 与 投资 


在 作出 流 线 图 并 定 出 主要 矛盾 线 之 后 ， 就 必须 根据 各 项 任务 
所 需要 的 原材料 、 人 力 、 设备 与 资金 作出 日 程 上 的 安排 . 例如; 任 
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务 (4-6) 所 需要 的 原材料 必须 在 第 4.5 周 送 到 , 各 种 人 员 也 必须 及 
时 到 达 工 作 岗 位 ， 委托 其 他 单位 代 加 工 的 半成品 , 在 可 合同 时 也 
必须 以 此 为 根据 ， 如 果 知 道 不 能 按时 区 货 ,应 当 修 改 流 线 图 . 

以 人 力 为 例 , 首先 做 出 表格 , 然后 计算 出 什么 时 候 , 所 需 某 种 
技工 的 人 数 .例如 第 一 周 任务 (2 需要 甲 种 工 二 人 ,， 乙 种 工 五 人 ; 
任务 (4-3) 需 要 甲 种 工 一 人 ; 任务 (1-4) 需 要 甲 种 工 三 人 , 乙 种 工 二 
人 ， 在 第 一 周 总 共 需 要 甲 种 工 六 人 , 乙 种 工 七 人 。， 用 以 下 的 表格 
来 表明 甲 种 工 的 需要 情况 ， 


四 种 工人 配备 表 表 | 一 3 


从 41516 lr s oloralar dea 
“XX Xxx xXxxx Xxx》 X00 
2 I DR XU 
2 20d RE XX 

ANNIKA 
XA XX < > 
NN XXXX》 


表 1-3 中 网 线 表 明 主 要 矛盾 线 上 的 情况 ,3-6 的 一 块 ,表明 从 
第 三 周到 第 九 周 ， 每 周 需要 三 个 甲 种 工 ， 而 总 数 表 示 第 一 周 需 六 
个 ,第 二 周 需 六 个 ，…… 而 第 五 周 上 半 周 要 八 个 ,下 半 周 要 九 个 . 

从 这 个 图 上 也 可 以 看 出 一 些 问题 ; 首先 , 所 需 总 人 数 是 否 超出 
可 能 性 , 如 果 超 出 , 我们 必须 事先 调整 , 或 采取 其 他 措施 ; 其 次 , 能 
否 安 排 得 均匀 些 ， 

例如 ,在 任务 (2-5) 完 成 后 停工 3 周 ,而 任务 (3-6) 从 第 4.6 周 
开始 减 为 两 个 甲 种 工 ， 延 长 8-6) 的 完成 时 间 ， 这 样 整 个 任务 碗 有 
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可 能 在 8 个 甲 种 工 的 条 件 下 进行 了 。 

请 读者 试用 这 样 的 改动 , 作出 一 个 箭头 图 来 ,看 看 七 个 甲 种 工 
能 不 能 如 期 完成 任务 ? 

对 于 多 种 产品 生产 ( 即 多 个 目标 ) 问 题 ， 这 种 安排 就 更 为 重要 
了 . 处 理 的 方法 是 : 对 每 一 个 目标 做 一 个 流 线 图 (也 可 以 将 若 于 个 
目标 表示 在 一 个 流 线 图 上 ), 对 每 一 个 流 线 图 列 出 各 种 人 员 的 需要 
才 , 把 各 表 上 的 某 种 人 员 总 计数 加 起 来 , 这 样 就 可 以 看 出 在 现 有 的 
术 力 范围 内 是否 能 够 完成 。 如 果 超 出 限度 , 我 们 就 要 研究 如 何 销 
开 , 如 何 延 长 , 才能 达到 最 经 济 最 合理 . 说 来 简单 , 但 多 种 产品 的 
生产 是 很 复杂 的 ， 必 须根 据 实际 情况 才能 摸索 出 较 好 的 方法 来 . 

以 上 所 讲 的 是 人 力 问题 , 实质 上 也 可 以 用 来 处 理 设备 问题 , 如 
果 每 个 车 床 都 有 专人 负责 ， 则 设备 限制 的 问题 就 和 人 力 限制 的 问 
题 统一 起 来 了 。 例 如 我 们 可 以 按 蚀 床 、 车 床 、 磨 床 、 钳 床 列表 人 处理. 

关于 原材料 问题 , 由 于 有 了 流 线 图 , 可 以 把 进 料 时 间 扣 得 更 又 
些 ， 原 材料 过 多 过 早 的 储存 ,不 但 积压 资金 , 多 占 仓 库 面 积 , 增加 
自然 损耗 等 ， 而 且 最 终 必然 导致 影响 社会 主义 建设 扩大 再 生产 的 
进度 ， 有 了 统筹 方法 , 就 有 可 能 扣 得 更 紧 些 .有 时 ,我 们 甘愿 冒 几 
分 停工 待 料 的 风险 , 也 比 储 料 过 多 更 上 算 , 对 整个 经 济 的 发 展 可 能 
更 有 利 些 ， 

投资 问题 这 儿 就 不 多 谈 了 . / 

更 复杂 的 问题 这 儿 也 不 多 谈 了 。 总 的 一 句 话 , 这 是 一 个 新 兴 
的 方法 ,一 切 还 待 创造 、 改进 和 完善 , 特别 重要 的 是 在 社会 主义 建 
设 的 实践 中 , 不 断 地 作 有 具体 的 修改 污 补 充 ， 


$9 模 刘 图 
根据 上 节 的 甲 种 工人 配备 表 ， 可 以 画 成 以 下 的 工程 界 所 熟知 
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的 横道 图 ( 即 工 . 联 . Gantt 图 , 又 称 条 形 图 ), 见 图 1-33. 

可 以 根据 箭头 图 得 出 的 合理 方案 , 画 出 横道 图 来 , 但 切 不 要 从 
横道 图 出 发 来 搞 箭 头 图 , 因为 横道 图 略 去 了 箭头 图 上 的 若干 特点 ， 
有 如 行政 区 域 图 上 没有 等 高 线 , 我 们 看 不 出 地 面 的 起 伏 来 . 

箭头 图 实质 上 交待 了 不 少 “ 横 道 图 ”为 什么 这 样 画 的 道理 ， 

如 果 用 第 杆 的 投影 长 度 表 周 数 ， 虚 线 表 空 余 时 间 ， 则 我 们 有 
时 也 可 以 把 横道 图 的 优点 统一 到 箭头 图 中 来 . 图 1-34 就 是 按 图 
1-31 画 成 的 ， 由 了 到 工 的 箭头 投影 长 度 是 10.5， 但 其 中 的 实 线 
部 分 是 7, 表明 需要 实际 工作 时 间 为 7? 周 . 为 了 避免 工序 与 工 
序 O 使 用 的 人 力 发 生 矛 盾 ， 可 以 把 卫 的 3 一 4.5 周 的 一 段 画 成 虚 
线 “….…”, 把 实 线 部 分 移 后 2.5 格 . 

在 不 太 复杂 的 工程 中 ， 把 第 头 图 画 在 时 间 坐 标 上 是 有 好 处 的 


3 
4 
3 
2 
2 
2 
1 
3 
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(参考 附 图 1 ， 实 践 中 已 经 出 现 了 不 少 例子 ， 把 各 主要 工种 所 和 需 
要 的 人 数 (以 及 设备 、 原 材料 、 资 金 ) 都 按 日 地 排 在 一 个 表 上 , 这 样 
更 易于 综观 全 貌 . 


$10 练 习 题 
1. 利用 下 表 的 资料 画 出 箭头 图 来 : 


去 1-4 
任 务 | 前 | 紧 后 
A 无 | B,0,G 
B A D,E 
GC A H 
D 有 H 
吾 B ,I 
F E J 
G A J 
H D,G J 
I F ~- 
J F,G,H K 
K T, 丁 无 


任务 A 表示 ->, 在 〇 内 填 上 号 码 . 读者 思考 一 下 , 如 果 仅 
知道 “ 紧 前 ”( 或 “ 紧 后 ”) 一 栏 是否 已 足够 画 出 图 来 ?合适 的 安排 是 
使 箭 杆 不 出 现 交点 . 

这 是 双 代号 法 的 图 形 , 再 试 做 出 单 代号 法 的 图 形 ， 

2. 利用 表 荆 5 资料 画 出 箭头 图 来 ， 

画 出 的 箭 杆 可 能 相交 , 试 回 答 , 能 否 画 出 一 个 箭 杆 不 相交 的 箭 
头 图 来 ? 

3. 算出 图 1-6 的 时 差 ， 
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U A,B,O 
A L,P 
B M,Q 
0 N,R 
LT, SS 
M S 
N S 
P T 
Q T 
R T 
S V 
TI V 


附 记 

1， 如 果 一 个 计划 是 由 若干 分 计划 所 合成 的 , 而 分 计划 与 分 计 
划 之 闻 的 公共 点 不 多 , 可 以 分 别 制 定 计划 , 然后 青 合并 一 起 , 统一 
安排 . 

2. 不 要 把 箭头 图 看 得 太 简单 了 , 实际 的 困难 在 于 找到 各 工序 
之 间 的 正确 关系 (如 混凝土 的 浇灌 , 必须 在 建立 模板 之 后 )， 但 也 
有 不 少 不 太 确切 的 工序 名 称 , 因而 在 做 箭头 图 前 , 必须 先 从 群众 中 
来 ， 让 大 家 说 明 他 们 所 担负 的 各 任务 与 其 他 任务 的 关系 ,并 提出 
意见 和 建议 ， 图 做 好 后 , 还 必须 到 群众 中 去 , 由 群众 审查 是 否 有 漏 
列 情况 . 

3. 在 这 几 , 我 们 写 下 练习 题 1 的 解 , 供 参 考 . 

双 代 号 的 图 形 是 


4 B 无 


se 避 与 相 。 


单 代号 的 图 形 是 


二 非 肯 定型 


$11 化 非 肯 定型 为 肯定 型 


在 计划 中 每 个 环节 能 够 确切 不 差 地 如 期 完成 的 情况 ， 毕 竟 是 
少数 .由 于 一 些 预见 不 到 的 因素 , 总 有 或 多 或 少 的 时 间 变 化 , 因而 
一 般 讲 来 , 非 肯定 型 的 问题 是 更 常见 的 。 为 了 读者 容易 理解 , 我 们 
先 介 绍 了 肯定 型 的 问题 , 这 不 仅 是 因为 肯定 型 也 有 用 , 而 更 主要 的 
是 因为 它 也 是 进一步 处 理 非 肯定 的 基础 , 

每 一 任务 的 完成 时 间 拿 不 稳 , 怎么 办 ? 是 否 我 们 的 方法 就 无 
能 为 力 了 ? 不 , 这 正 是 我 们 的 方法 的 好 处 所 在 。 我 们 能 够 从 成 千 
上 万 个 不 太 肯 定 的 环节 中 , 找 出 最 终 完成 的 可 能 性 规律 来 . 

与 其 向 负责 菜 一 项 具体 任务 的 单位 ， 要 一 个 靠不住 的 “确切 ” 
的 完成 任务 所 需要 的 时 间 ， 还 不 如 请 他 对 完成 这 一 任务 提出 三 个 
时 间 , 即 ; 一 个 最 乐观 的 估计 时 间 , 一 个 最 保守 的 估计 时 间 和 一 个 
最 大 可 能 完成 的 估计 时 间 . 例如 , 任务 (4-6) 在 一 切 条 件 顺利 时 ， 
需要 6 周 完成 ; 在 最 困难 的 情况 下 14 周 可 以 完成 ， 据 估计 看 来 最 
可 能 7 周 完 成 .我 们 用 


6-7-1: 
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来 表示 , 稍 杆 下 的 数值 表示 “平均 ” 周 数 . 这 个 数值 的 算法 是 . 
/ (6+4x7+14) 一 8 


一 般 的 计算 公式 是 ,最 乐观 的 估计 加 上 最 保守 的 估计 , 再 加 上 最 可 
能 的 信 计 的 4 倍 ， 然 后 除 以 6. 就 这 样 把 一 个 非 肯 定型 的 问题 转 
化 为 肯定 型 的 问题 来 处 理 . 例如 图 2-1. 


这 样 把 不 肯定 型 化 成 为 肯定 型 之 后 , 就 是 8 6 中 处 理 过 的 问 
题 . 在 8$ 6 中 算出 来 的 总 完成 日 期 是 19 周 . 

也 许 读者 会 说 : 一 个 裁缝 一 把 尺 , 估计 任务 (6-7) 的 和 估计 任 
务 (3-6) 的 水 平 不 一 定 相同 ,但 这 是 关系 不 大 的 , 众人 估计 , 算 在 一 
起 ,实际 上 还 就 是 一 个 估计 , 用 概率 的 观点 来 衡量 估计 , 偏差 不 可 
免 , 但 趋向 总 是 有 明显 的 参考 价值 的 ， 当 然 , 这 并 不 排斥 每 个 估计 
都 尽力 做 到 可 能 精确 的 程度 . 

请 注意 , 用 估算 得 出 来 的 完成 日 期 (19 周 ), 仅 是 一 个 可 能 的 
完成 日 期 , 确切 地 说 , 在 这 个 日 期 前 完成 全 部 工作 的 可 能 性 大 约 是 
50%， 用 些 统 计 工具 可 以 获得 在 多 少 周到 多 少 周 之 间 完 成 的 可 能 
性 在 95% 以 上 ,等 等 ， 


3 12 平均 值 与 方差 
以 上 所 讲 的 是 求 平均 数 的 一 种 方法 ,我们 并 不 排斥 其 他 方法 ， 
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或 估计 方法 。 但 最 好 还 是 在 工作 中 全 部 地 对 比 式 地 记录 下 来 ， 作 
为 科学 实验 的 数据 ， 就 这 样 不 断 对 比 , 不 断 提高 来 改进 设计 计划 
水 平 。 特别 对 有 较 多 经 验 的 工序 , 例如 已 做 了 十 几 次 , 各 有 数据 ， 
那 我 们 就 不 妨 取 这 些 数据 的 平均 数 ， 
我 们 现在 重复 叙述 一 下 , 上 节 所 用 到 的 求 “平均 数 ” 法 . 
如 果 人 出 最 乐观 是 a 周 ( 或 记 为 切 最 保守 是 5 周 (或 记 
为 吉 ， 最 可 能 是 6 周 (或 记 为 如 ) ,我 们 取 


十 4c++b 
6 


(Ca) 
6 
作为 方差 (为 什么 这 样 做 , 以 后 再 讨论 ) ， 
例如 : 沿 主 要 巴 盾 线 (1-4)，(4-6)，(6-7) 的 平均 数 及 方差 各 


作为 平均 数 并 且 以 


我 们 说 主要 矛盾 线 上 各 工序 完成 的 总 日 数 的 平均 数 是 全 


i14 11i4 /i114 _ 、 
19 周 ,而 总 方差 是 性 6 -56 的 下方 根 : 5 一 “36 1.8， 这 是 


总 完成 日 数 的 标准 离 差 . 假定 总 完成 日 数 是 一 个 以 型 为 均值 o 为 
标准 离 差 的 正 态 分 布 ， 则 可 以 由 之 而 佑 出 在 某 一 期 限 之 前 完成 的 


可 能 性 , 例如 在 
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M+20=~1942x1.8 一 22.6( 周 ) 
前 完成 的 可 能 性 是 98%, 在 
Mo=19+1.8=20.8( 周 ) 

前 完成 的 可 能 性 是 84%. : 

现在 又 添 了 不 少 为 什么 。 例如 : 为 什么 总 完成 日 期 是 一 个 
正 态 分 布 ?” 为 什么 在 到 十 2 之 前 完成 的 可 能 性 是 98 多 ?等 等 . 这 
些 癌 题 的 回答 ， 必 须要 用 些 概率 论 的 知识 , 而 在 国外 有 些 文献 中 ， 
似乎 用 得 不 尼 。 我 们 在 后 面 将 指出 其 不 妥 处 ,并且 希 望 数 学 工作 
者 能 够 进行 些 理论 的 探讨 ， 

我 现在 完 暂 旦 不 讨论 为 什么 , 而 在 8 18~15 中 将 叙述 怎样 来 
计算 的 方法 , 学 会 了 之 后 就 先 用 .8 16~19 可 以 暂且 不 看 ， 
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在 必 寺 Ga 之 前 完成 的 可 能 性 以 Pp( 和 ) 表 之 , 则 有 以 下 的 表 ( 正 
态 分 布 ). 

在 上 市 例 中 的 百分比 ,就 是 这 样 查 表 查 出 来 的 . 

如 采 问 二 十 周 ( 或 二 十 六 周 前 ) 完 成 的 可 能 性 , 可 以 从 


MAco=20 
即 19+-+I1.8 和 =20 
1 
中 算出 A 一 0.56 


查 表 可 知 有 70% 的 把 握 ( 准 一 位 小 数 ). 

我 们 在 讲 些 “所 以 然 " 之 前 , 先 算 一 个 例子 , 对 急用 先 学 , 边 学 
边 用 的 同志 来 说 , 从 这 个 例子 学 会 了 应 用 , 最 为 重要 .后 面 看 不 懂 
的 部 分 将 来 再 说 . 
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表 2-2 
和 P(A) . D (0.) 
—0.0 .5 | 0.0 0.50 
—0.1 0.40 0.1 0.5+4 
— D0.2 0 .42 OU .二 0.58 
—0.3 0 .388 U.y 0.b02 
一 .4 0 .24 U .4 0.66 
一 0.5 0U .3 0 .2 0 .09 
—0.60 OO.e7 0U.6 8 .7 
—0.7 0 .24 WU .716 
一 D.S 0.21 OU 0 .1 
—0.9 0.1» 0 .9 0 .82 
一 工 .0 U .6 1.0 0 .34 
一 械 . 工 0 .了 1.1 0.86 
—1.2 U .12 1] .2 0 .88 
—1.3 0 ,10 1 .» 0.90 
—].4 UO.0s 1] .4 0.92 


rR 
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问题 ， 我 们 有 一 计划 , 其 中 各 任务 间 的 关系 和 数据 如 图 2-2， 
问 90 周 内 完成 的 可 能 性 有 多 少 ? 
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解答 : 

第 一 步 算出 最 早 可 能 、 最 迟 必须 完成 时 间 与 时 差 。 我 们 用 以 
下 的 手 算 工作 表 进 行 ， 首先 将 任务 依 第 一 字 的 顺序 由 小 到 大 排 
列 , 如 果 第 一 字 相 同 则 依 第 二 字 的 顺序 由 小 到 大 排列 , 然后 写 下 最 
短 、 最 可 能 、 最 长 三 个 估计 的 时 间 , 写 好 后 如 表 2-8. 


"十 41m 
先 用 tp— pm 


来 算出 平均 时 间 , 填 入 第 五 栏 ,这 样 就 变 为 肯定 型 的 情况 了 ， 
第 二 步 用 处 理 肯 定型 的 办 法 算出 最 早 可 能 完成 时 间 Tis. 
第 三 步 现 在 已 经 有 了 预先 给 定 的 完成 时 间 90 周 ,因而 是 从 90 


* 400 。 


周 中 减 起 算出 2z 的 数值 来 (与 肯定 型 稍 有 不 同 )， 

第 四 步 还 是 由 了 Tz 一 Ts 求 时 差 ， 但 注意 时 差 可 能 出 现 人 负数 了 
(这 就 是 为 什么 不 称 为 “富裕 时 间 的 道理 )， 最 小 负数 的 第 杆 形成 
主要 矛盾 线 , 经 过 这 样 算得 出 的 结果 见 表 2-4. 


手 算 工作 夷 表 2-3 
| 
工序 编号 时 日 | 开工 时 间 时 差 
科 尾 号 | 箭头 号 | 最 短 | 最 可 能 | 最 长 | 必 均 | 全 | 全 | 2 一 2 

33 36 10 16 28 
33 39 18 28 44 
36 42 4 6 10 | 
36 45 2 2 4 \ 
36 72 24 30 42 ] | 
39 45 6 10 16 | | 
39 48 20 28 40 
39 51 4 8 T0 
39 54 6 8 1< 
42 57 2 2 4 | 
45 60 24 32 52 | 
48 63 4 4 LU | 
51 66 10 20 32 
54 69 24 30 48 | | : 
57 72 8 12 20 | ] | 
60 63 0 0 0 | 
60 72 6 14 32 | ] 
63 75 6 6 10 \ ] 
66 75 2 4 > | | 
69 75 4 10 20 | | 
72 15 4 6 3 | 
: | 
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Tp 


手 算 工作 表 责 2-4 


工序 编号 时 间 ] | 升 工 时 间 | 有 时差 
入 必 呈 | 箭头 号 | 声色 | 是 对 | 晶 攻 | 本 罗 | 于 ?| 若 8 7 
一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 | 一 一 
33 36 10 16 2 ，147.0 | | 15.0 | 15.0 
33 39 13 28 44 59 .0 0 | -5.0 | -5.0 
36 42 4 6 ly 1 G8 | 17.0 62.7 | 45.7 
36 45 2 2 4 2.3 | 17.0 | 32.0 | 15.0 
36 72 24 30 | 30 | 17.0 | 53.0 | 36.0 
39 45 | 6 10 | 16 | 10.3 | 29.0 | 24.0 5.0 
39 4 | 20 28 | 40 : 287 | 39.0 | 49.6 | 20.6 
29 51 4 3 | Io | 77 | 29.0 | 57.7 | 28.7 
39 54 6 3 \ 2 | 98 | 23.0 | 9.0 | 10.0 
42 57 2 2 | 4 | 2.3 | 23.3 69.0 | 45.7 
45 60 24 ;2 52 34.0 | 39.8 | 34.8 | 一 5.0 
48 63 4 4 10 | 5.0 57 .7 78.3 20 .6 
5] 66 10 20 32 20.3 | 36.7 | 65.4 | 98.7 
54 69 24 20 4 | 82.0 | 27.3 | 47.3 | 10.0 
57 72 3 12 20 | 19.7 | 25.6 | 71.3 | 45.7 
60 63 0 0 | 0 0 73.3 | 83.3 | 10.0 
60 72 6 14 | 32 | 15.7 | ro.8 | 68.8 | -50 
68 75 6 5 | 10 6.7 | 73.3 | 83.3 | 10.0 
66 75 2 4 8 4.3 | 57.0 | 85.7 | 28.7 
69 75 4 10 20 | 10.7 | 69.8 | 79.8 | 10.0 
72 75 4 6 | 8g | 60 | sg9.0 | gs40 | -5.0 
75 y5.0 | 90.0 | 一 5.0 
| 


阶 往 : 有 时 用 手 算 工作 卖 , 并 个 比 图 上 算 来 得 快 些 ， 
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由 此 可 郊 主 要 下 导线 是 : 


?24 32-52 


因此 标准 离 差 


和 一 V 2552 V6- 7.91 


总 的 平均 周 数 已 经 在 表 2-4 中 算出 等 于 95， 


因此 求 9095 二 7.91 和 一 90 
。 一 5 
即 得 入 一 了 -时 —0.63 


查 8$13 的 表 2-2 得 出 可 能 性 是 26%， 
总 括 一 句 : 这 个 工程 90 周 内 完工 的 可 能 性 只 有 26%, 四 次 里 
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面 可 能 有 一 次 成 功 , 三 次 失败 ， 
放 长 期 限 到 100 周 , 由 
95 二 7 了 .91 和 =100 


解 出 和 一 二 -0.63 
查 表 2-2 得 出 可 能 性 为 ?74 多 ,成 功 的 可 能 性 四 次 里 面 可 能 有 三 次 
J 了 . 

附 记 用 肯定 型 的 办 法 来 画 主要 矛盾 线 对 吗 ? 我 们 暂且 如 此 
用 , 在 $16 有 更 好 的 办 法 来 处 理 这 个 问题 ， 在 那里 我 们 考虑 了 潜 
在 发 展 的 可 能 性 ，。 

我 们 想 指出 , 对 每 一 任务 都 用 最 保守 的 估计 ,因而 可 以 算出 整 
个 工程 最 保守 的 估计 , 这 样 可 以 心中 有 底 , 知道 在 某 一 日 期 前 定 能 
完成 。 同样 我 们 都 用 最 乐观 的 估计 , 也 可 以 算出 整个 工程 的 最 乐 
观 估计 , 这 样 可 以 知道 完成 任务 所 需 的 最 短 时 间 . 如 果 这 两 种 方 
法 所 得 出 来 的 主要 矛盾 线 是 同一 的 ， 那 就 不 一 定 要 用 概率 方法 来 
决定 主要 予 盾 线 卫 ， 


$1 练习 题 


1. 纠正 图 2-3 上 至 少 存 在 的 六 个 铬 误 。 


3 一 5 一 12 


. 机 全 ， 


2. 用 手 算 工作 表 处 理 图 2-4 并 算出 主要 矛盾 线 ， 
(2) 3- 15 个 4-6-7 个 


所 
JE (OF 
3- 4-3 ~ 
0) 
加 省 


图 2-4 


3. 计算 图 2-5 的 主要 矛盾 线 ， 


4. 把 习题 2, 3 化 成 单 代 号 的 形式 ， 


$ 16 非 肯定 型 的 主要 矛盾 线 的 画 法 对 吗 ? 


我 们 化 非 肯定 型 为 肯定 型 , 因而 画 出 了 主要 矛盾 线 , 这 样 的 万 


中 816~19 是 研究 讨论 性 质 的 ,用 了 一 些 较 难 懂 的 数学 , 有 困难 的 读 肴 可 玉 跳 
过 去 。 
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法 对 不 对 ? 值得 重新 考虑 .是 否 非 肯 定型 应 当 有 从 它 本 身 特点 考 
虑 出 来 的 主要 矛盾 线 , 现在 就 来 讨论 这 个 问题 ， 

说 得 确切 些 , 化 为 肯定 型 而 算 主要 矛盾 线 的 方法 , 可 以 描绘 成 
为 ， 在 以 1/2 的 可 能 性 来 完成 整个 计划 的 条 件 下 ， 来 定 主要 矛盾 
线 ， 因 而 确切 的 提 法 似乎 应 当 是 : 给 了 一 个 预计 完成 日 期 , 在 所 有 
的 线路 中 , 依 预 计 日 期 完成 的 可 能 性 最 小 的 才 是 主要 矛盾 线 ， 

“算法 是 : 对 各 条 路 线 都 用 $ 15 的 方法 算出 在 预定 时 间 之 前 完 
成 的 可 能 性 ， 把 可 能 性 最 小 的 及 非常 接近 于 最 小 的 线路 定 为 主要 
矛盾 线 . 

第 二 条 路 线 的 平均 时 间 是 M1, 标准 离 差 cu 给 定 日 期 是 @, 则 

时 


办 一 有 ;十 和 UO: ) 一 -MM 


而 这 条 路 线 在 Q 周 前 完成 的 可 能 性 是 
Q—M, 
人 ) 


O's 
数值 最 小 的 所 对 应 的 路 线 作 为 主要 矛盾 线 。 
由 于 2 是 和 的 增 函 数 , 因 此 只 要 在 


人 一 /条 ， 


UO; 
中 找 出 数值 最 小 的 就 够 了 . 
在 实际 计算 中 不 必要 算出 所 有 的 (Q@ 一 211) /oi 来 , 只要 考虑 那 
些 Ms 比较 大 的 , 再 考虑 os 中 比较 大 的 就 够 了 。 因 为 全 部 算出 ,入 
往 不 胜 其 烦 , 且 作用 不 大 ， 


$ 17 为 什么 这 祥 定 平均 数 ? 


MW 一 a+4dc+b 
”6 


来 代表 平均 数 ? 为 什么 用 
(5 

来 表示 方差 。 美国 的 一 些 专家 说 , 这 样 算 还 是 符合 实际 的 ,但 怎样 
解释 呢 ? 当然 , 只 能 加 以 解释 , 而 不 能 象 普 通 数 学 上 那样 “证 明 . 
先 讲 我 们 的 解释 , 再 介绍 美国 所 流行 的 一 种 解释 , 他 们 的 解释 既 要 
用 到 高 深 数 学 , 又 似乎 得 不 出 需要 的 结论 来 ， 

4 是 最 乐观 的 估计 , c 是 最 可 能 的 估计 ， 我 们 用 坊 权 平均 , 在 
(<c, c) 之 间 的 平均 值 是 


C 十 2c 
2 
假定 6 的 可 能 性 两 倍 于 的 可 能 性 ,同样 在 (c, 5) 之 间 的 平均 值 ， 
是 
2C 十 0 
3 
因 比 完成 日 期 的 分 布 可 以 用 
+ 26 2c+-b 
3 3 


各 以 地 可 能 性 出 现 的 分 布 来 代表 它 ( 浙 近 )， 如 果 这 是 对 的 , 这 两 
点 的 平均 数 是 
Tc 十 2c 2c+0 5 十 4c 十 8 
到 二 


一 一 


Cr 


2 6 
而 方差 是 
了 (2 (ET 


加 ba ) 
6 
再 看 美国 一 些 PERT( 这 是 美国 对 非 肯 定型 方法 所 叫 的 名 称 ) 
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工作 者 的 说 法 , 他 们 说 完成 时 间 的 分 布 是 依 所 谓 B 分布 的 规律 的 ， 
假定 方差 是 二 (一 9)， 则 均值 的 渐 近 值 就 等 于 (ot+dct+b). 


为 什么 方差 是 (5 一 一 @)? 没有 交待 , 即使 如 此 ,也 不 能 用 6 分 布 
推 得 以 上 的 结论 来 ， 当 然 另 一 个 可 能 性 是 我 没有 看 懂 。 但 我 把 他 
们 的 论点 交待 如 下 : 
为 了 简单 起 见 ,我们 用 <=0, 8=1，p 分 布 的 定义 是 
Bz) = (1—2)/B( p+1, 9 十 工 ) 


、 《DLL Om) 
这 几 - B(m, n) 一 人 四 
把 这 些 条 件 用 上 ， 
(i) 在 z=6c 处 取 极 大 值 , 即 
dB (w) 
dx | T=0 0 
由 此 推出 per 1 wg —w) =0 
sn bt 
BE D1—2)—g9¢=0 区 了 
4 ,_ ~» 
印 得 CT Tg 
(2) 均值 的 近似 值 等 于 
4c 二 1 
6 
均值 等 于 


wp 一 | ae) dz -| (1-+z)dz/B(p+1, g++1) 


_ Bpt+2, q9+1) _ p+1 
~ BOpt+1, g+1) 0 十 9 十 2 
p+1 _ 1+4c 
和 十 gd 十 2 b 


.». 1 
(3) 方差 一 -去 
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方差 = | Ce 一 /26(o)az 
-| 2B(w)de—2n | zB)astw 一 | BCe) dr 一 凡 


4 
[We (1—w) dy 
(ZTE gti)y * 


_ B(p+83, 9g+1) -( 力士 工 ) 
B(p+1, g++1) D+ q+i+2 
(D+2) (p+1) -( D 十 1 ) 
十 q 十 2 


(P+g+83) (p+q+2) 
z _ (P+1) (g++1) 
(2 十 9 十 2 (2 十 9 十 3) 
算 到 这 儿 问 题 可 以 改 述 为 . 假定 
(p+l)(gt+1)  _1 (1) 
(P+g+2)*(p+g+3) 6 / 
则 由 c==p/p 十 g 可 以 推 得 


D+1 ,1+4c 
六 vw+g+2 6 

C 一 0/ 2 十 9 作 一 0 十 工 /2 十 2 十 双 

_ (1—e)(1—2n) 
WwW—c6 
工 一 20 

一 工 一 “5 一 
Le M0) 


解 得 p 一 2 全 一 2 
6 
1i—26c 
1—2c 工 一 2c 
一 人 \ 工 一 多) 
代入 (TD) 式 -eo” pe “ 1 
(一 全 ) (一 < +1) GO 
w—e w—6 
BE G1—m) (一 2) 一 工 十 人 一 3c (2) 


怎样 从 这 个 式 子 推出 


pL+4c) 


是 一 个 疑问 ， 
。 409 。 


用 了 高 深 数 学 并 没有 回答 原来 的 问题 ， 
附 记 
对 一 个 任务 如 果 经 验 多 了 ,通过 资料 知道 它们 以 往 是 


来 表 均 值 ， 用 
表 方 差 ， 


$13 人 整 个 完成 期 限 适合 正 态 分 布 律 


为 什么 最 后 完成 期 限 是 一 个 服从 以 
| ~ 2 二 4c; 十 0 
“一 全 一 


为 均值 ,以 oA) 


为 标准 离 差 的 正 态 分 布 随机 变量 ， 用 到 了 概率 论 中 有 名 的 中 心 极 
限定 律 ， 对 不 对 ? 当 s 充分 大 时 , 这 可 能 是 一 个 较 好 的 渐 近 估计 ， 
细 分 析 一 下 在 实际 上 用 
: Qi 十 4c; 十 六 2 一 Ci \? 
6 ,( 了 
各 为 均值 与 方差 的 时 候 ， 我 们 已 经 用 了 下 面 的 分 布 来 苦 代 了 原来 


的 分 布 ; » ; 
a 一 ss 反光 B;= 2 


各 有 去 可 能 性 . 


toOn， 


如 果 s 不 太 大 ,可 以 用 以 下 的 方法 来 处 理 , 即 


8 一 2) 


中 的 指数 <Q 诸 系 数 之 和 等 于 在 Q 周 前 完成 的 可 能 性 ， 
当 s 大 时 ,这 个 方法 很 难 直接 计算 , 是 其 缺点 . 


如 果 不 管 二 (5; 一 4) ”而 直接 从 去 (ws 十 4 十 二 联想 由 


Ee 
i=1 6 : 
求 其 中 2 的 指数 才 Q@ 的 诸 系 数 之 和 和 那 就 更 直接 些 ， 但 计算 起 来 也 


束 更 县 烦 了 ， 


$ 19 时 差 也 要 用 概率 处 班 


现在 所 算出 的 最 早 可 能 完成 时 间 Ts, 实际 上 是 在 Ts 前 有 /2 
可 能 性 完成 。 最 迟 必须 完成 时 间 ZT, 实际 上 也 是 ,如 果 到 TL 仍 完 
不 成 而 推迟 任务 的 可 能 性 是 1/2, 因此 也 应 当 用 概率 处 理 才 对 . 
但 为 了 简单 起 见 ， 我 们 这 儿 不 多 谈 了 。 我 们 所 算出 的 时 差 大 
小 ， 只 是 用 来 作为 调整 的 参考 资料 而 已 (同时 每 个 环节 都 要 这 桩 
算 ,计算 量 也 太 大 了 ). | 
”附带 说 明 一 旬 , 非 肖 定型 比 表 定型 的 计算 复杂 得 多 , 因此 尽 可 
能 避免 用 非 肯 定型 例如 : 如 果 数 据 都 是 大 致 对 称 的 , 也 就 是 是 
a.8 的 均值 圳 (@+5) 时 ,在 这 种 情况 下 可 以 作为 表 定 型 来 计算 .但 
要 注意 结论 是 平均 完成 日 期 


820 计 划 
也 许 有 人 认为 统筹 方法 仅仅 着 重 于 时 间 , 而 忽视 了 其 他 . 实 
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Po 


质 上 也 不 尽 然 ， 因 为 每 道 工 序 所 需要 的 时 间 是 由 其 他 因素 决定 
的 .而 我 们 是 在 这 样 的 基础 上 来 画 箭头 图 的 ， 

计划 的 制定 , 应当 根 据 领 导 的 要 求 来 进行 。 例如: 领导 要 求 保 
证 质量 尽快 做 成 ， 没 有 人 力 物力 的 限制 . 又 如 :要求 达到 最 高 工 
效 ， 又 如 : 在 现 有 设备 和 交 货 日 期 的 限制 下 制定 等 等 。 为 了 简单 
起 见 , 我 们 现在 讲 一 个 在 时 间 最 短 的 条 件 下 用 人 最 少 的 安排 方法 . 

先 画 出 箭头 图 , 再 调查 每 一 工序 最 短 可 靠 完成 时 间 , 依 这 些 时 
间 画 图 , 找 出 主要 韦 盾 线 来 . 然后 在 按照 主要 巴 征 线 所 要 求 的 时 
闻 按 时 完成 本 工程 的 条 件 下 ， 把 非 主 要 矛盾 线 上 的 人 数 (或 设备 ) 
尽 可 能 减少 或 降低 高 峰 用 人 ， 这 样 就 达到 在 工期 最 短 的 条 件 下 ， 
用 人 最 少 的 目标 了 . 

说 的 抽象 些 , 计划 问题 是 如 下 的 数学 形式 : 

一 项 任务 需要 100 人 周 完 成 , 并 不 是 说 700 人 可 以 一 天 做 成 . 
也 不 是 说 一 个 人 700 天 做 完 , 往往 是 人 少 做 不 成 ,人 多 和 冤 了 工 。 所 
谓 100 个 人 周 的 意思 是 : 在 人 数 怡 当 的 时 候 , 确 乎 是 人 数 与 时 间 成 
反比 例 . 

例如 一 ! 罗 工序 的 人 数 zi; 适合 于 

9i < wh (1) 

也 就 是 说 , 当 人 数 少 于 gs, 每 人 工效 显著 下 降 。 当 人 数 多 于 ij, 将 
出 现 较 严 重 的 算 工 现象 。 一 ( 罗 需要 的 工作 量 是 wu。 沿 每 条 线 
算出 


Cis 


的 和 ， 瑟 成 为 


ty= 5 
(Ek) ois 
是 治 第 上 条 线路 所 需要 的 时 间 ， 而 整个 工程 完成 的 时 间 等 于 所 有 
的 如 中 的 最 大 者 。 即 


“ie 


To max tit, 
(kK) 


条 件 不 止 (1) 一 个 ， 还 可 能 有 各 种 各 样 的 条 件 ， 例 如 某 工 
种 的 人 数 限制 ， 某 项 设备 的 限制 ， 原 材料 到 达 日 期 的 限制 等 ， 
计划 问题 在 于 在 这 些 限制 下 ， 我 们 求 下 的 最 小 值 ， 称 为 最 优 
解 ， 

注意 ; 这 样 的 数学 问题 一 般 是 不 容易 求 出 最 优 值 的 ， 首 先 , 有 
时 这 样 的 问题 比 一 般 所 知道 的 规划 论 上 的 问题 还 难 ， 一 下 子 找 不 
到 有 效 解 ， 其 次 , 计算 量 太 大 ,不 好 办 . 如 果 已 经 有 一 个 设计 方 
案 , 可 以 尽 可 能 地 改进 ， 下 次 再 安排 计划 时 , 便 可 以 在 这 个 基础 上 
进一步 加 工 了 。 

还 必须 再 丈 上 一 名 , 定 下 的 数值 之 后 , 工作 并 未 结束 ,在 非 
主要 矛盾 线 的 环节 上 还 应 当 检查 ; 在 不 影响 整个 进度 的 条 件 下 , 用 
人 能 不 能 再 少 , 设备 能 不 能 再 少 ， 

总 之 ， 向 主要 矛盾 环节 要 时 间 ， 向 非 主要 矛盾 环节 要 节 

此 外 ,值得 在 此 一 提 的 是 ， 在 制订 计划 的 时 候 , 为 了 保证 产品 
质量 , 必须 添上 一 些 检查 原材料 (或 半成品 ) 质 量 的 箭头 , 把 不 合格 
的 剔除 , 以 便 提 高 整个 产品 的 合格 率 ， 
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在 计划 定好 后 , 我 们 有 了 箭头 图 , 但 这 个 箭头 图 并 不 是 一 成 不 
变 的 ， 为 了 适应 形势 的 进展 , 范围 小 的 可 以 由 专人 掌握 , 随时 了 解 
情况 , 及 时 调整 ,指导 生产 ; 而 范围 大 的 必须 建立 一 套 报表 制度 , 随 
时 掌握 情况 。 表 格力 求 简单 , 除 印 好 的 部 分 外 , 只 填 几 个 数字 就 行 
了 ,例如 , 印 好 的 部 分 如 下 


4113， 


让 由 山 用 


箭 尾 | 箭头 | 工程 | ”开工 日 期 估计 完成 日 期 重 估 时 间 
| 号码 | 号 码 | 性 质 | 月 | 日 | 年 | 月 日 | 年 | 是 短 | 最 可 能 | 最 长 
隧道 
536 7 48 
工程 


(1) 已 经 开工 或 已 经 有 开工 日 期 的 请 填 甲 栏 ， 
(2) 如 还 没有 确切 的 开工 日 期 的 请 填 乙 栏 。 如 估计 无 变化 , 则 填 不 变 二 字 ， 如 有 
变化 请 填 上 重 估 时 间 ， 
(8) 切 勿 两 栏 同时 填 。 


”这 个 表 仅 供 参考 之 用 ， 可 以 根据 实际 情况 制定 各 种 必要 的 表 
格 ,但 原则 是 表 中 要 填写 的 内 容 愈 少 愈 好 ， 

有 了 表格 , 可 以 做 出 规定 , 例如 每 月 循环 两 次 ， 要 施工 单位 按 
期 将 报表 送 给 “总 调度 ”， 总 调度 负责 分 析 这 些 资 料 。 把 分 析 所 得 
出 的 意见 送 给 领导 。 例如 某 一 环节 进展 得 快 了 , 必须 通知 下 一 任 
务 的 负责 单位 早日 准备 进入 工地 . 又 如 哪 一 个 环节 没有 按时 完工 ， 
必须 采取 怎样 的 特殊 措施 . 又 如 主要 矛盾 线 有 了 变化 , 或 次 要 矛盾 
有 转化 为 主要 矛盾 的 可 能 了 , 等 等 。 然 后 将 领导 批准 的 意见 下 达 ， 
指挥 生产 ， 按 固定 的 时 间 提 出 报表 , 按 固 定 的 时 间 进 行 分 析 , 按 固 
定 的 时 间 下 达 指 令 ( 指 一 般 的 情况 , 特殊 情况 可 以 随时 下 达 ), 周 而 
复 始 , 一 直到 任务 最 后 完成 为 止 . 

在 “总 调度 室 ” 备 有 显示 箭头 图 的 模板 一 块 ， 根 据 反映 的 情况 
随时 修改 箭头 图 (但 必须 把 修改 的 过 程 记录 下 来 )， 图 上 特别 标 出 
正在 进行 的 工程 及 其 进度 .具体 做 法 , 必须 发 挥 人 的 主观 能 动 性 ， 
在 实际 工作 中 ,依靠 群众 , 自始至终 地 走 群众 路 线 , 不 断 摸 索 , 不 断 
前 进 . 
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每 次 修改 箭头 图 的 记录 , 也 是 进行 总 结 的 好 材料 ， 例 如 ; 由 于 
某 一 外 协 工作 (或 外 协 件 ) 没 有 及 时 完成 ， 由 于 漏 列 了 某 一 工序 等 
等 ,都 可 由 记录 中 获悉 。 反映 最 后 实施 的 箭头 图 , 也 就 是 下 次 设计 
的 好 依据 , 或 其 他 地 区 设计 类 似 工程 的 良好 参考 。 

各 兄弟 单位 类 似 工 程 的 最 后 实施 图 的 对 比 ， 不 仅 可 以 找 出 整 
个 工程 的 差距 来 (用 数字 玫 达 的 差距 )， 而 且 可 以 一 分 为 二 地 看 问 
题 ,分 析出 在 哪些 工序 上 ,我 们 组 织 得 比较 好 些 ,而 哪些 比较 差 些 ， 
因而 收 到 取长补短 的 效果 . 

( 据 中 国 工业 出 版 社 1966 年 5 月 版 排 印 ) 
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优选 法 平话 及 其 补充 
一 “优选 法 "平话 
$1 什么 是 优选 方法 ? 


优选 的 方法 的 问题 处 处 有 , 常常 见 .但 问题 简单 ,易于 解决 , 故 
不 为 人 们 所 注意 。 自 从 工艺 过 程 日 益 繁 复 , 质量 要 求 精益 求 精 , 优 
选 的 问题 也 就 提 到 日 程 上 来 了 。 简单 的 例子 , 如 : 一 枝 粉笔 多 长 最 
好 ? 每 枝 粉笔 都 要 丢掉 一 段 一 定 长 的 粉笔 头 , 单 就 这 一 点 来 说 , 傅 
长 愈 好 .但 太 长 了 , 使 用 起 来 既 不 方便 , 而 且 容易 折断 , 每 断 一 次 ， 
必然 多 浪费 一 个 粉笔 头 , 反而 不 合适 ， 因 而 就 出 现 了 “粉笔 多 长 最 
合适 ”的 问题 , 这 就 是 一 个 优选 问题 . 

燕 馒 头 放 多 少 碱 好 ? 放 多 了 不 好 吃 , 放 少 了 也 不 好 吃 , 放 多 少 
最 好 吃 呢 ? 这 也 是 一 个 优选 问题 ， 也 许 有 人 说 : 这 是 一 个 不 确切 
的 问题 .何谓 好 吃 ? 你 有 你 的 口味 , 我 有 我 的 口味 , 好 吃 不 好 吃 根 
本 没有 标准 .对 ! 但 也 不 完全 对 ! 可 否 针对 我 们 食堂 定 出 一 个 标 
准 来 ! 假定 我 们 食堂 有 一 百人 , 放 碱 多 少 , 这 一 百人 有 和 多少 人 说 好 
吃 , 统计 一 下 , 不 就 有 了 指标 吗 ? 我 们 的 问题 就 是 找 出 合适 的 用 碱 
量 ,使 食堂 里 说 好 吃 的 人 最 多 . 

这 只 是 引子 ,是 比喻 。 实 际 上 问题 比 此 复杂 , 还 有 发 酵 问题 等 
等 没有 考虑 进去 呢 ! 同时 , 这样 的 问题 老师 傅 早已 从 实践 中 摸 清 
规律 , 解决 了 这 一 问题 了 ,我们 不 过 用 来 通俗 说 明 什么 是 优选 方法 
而 已， 
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优选 方法 的 适用 范围 是 : se 

怎样 选取 合适 的 配方 , 合适 的 制作 过 程 ， 站 | 
使 产品 的 质量 最 好 ? 

在 质量 的 标准 要 求 下 ， 使 产量 最 高 成 本 
最 低 , 生产 过 程 最 快 ? 

已 有 的 仪器 怎样 调试 , 使 其 性 能 最 好 ? 

也 许 有 人 说 我 们 可 以 做 大 量 试验 嘛 ! 把 所 有 的 可 能 性 做 穷尽 
了 ， 还 能 找 不 到 最 好 的 方案 和 过 程 ” 大 量 的 试验 要 花 去 大 量 的 时 
间 . 精力 和 器 材 , 而 且 有 时 还 不 一 定 是 可 能 的 。 举 个 简单 的 例子 ， 
一 个 一 平方 公里 的 池塘 , 我 们 要 找 其 最 深 点 比方 说 每 隔 一 公 尺 
测量 一 次 , 我 们 必须 测量 1000 x 1000, 总 共 一 百 万 个 点 ,这 个 问题 
不 算 复杂 , 只 有 横竖 两 个 因素 . 多 儿 个 : 三 个 .四 个 .五 个 .六 个 更 不 
得 了 ! 假定 一 个 因素 要 求 准 两 位 , 也 就 是 分 100 个 等 级 , 两 个 因素 
就 需要 100 x100 即 一 万 次 , 三 个 就 需要 100 x100x100 即 一 百 万 
次 , 四 个 就 需要 一 亿 次 ; 就 算 你 有 能 耐 , 一 天 能 做 三 十 次 ,一 年 做 一 
万 次 ,要 一 万 年 才能 做 完 这 些 实验 . 

优选 方法 的 目的 在 于 减少 实验 次 数 , 找到 最 优 方案 .例如 在 一 
个 因素 时 , 只 要 做 14 次 就 可 以 代替 1600 次 实验 . 上面 所 说 的 池塘 
问题 ,有 130 次 就 可 以 代 痊 一 百 万 次 了 (当然 我 们 假定 了 池塘 底 都 
不 是 忽 高 忽 低 的 ). 
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我 们 知道 , 钢 要 用 某 种 化 学 元 素来 加 强 其 强度 , 太 少 不 好 , 太 
多 也 不 好 , 例如 , 碳 太 多 了 成 为 生铁 , 碳 太 少 了 成 为 熟 铁 , 都 不 成 钢 
材 , 每 吨 要 加 多 少 碳 才能 达到 强度 最 高 ? 假定 已 经 估 出 (或 从 理论 
上 算出 ) 每 吨 在 1000 克 到 2000 克之 间 . 普通 的 方法 是 加 1001 克 ， 
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1002 殉 ， pp ; 做 下 去 ,做 了 一 千 次 以 后 ,才能 发 现 最 好 的 选择 , 这 
种 方法 称 为 均 分 法 .做 一 千 次 实验 既 浪 费时 间 、 精 力 , 又 浪费 原 材 
料 ， 为 了 迅速 找 出 最 优 方案 ,我 们 建议 以 下 的 "“ 折 和 迭 纸 条 法 。 

请 牢记 一 个 数 0.618. 

0 1 
1000 克 2000 克 

用 一 个 有 刻度 的 纸 条 表达 {1000~2000 克 ， 在 这 纸 条 长 度 的 
0.618 的 地 方 划一 条 线 , 在 这 条 线 所 指示 的 刻度 做 一 次 实验 , 也 就 
是 按 1618 殉 做 一 次 实验 . 


1000 克 16 18 2000 元 


然后 把 纸 条 对 中 壕 起 ,前 一 线 落 在 为 一 层 上 的 地 方 ,再 划一 条 
线 , 这 条 线 在 13882 死 处 , 再 按 1382 克 做 一 次 实验 ， 


1000 1382 | 1618 2000 


两 次 实验 进行 比较 , 如 果 1382 克 的 好 一 些 , 我们 在 1618 处 把 
纸 条 的 右边 一 段 勇 挥 , 得 ， 


J000 1382 


(如 采 1618 元 比较 好 , 则 在 1382 死 处 前 挥 左边 一 段 )。 再 依 中 对 
折 起 来 , 又 可 划 出 一 条 线 在 1236 克 处 ; 


tf 
4 
| 


| 
' ' 
10 00 1236 | 1382 1 1618 1236 138211472 1618 
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依 1236 克 做 实验 , 再 和 1382 充 的 结果 比较 , 如 果 , 仍然 是 1882 死 
好 , 则 在 1236 处 剪 挥 左边 . 

再 依 中 对 折 , 找 出 一 个 试点 是 1472, 按 1472 元 做 实验 ， 做 出 
后 再 剪 控 一 段 , 等 等 。 注意 每 次 留 下 的 纸 条 的 长 度 是 上 次 长 度 的 
0.618( 留 下 的 纸 条 长 ==0.618x 上 次 长 )， 

就 这 样 , 实验 .分析 、 再 实验 、 再 分 析 , 矛盾 的 解决 和 又 出 现 的 
过 程 中 ,一 次 比 一 次 地 更 加 接近 所 需要 的 加 入 量 , 直到 所 能 达到 的 
精度 ， 

从 炼 钢 发 展 的 历史 也 可 以 充分 地 看 出 “优选 法 的 意义 ， 琉 亡 
出 现 的 生铁 , 含 碳 量 达 4%， 后 来 熟 铁 出 世 了 ， 几 乎 没有 售 磋 量 . 
在 欧洲 十 八 世纪 七 十 年 代 前 , 熟 铁 还 是 很 盛行 的 . 各 种 钢 的 出 现 ， 
就 是 按 客观 要 求 找到 最 合适 的 含 碳 量 的 过 程 . 例如 : 可 以 冷 压 制 成 
汽车 外 壳 的 钢 是 含 碳 量 0.15% 的 低 碳 钢 . 做 钢 梁 的 大 型 工 字 市 所 
要 求 的 是 含 碳 量 0.25% 的 软 钢 。 通 过 热处理 可 以 硬化 制 成 车 灿 、 
机 轴 的 是 含 磋 0.5% 的 中 碳 钢 。 做 弹 筑 、 锤 、 雏 、 符 又 需要 仿 矶 
1.4% 的 高 磋 钢 ,各 种 合金 钢 就 更 需要 选择 配方 了 ， 

以 上 不 过 拿 钢 来 做 例子 , 象 配方 复杂 的 化 学 工业 、 生 产 条 件 复 
杂 的 电子 工业 等 , 那 束 更 需要 优选 方法 了 ， 


$3 抓 主要 才 盾 


事物 是 复杂 的 , 是 由 各 方面 的 因素 决定 的 , 因而 必须 考虑 多 因 
素 的 问题 。 但 在 介绍 多 因素 的 “优选 法 之 前 , 我 们 应 该 学 习 毛 主 
席 的 论断 :“ 任 何 过 程 如 果 有 多 数 矛 盾 存 在 的 话 , 其 中 必定 有 一 种 
是 主要 的 , 起 着 领导 的 、 决 定 的 作用 , 其 他 则 处 于 次 要 和 服从 的 地 
位 。 

“优选 法 ”固然 比 普 通 的 穷 举 法 (或 排列 组 合法 ) 更 适合 于 处 理 
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多 因素 的 问题 , 但 必须 指出 , 随 着 因素 的 增多 实验 次 数 也 随 之 迅速 
地 增加 (尽管 比 普通 方法 的 增加 率 慢 得 多 ), 因此 ,为 了 加 快速 度 节 
约 人 力 、 物 力 ,减少 实验 次 数 , 抓 主要 矛盾 便 成 为 关键 的 关键 ; 至 少 
应 当 尽 可 能 把 那些 影响 不 大 的 因素 ,暂且 扳 开 ,而 集中 精力 于 少数 
几 个 必 不 可 少 的 、 起 决定 作用 的 因素 来 进行 研究 . 

举例 来 说 : 某 金 属 合金 元 件 经 湾 火 后 , 产生 了 一 层 氧化 皮 , 我 
们 逢 望 把 氧化 皮 去 掉 ， 而 不 损害 金属 表面 的 光洁 度 ， 有 一 种 方法 
叫做 酸 洗 法 , 就 是 用 几 种 酸 配 成 一 种 混合 液 , 然后 把 金属 元 件 浸 在 
里 面 ,目的 在 短 时 间 内 去 掉 氧 化 皮 , 不 损失 光洁 度 ， 

选择 哪 几 种 酸 的 问题 ,这 儿 不 说 了 .只 说 ,已 知 要 用 硝酸 和 和 握 
氢 酸 , 怎样 的 配方 最 好 ? 具体 地 说 要 配 500 毫升 酸 洗 液 , 怎样 配 ? 

看 看 因素 有 和 多少: 硝酸 加 多 少 ? 氧气 酸 加 多 少 ? 水 加 多 少 ? 
什么 温度 ? 多 长 时 间 ? 要 不 要 搅拌 ， 搅 拌 的 速度 和 时 间 ? 一 摆 下 
来 有 七 个 因素 , 每 个 因素 就 算 它 分 为 10 个 等 级 ,用 穷 举 法 就 要 做 

10 次 试验 , 即 一 千 万 次 , 就算 优选 法 有 本 领 , 只 要 万 分 之 一 的 工作 
量 , 那 也 要 做 一 千 次 , 太 多 啦 ! 

清 看 搞 这 项 实验 的 同志 是 怎样 按照 毛 主席 抓 主要 矛盾 的 指示 
来 分 析 问 题 的 ， 

总 共 是 500 毫升 , 两 种 酸 的 用 量 定 了 , 水 的 量 也 就 定 了 , 所 以 
水 不 是 独立 因素 ， 

其 次 , 配 好 了 就 用 ,温度 的 变化 不 大 ,温度 不 考虑 ， 

再 其 次 ,时 间 如 果 指 的 是 配 好 后 到 进行 酸 洗 的 时 间 , 我 们 也 不 
考虑 这 时 间 , 因为 配 好 就 洗 ; 如 果 指 酸 洗 所 需要 的 时 间 , 那 不 是 因 
系 而 是 指标 , 这 次 摘出 的 酸 洗 液 只 要 三 分 钟 ,所 以 也 不 成 问题 ， 

最 后 , 搅拌 不 搅拌 就 暂 不 考虑 . 

结果 就 只 有 两 个 因素 . 硝酸 多 少 ? 和 氢气 酸 多 少 ? 因此 , 只 用 一 
天 时 间 做 夫 次 试验 就 把 问题 解决 了 ， 否 则 就 要 成 月 成 年 的 时 间 
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了 ， 

青 补充 说 明 一 下 这 样 分 析 的 用 县 : 三 种 配 比 有 时 会 误解 为 三 
个 因素 ,实际 上 只 有 两 个 因素 (变数 ) 是 独立 的 ， 

酸 洗 的 时 间 长 短 , 不 是 因素 而 是 指标 , 就 是 说 , 该 时 间 不 是 目 
变数 , 而 古 因 变 数 . 

采用 “优选 法 的 同志 必须 注意 : 在 分 析 问 题 的 了 时候, 要 和 弄 清 楚 
到 底 有 哪些 是 独立 变数 , 经 验 告诉 我 们 这 都 是 易于 发 生 的 错误 .还 
必须 再 强调 一 下 ,在 分 析出 哪些 因素 是 独立 变数 之 后 , 还 村 看 其 中 
哪些 因素 是 主要 的 ， 


S4 双 因 素 


假如 有 两 个 因素 要 考虑 , 一 个 是 含量 1000 克 到 2000 克 , 另 一 
个 是 温度 5000~6000°C 

我 们 处 理 的 方法 ; 把 纸 对 折 一 下 , 例如 是 在 1500 克 处 对 折 , 在 
固定 了 1500 克 的 情况 下 , 找 最 合适 的 温度 ， 用 单 因素 方法 ( 即 $2 
的 方法 ) 找 到 了 在 “x2” 处 。 再 横 对 折 , 在 5500 度 时 用 单 因素 的 方 
法 ( 即 $ 2 的 方法 ), 找到 最 合适 的 含量 在 “ 〇 O7" 处 . 比较 “O 〇 ”与 “x 
两 处 的 实验 , 哪个 结果 好 . 如 果 在 “x ”处 好 ， 则 裁 掉 下 半 张 纸 ( 如 
果 在 “ 〇 ”处 好 , 则 裁 掉 左 半 张 )， 在 余下 的 纸 上 再 用 上 法 进行 . 
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当然 因素 越 多 , 问题 越 复杂 , 但 在 复杂 情况 中 含有 灵活 思考 的 
余地 , 例如 : 当 我 们 找到 “x 处 后 ,我 们 放弃 对 折 法 ,而 用 通过 X-” 
的 横 线 , 在 这 条 横 线 上 作 试 验 , 用 $ 2 的 方法 找到 “ 口 ” 处 最 好 ,再 
通过 在 “ 口 ” 处 的 竖 线 上 做 实验 , 等 等 ， 

例如 , 某 工厂 曾 处 理 的 问题 就 是 本 节 提 出 来 的 ,采用 酸 洗 液 洗 
去 金属 元 件 的 氧化 皮 的 问题 . 经 过 分 析 后 , 将 问题 变 为 : 配 500 点 
升 酸 洗 液 ; 问 : 水 、 硝 酸 和 氧 氟 酸 各 放 多 少 效果 最 好 ? 

根据 经 验 和 有 关 资 料 , 他 们 原先 拟定 ， 硝 酸 加 入 量 在 0~250 
毫升 范围 内 变化 , 氢 氛 酸 在 0~25 毫升 范围 内 变化 , 其余 加 水 ， 这 
是 一 个 双 因 素 的 问题 ， 

这 样 的 试验 , 如 果 采 用 排列 组 合 的 方式 进行 。， 若 硝 酸 0~ 250 
毫升 按 5 毫升 分 一 等 分 , 共 分 成 50 个 等 分 ， 氢 氮 酸 由 0~25 就 逢 
按 2 毫升 分 一 等 分 , 共 分 成 18 等 分 ， 如 此 需要 进行 50 x13=650 
次 试验 ,这 是 既 化 时 间 又 化 物力 的 试验 .我 们 用 “优选 法 ”得 出 的 
结果 , 氢气 酸 的 取 值 是 33 毫升 , 竞 超 出 所 试验 的 范围 之 外 。 因此， 
就 是 做 遍 650 次 也 找 不 到 这 样 好 的 酸 洗 液 . 

用 “优选 法 ”指导 试验 ， 第 一 步 固定 氢气 酸 配 比 在 变化 范围 
0~25 毫升 的 正中 ， 假 定 加 入 量 为 13 毫升 ， 先 对 硝酸 含量 进行 优 
选 。 具 体 方 法 是 , 把 0~250 毫升 标 在 一 张 格子 纸 条 上 ， 用 纸 条 长 
度 表示 试验 范围 ， 从 0 开始 , 按 0.618 的 比例 先 找 到 第 一 个 试验 
点 申 为 155 毫升 , 作 一 次 试验 .然后 将 纸 条 对 折 起 来 , 从 中 线 左 侧 
找到 甲 的 对 称 点 乙 为 95 毫升 , 作 第 二 次 试验 ( 见 图 )。 对比 甲 、 乙 
二 试验 结果 , 知道 甲 比 乙 好 , 立即 前 掉 乙 点 左 侧 的 纸 条 ( 即 淘 汰 小 
于 95 毫升 的 试验 点 )， 得 出 新 的 试验 范围 ( 即 95 至 250 毫升 )， 再 
将 剩 下 纸 条 对 折 起 来 ,找到 甲 的 对 称 点 丙 为 190 毫升 , 作 第 三 次 试 
验 ( 见 图 )。 对比 丙 与 甲 的 结果 , 知道 甲 比 再 好 , 即将 丙 点 右 侧 的 纸 
条 剪 掉 ( 即 淘汰 大 于 190 毫升 的 试验 点 ), 又 得 出 新 的 试验 范围 (95 
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对 折线 

~190 毫升 )， 再 同样 对 折 找 甲 的 新 对 称 点 作 新 的 试验 ( 见 图 )， 如 
此 循环 , 到 第 五 次 试验 即 找到 硝酸 配 比 最 优 为 165 毫升 。 第 二 步 
将 硝酸 含量 固定 为 165 毫升 ， 用 同样 方法 对 气氛 酸 加 入 量 进 行 
选 ,发现 气 氟 酸 含量 在 边界 点 25 毫升 时 , 酸 洗 质量 较 好 , 说 明 原 来 
给 出 的 范围 不 一 定 恰当 , 决定 在 中 ~ 50 毫升 范围 再 进行 优选 ,到 
第 九 次 试验 , 找到 所 有 老 酸 最 优点 为 33 毫升 ， 至 此 , 共 试 验 十 四 次 ， 
所 找到 的 配方 已 经 能 很 好 地 满足 生产 的 需要 了 , 因此 试验 结束 . 人 否 
则 , 还 须 再 次 将 氢 氟 酸 含量 固定 为 83 毫升 ， 再 用 同样 方法 对 硝酸 
含量 进行 优选 , 如 此 做 下 去 ， 直 到 找到 最 优 配方 为 止 。， 这 个 例子 
说 明 , 用 “优选 法 "不仅 能 够 多 快 好 省 地 找到 最 优 方案 ,而 且 可 以 纠 
正 根据 经 验 初步 确定 的 范围 不 当 的 错误 ， 
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附 记 


1. 上 述 合金 酸 洗 液 的 选 配 问题 , 在 过 去 两 年 里 ， 曾 进行 过 两 
次 试验 .一 九 六 八 年 的 试验 失败 了 ,一 九 六 九 年 经 过 许多 次 试验 ， 
总 算 找到 一 种 酸 洗 液 配方 , 勉强 可 用 ; 但 酸 洗 时 间 达 半 小 时 ,还 要 
用 删 子 刷洗 。 

这 次 采用 优选 方法 ,不 到 一 天 时 间 , 做 了 二 四 次 试验 ， 艳 找到 
了 一 种 新 的 酸 洗 液 配方 。 将 合金 材料 放 入 这 种 新 的 酸 洗 液 中 ， 马 
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上 反应 ,三 分 钟 后 , 氧化 皮 日 然 剥 落 , 材料 表面 光滑 毫 无 腐蚀 痕迹 
2. 令 z 代 表 硼 酸 量 , y 代表 氢 氢 酸 量 ; 根据 经 验 和 有 关 资 料 ， 
假定 : 
0 委 z 委 250( 著 升 ); 0 委 y/ 委 25( 著 升 )。 
如 果 没 有 经 验 和 有 关 资 料 , 只 有 如 下 条 件 : 


2 于 2% 委 500，0 委 2，0 委 0 


我 们 如 何 处 理 ? 也 就 是 如 何 进行 选 配 ? 在 这 种 情况 下 ， 上 述 的 双 
因素 方法 仍 可 应 用 ， 但 应 注意 在 三 角形 之 外 的 点 不 在 考虑 之 列 . 更 
好 的 方法 是 改换 变数 : 

2 一 和 十 7，2 一 臣 ; 
也 就 是 我 们 令 20 和 2 委 500) 代表 加 入 酸 的 总 数量 而 令 帮 0 入 t 委 了 必 ) 
代表 硝酸 占 总 酸 量 的 成 分 并 作为 目 变 量 . 于 征 问 题 仍 然 归 结 为 在 


长 方形 . 0<z<500, 0O<1<1 
中 求 最 优 方案 的 问题 。 
$5 多 因 际 


〈 初 看 时 ， 此 节 可 略 去 ， 在 有 些 实 践 经 验 ， 充 分 学 握 卫 一 两 个 
因素 的 方法 之 后 , 再 试看 试用 这 一 他. ) 

也 许 有 人 说 ， 折 纸 法 由 于 纸 只 有 长 和 宽 , 只 能 处 理 两 个 因 又 
的 问题 ， 两 个 因素 以 上 怎么 办 ? 学 过 数学 的 可 以 用 降 维 法 三 个 
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字 来 处 理 . 只 要 理解 了 怎样 降 维 , 就 可 以 迎刃而解 了 。 以 上 两 个 
因素 问题 的 处 理 方法 就 是 把 “二 维 ” 降 为 “一 维 的 方法 . 


我 们 以 上 的 根据 是 对 折 长 方形 , 现在 抽象 成 为 “对 折 ” 长 方 体 ， 
也 就 是 把 长 方 体 对 中 切 为 两 半 , 大 家 知道 共有 三 种 切 法 , 在 这 三 个 
平分 平面 上 , 找 最 优点 , 都 是 两 个 因素 (固定 了 一 个 因素 ) 的 优选 问 
题 ， 这 样 在 三 个 平分 面 上 各 找到 了 一 个 最 优点 ， 在 这 三 点 处 , 比 
较 哪 个 点 最 好 ， 把 包 有 这 一 点 的 1/4 长 方 体 留 下 ， 再 继续 施行 此 
法 . 

举例 说 ， 如 果 在 立方 体 

0O<z<1, O<y<1i, Oz<1 


中 找 最 优点 。 在 三 个 平面 : 


0<s<1 0<y<1, z= 记 
上 , 各 用 双 因 素 法 找到 最 优点 ， 
时 
看 这 三 个 点 中 哪个 最 好 ,如果 (地, 为, 几 ) 最 好 ,而 且 
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则 在 长 方 体 0<zw<<1， 0<y< 去 ， 0<:<3 
， 1 1 
中 继续 找 下 去 ， 如 果 0< 妇 所 机， 可 全 全 1 则 在 长 方 体 
1 1 


中 找 下 去 等 等 ， 总 之 , 六 下 来 的 体积 是 原来 体积 的 于， 
在 实际 操作 过 程 中 ， 在 定 出 两 平面 上 的 最 优点 后 ， 可 以 经 比 
较 , 先 去 掉 一 半 , 然后 再 处 理 另 一 平面 . 


二 特殊 性 问 冲 
$1 一 批 可 以 作 几 个 试验 的 情况 
例如 ， 一 次 可 以 做 四 个 试验 , 怎么 办 ? 根据 这 一 特 反 ， 我 们 建 
议 用 以 下 的 方法 : 
1， 抬 区 间 平 均 分 为 五 等 份 , 在 其 中 四 个 分 点 上 做 试验 ， 


POO 


2、 比 较 这 四 个 试验 中 那个 最 好 ? 留 下 最 好 的 点 及 其 左右 . 然 
后 将 留 下 来 的 再 等 分 为 六 份 。 再 在 “x ”做 实验 ， 


DO XXX 


3. 继续 留 下 最 好 的 点 及 其 左右 两 份 区 间 ， 再 用 同 法 ， 这 样 不 
断 地 做 下 去 ,就 能 找到 最 优 反 ， 

这 是 某 工厂 的 工人 老师 倩 所 建议 的 方法 ,实质 上 , 可 以 证 明 ， 
这 是 最 好 的 方法 ， 但 须 注意 ,对 于 每 批 偶数 个 实验 , 这 样 均 分 龙 最 
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好 的 .然而 对 于 每 批 奇数 个 实验 的 情况 , 则 就 比较 麻烦 些 ( 每 次 一 
个 网 是 0.618), 这 儿 不 叙述 了 . 

有 些 资 料 上 认为 ,，“ 优 选 法 只 适用 于 每 次 一 个 实验 . 每 次 多 
个 试验 只 好 用 老 方法 “实验 设计 ,这 种 看 法 是 值得 商讨 的 ， 


$2 平分 法 


在 实践 中 遇 到 这 样 的 问题 .。 某 一 产品 依靠 茶 种 贵重 金属 .我 
们 知道 ,采用 16% 的 贵重 金属 生产 出 来 的 产品 质量 合乎 要 求 . 我 
们 问 , 可否 少 些 、 更 少 些 呢 ? 使 产品 自然 符合 要 求 。 这 样 来 降低 成 
本 . 

我 们 建议 用 以 下 的 平分 法 , 而 不 用 0.618 法 。 我 们 在 平分 点 
8% 处 做 试验 .如 果 8% 仍然 合格 , 我 们 忆 掉 右边 一 半 ( 不 合格 甩 
近 左 边 一 半 )。 然 后 再 在 中 点 4% 处 做 试验 , 如 果 不 合格 , 就 甩 掉 
右边 一 半 。 再 在 中 点 6% 处 做 实验 , 如 果 合 格 , 再 在 4% 与 6% 之 
间 的 5% 处 做 实验 ,仍然 合格 . 留 有 余地 , 工厂 里 照 6% 的 贵重 金 
属 进行 生产 ， 


一 一 一 | 一 一 一 
4 须 6% 8% 


一 
#4w 5 吧 6 呢 


这 一 方法 在 一 些 工 三 都 早已 用 上 了 ， 
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$3 平行 线 法 
我 们 的 间 题 是 两 个 因素 ， 一 个 是 温度 , 一 个 是 时 间 ， 炉 温 难 
再 ,时 间 易 守 ， 根据 这 一 特点 ,我 们 采用 "平行 线 法 ， 先 把 温度 男 
定 在 0.618 处 ,然后 对 不 同 的 时 间 找 出 最 佳 点 ,在 “ 〇 处 . 再 把 温 
度 调 到 0.382 处 ,固定 下 来 ,对 不 同 的 时 间 找 出 最 佳 点 , 在 “x” 处， 
对 比 之 后 ，G@ 〇 处 比 "x “处 好 ,我 们 划 掉 下 面 的 部 分 。 然 后 用 对 折 
法 找到 下 一 次 温度 该 多 少 ，…… 


这 个 方法 是 茶 工厂 结合 实际 的 创造 . 


$4 陡 度 法 
在 4 点 做 实验 得 出 来 的 数据 是 w 在 B 点 做 实验 得 出 米 的 数 


(& —- 6) * > af -0 
据 是 5。 如 果 4>b, 则 -天 条 而 让 高) 称 为 由 上 升 到 4 前 能 
度 ， 
| oB (Eb) 
®Ata) 
O X 
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在 某 化 工厂 , 我们 遇 到 过 这 类 问题 这 是 一 个 双 因 素 的 问题 ， 
我 们 在 模 线 上 做 了 两 个 实验 (由己 ) 之 后 ， 我 们 立刻 苇 到 竖 线 上 
去 , 又 做 了 两 个 实验 (@、@@)， 我 们 发 现 @ 点 特 好 , @ 点 特 差 ;在 
这 种 情况 下 我 们 就 不 再 在 横 、 竖 二 线 上 作 实 验 了 . 我 们 在 名 与 也 
的 连 线 上 @) 点 做 了 一 个 试验 ,结果 更 好 , 超过 了 我 们 的 要 求 . 

总 起 来 这 是 陡 度 问题 .可 以 计算 四 到 四, 忆 到 多 ,加 到 区 
的 耳 度 ; 看 那个 最 耳 , 就 问 那个 方向 朴 上 去 ， 


这 个 方法 在 菜 工厂 时 经 用 过 :从 已 有 的 实验 数据 中 发 现 了 很 
陡 的 方向 , 这 个 方向 正 是 寻找 最 优 方案 的 方向 。 在 这 个 万 同上 实 
验 , 我 们 找到 了 最 满意 的 后、 


$5 瞎子 爬山 法 


睹 子 在 出 上 某 点 , 想 要 疏 到 山顶 , 怎么 办 ? 从 立足 处 用 明 杖 向 

前 一 试 ,党 得 高 些 , 就 向 前 一 步 , 如 果 前 面 不 高 , 向 左 一 试 , 高 就 向 

左 一 步 ,不 高 再 试 后 面 , 高 就 退 一 步 , 不 高 再 试 右面 , 高 就 向 右 走 一 

步 , 四 面 都 不 高 , 就 原 地 不 动 ， 总 之 , 高 了 就 走 一 步 , 就 这 样 一 步 一 
步 地 走 ,就 走 上 了 山顶 . 

这 个 方法 在 不 易 跳 跃 调 整 的 情况 下 有 用 ， 当 然 我 们 也 不 必 一 
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步 一 步 按 东 南西 北 四 个 方向 走 , 例如 在 癌 北 走 一 步 问 东 走 一 步 后 ， 
我 们 得 出 %o, 名 ,za 三 个 数据 ， 由 此 可 以 看 到 由 和 所 到 2 的 陡 度 是 


2 一 2 而 由 2 到 2 的 陡 度 是 7 如 果 - 2 7 一 盖 纪 一 20， 我 们 


为 什么 不 好 尝试 在 加 名 的 方向 上 走 一 段 试 试看 ， 点 愈 多 , 您 可 以 项 
助 我 们 找 癌 目的 方 癌 . 
这 个 方法 适合 于 正在 生产 着 而 不 适 于 大 幅度 调整 的 情况 ， 


$6 非 单 峰 的 情况 如 何 办 ? 


也 许 有 人 说 ,你 所 讲 的 只 适用 于 “ 单 峰 的 情况 ， 多 蜂 ( 即 有 几 
个 点 ,其 附近 都 比 它 差 ) 的 情况 怎样 办 ? 我 们 建议 : 

1， 先 不 管 它 是 单 峰 还 是 多 峰 , 就 按 单 话 的 方法 去 做 , 找到 一 
个 “ 峰 ” 后 , 如果 符合 要 求 , 就 先 开工 生产 , 然后 有 时 间 继 续 再 找寻 
”其 它 可 能 的 更 高 的 “ 峰 ““ 即 分 区 寻找 ). 

2， 先 做 一 批 分 布 得 比较 均匀 朴 离 的 实验 ,看 其 是 否 有 “多 峰 - 
的 现象 出 现 , 如 果 有 “多 峰 现象 , 则 按 分 区 寻找 ， 知 罕 古 乍 因素, 最 
好 依 以 下 的 比例 划分 . 

a: B=0.618:0.882 
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例如 , 三 个 分 点 , 可 以 取 之 如 


ao _ 。/- 。 ot, 
这 留 下 来 的 成 为 . 
a Bb Bb 0 


的 形式 , 这 就 便于 应 用 0.618 法 . 
但 不 要 有 所 顾虑 ， 我 们 的 方法 不 会 比 穷 举 法 即 排列 组 合法 更 
吃亏 些 。 充 其 量 不 过 是 , 用 “优选 法 ”后 , 你 再 补 做 按 穷 举 法 原 定 要 
做 的 一 些 实验 而 已 。 

在 实际 工作 中 , 尤其 在 探索 未 知 的 科研 项 目 , 已 经 见 到 过 一 些 
比较 复杂 的 问题 ， 比 方 出 现 鞍 点 ( 即 马 鞍 形 的 中 间 点 ,该 点 对 左右 
而 言 它 是 极 大 , 对 前 后 则 它 又 是 极 小 ) 的 情况 . 这 要 按 常 规 做 法 ,会 
发 生 一 辈子 都 做 不 完 的 情况 . 但 用 “优选 法 ”在 一 两 周 即 完成 了 . 在 
化 工 系统 碰 到 过 不 少 这 种 例子 


三 补 死 
我 们 扼要 地 在 第 一 部 分 平话 中 讲 了 一 般 性 的 方法 ， 在 第 二 施 
分 列举 了 一 些 特殊 性 的 方法 。 在 “用 ”的 过 程 中 , 如 对 以 上 两 部 分 
仍 不 能 满足 , 可 以 参考 这 第 三 部 分 。 如 果 读 者 一 时 不 能 全 和 懂 ,不 要 
急 , 捧 能 用 的 就 用 .在 不 断 实践 , 不 断 思考 的 过 程 中 , 会 有 所 前 进 
的 。 至 于 看 理论 完整 的 专 书 , 最 好 是 在 有 些 实际 经 验 之 后 。 


$1 这 是 一 个 求 最 大 (或 最 小 ) 值 的 问题 
对 学 过 数学 的 人 来 说 ， 这 是 一 个 求 函数 的 最 大 (或 最 小 ) 值 的 
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问题 例如: 某 一 质量 指标 了 取决 于 三 个 因素 的 大 小 , 也 就 是 
T= JoDC，0， 2). 
问题 的 中 心 在 于 变化 范围 
ATED, OEYEq, CEZEr 
内 求 函 数 f(z, y, z) 的 最 大 值 ， 也 许 有 人 认为 这 是 在 微 积分 书 上 
早已 见 到 并 熟悉 了 的 问题 ,但 实际 上 , 有 一 个 能 行 不 能 行 的 问题 . 
自 先 , 你 必须 知道 函数 f(z, y, z) 的 表达 式 , 即使 知道 了 f (%, 9,?) 
的 解析 式 , 还 要 解 联 立 方程 . 


这 可 能 是 超越 方程 ,求解 并 不 容易 ; 即使 解 出 来 了 , 还 要 判断 , 并且 
研究 它 是 不 是 整个 区 域内 的 最 大 值 ， 

但 简单 的 f(z, y, 2 不 常 抑 , 还 可 能 未 被 发 现 , 甚至 根本 写 不 
出 来 ， 例如 上 面 平话 部 分 所 提 到 的 ,“ 说 好 吃 的 “人 数 百 分 比 是 用 
碱 量 的 一 个 怎样 的 函数 ? 

也 证 有 人 建议 ,用 统计 回归 找 出 一 个 公式 ,然后 再 求 极 大 值 . 
但 统计 学 总 是 需要 大 量 实验 , 计算 也 不 简单 ,而 县 用 回归 得 出 来 的 
级 数 往 往 简单 得 失真 (经 常 假 定 是 一 次 二 次 的 )。 我 们 既 有 做 大 量 
实验 的 打算 , 为 什么 不 直接 采用 优选 方法 呢 ? 何况 这 样 做 , 实验 次 
数 还 可 大 大 减少 1 


$2 0.618 的 由 来 


0.618 是 
yy = -+ v5 

的 三 位 近似 值 , 根据 实际 需要 可 以 取 0.6, 0.62, 或 比 0.618 更 精 
人 确 的 值 ， 
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W 这 一 个 数 有 一 个 特殊 性 , 即 


1 一 JWV* (该 方程 的 解 正 是 一 55) 


W 与 1 一 W 把 区 闻 [0, 十分 为 如 下 图 的 形式 . 
-WW=W: WW 
V5 + 1 
2 2 
不 管 你 于 挤 那 一 段 ([0，( 一 玉 )] 或 [W, 11), 所 余下 的 包 有 一 点， 
其 位 置 与 原来 两 点 之 一 引 一 WW 或) 在 [0，1j] 中 所 处 的 位 置 的 比 
例 是 一 样 的 .具体 地 讲 , 原来 是 0<1 一 WW<W<1 丢掉 右边 一 段 
(LW 1) 后 的 情况 是 . 
0<1—W=W?*<W, 

这 不 正 是 [0, 1 缩小 W 们 的 情况 吗 ? 

同样 ,丢掉 左边 一 段 ([0，(i 一 WV)j) 后 的 情 沈 是 ， 

1—_W<W-=dd-W+WU-W)<l, 

这 区 间 的 总 长 度 还 是 WV, 而 WW 与 1 的 距离 是 1 一 WW 的 WY 售 ， 

这 方法 是 平面 几何 学 上 的 黄金 分 割 法 ， 因 而 这 个 “优选 法 也 
称 为 黄金 分 割 法 ， 在 中 世纪 欧洲 流行 着 依 黄金 分 割 法 做 的 窗子 最 
好 看 的 “奇谈 ”( 也 就 是 用 0.382:0.618 的 比例 开 和 窗子 最 好 看 ). 


$ 3 “未 回调 试 法 ” 


读者 不 要 以 为 上 一 节 已 经 回答 了 急 一 一 + 广 3 的 来 源 了 ， 

问题 更 准确 的 提 法 应 是 ， 在 区 间 [z， 刀 内 有 一 个 单 峰 函 数 
jw， 我 们 有 如 下 的 方法 找到 它 的 项 峰 (并 不 需要 函数 f(z) 的 真 
正 表达 式 )， 

先 取 一 点 做 实验 得 妇 一 (zm)， 青 取 一 点 x 做 实验 得 纺 一 
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在 余下 的 部 分 中 取 一 点 zs( 这 点 zs 也 可 能 到 在 wb ws 之 间 ), 做 实 
验 得 ys 一 f(zs), 如 果 ys 二 ys， 则 丢 [ws, 时 ,再 在 余下 的 (co zs) 中 取 


一 太 Ci 不断 做 下 去 ,不 管 你 怎样 育 目 地 做 ,总 可 以 找到 J (2%) 
的 最 大 值 ， 但 问题 是 : 怎样 取 w1,， zw2…… 使 收效 最 快 (这 里 ， 殖 紧 


是 对 任意 了 (2) 而 言 的 )， 也 就 是 做 实验 的 次 数 最 少 。 要 回答 这 一 
问题 ,还 需要 一 些 并 不 高 深 的 数学 知识 (例如 :< 高 等 数学 引 论 > 第 
一 章 的 知识 ), 不 在 这 儿 详 谈 了 人 ,但 必须 指出 , 外 国文 献上 的 所 谓 
证 明 并 非 证 明 。 


84 分 小 法 


在 我 国 数学 史上 关于 圆周 率 严 有 过 极为 辉煌 的 一 页 。 伟大 的 
数学 家 祖冲之 (公元 前 429~500 年 ) 隐 有 以 下 两 个 重要 贡献 。 其 
一 ,是 用 小 数 来 表示 图 周 率 . 

3.1415926<x<3.1415927,， 
@ ”对 归纳 法 熟悉 的 同志 ,建议 先 用 它 证 明 Fm 的 表达 式 及 分 数 法 是 最 好 的 . 然 
后 再 证 分 数 法 的 极限 就 是 黄金 分 割 法 , 但 归 纳 法 的 缺点 在 于 要 先知 道 结论 ， 
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其 二 , 龙 用 分 数 


355 
1183 


来 表示 圆周 骏 , 它 准 到 六 位 小 数 ,而 且 其 分 母 小 于 33102 的 分 数 中 
没有 一 个 比 它 更 接近 于 . 

这 种 分 数 称 为 最 佳 渐 近 分 数 ( 可 参考 ; “从 祖冲之 的 圆周 座谈 
起 >, 见 本 书 67 页 至 77 页 )， 

我 们 现在 处 理 


VD-1 
2 


也 有 两 种 方法 , 其 一 是 小 数 法 0.618， 其 二 是 分 数 法 ， 即 了 上述 所 引 
用 的 小 书 上 的 方法 ,可 以 找到 这 数 的 渐 近 分 数 : 
3 5 8 13 2 3 5 8 
5 ” 8 13 323” 834’” 55’” 89’” 144° 
这 些 分 数 的 构成 规律 是 由 . 
1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34 553, 89, 144, .…... 得 来 的 , 而 这 
个 数列 的 规律 是 : 
十 [一 2 1]+2=3, 2 十 3 二 5,， 3 十 5=8,，5 十 8 二 18，8 十 13= 
21, 13+21=34,，…... . 
是 否 要 这 柱 一 个 一 个 地 算出 ?能 不 能 直接 算出 第 nw 个 数 芭 , 呢 ? 一 
般 的 公式 是 有 的 , 即 
FF n+1 本 n+ 
"(| 
(读者 可 以 参考 < 从 祈 辉 三 角 谈 起 >, 见 本 书 17 页 至 60 页 ， 有 了 这 
个 公式 ,读者 也 可 以 用 归纳 法 直接 证 明 )。 读者 也 极 易 算出 ; 
lim "WMS 
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由 渐 近 人 性质, 读者 也 可 以 看 到 分 数 法 与 黄金 分 荐 法 的 差异 不 
大 ,在 非 沉 特殊 的 情况 下 ,才能 少 做 一 次 实验 ， 
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如 果 特 别 限制 试验 次 数 的 情况 下 ,我 们 可 用 分 数 来 代替 
0.618, 例如 假定 做 十 次 实验 , 我 们 建议 用 -二 二 ， 如 果 做 九 次 实 
验 用 z5 等 等 ， 这 种 情况 只 有 试验 一 次 代价 很 大 的 情况 才 用 


S89 抛物 线 法 


对 技术 精益 求 精 , 不 管 是 黄金 分 割 法 或 是 分 数 法 , 都 只 比较 一 

下 大 小 , 而 不 管 已 做 实验 的 数值 如 何 .我 

们 能 不 能 利用 一 下 ， 例 如 在 试 得 三 个 数 

据 后 , 过 这 三 点 作 一 抛物 线 , 以 这 抛物 线 

- 的 顶点 作 下 次 试验 的 根据 ， 确 切 地 说 在 

xX x X， 三 点 zi，xve，2a 各 试 得 数据 Yi1，Ys。，Ys 我 

们 用 插入 公式 

(wt— 2) (FH— vs) J (TP1) (to) 
(V1— X29) 2 一 03) © (Va— 1) (va — Vs) 


(2 一 zi) (一 Xa) 
(os 一 24) (Wa — V2) 


Y= Yi 


po— LM) + Ya oD) +t Ys (V1) 
2 ioa 一 0s) 十 oa 人 (zs 一 0) 十 sl 一 0o) 


处 取 最 大 值 ， 因 此 我 们 下 一 次 的 选 点 取 z=zo (但 最 好 是 当 ya 比 
yi 和 Ys 大 时 , 这样 做 比较 合适 )， 同 时 当 wo=zwo 时 ,我们 的 方法 还 


必须 修改 ， 例 如 : 取 zo 一 地 (2 二 2)， 


S36 双 变 数 与 等 高 线 
变数 多 了 , 问题 复杂 了 , 也 就 困难 了 。 但 问题 愈 复杂 , 就 愈 需 
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要 动脑 筋 , 也 愈 有 用 武之 地 ， 第 二 部 分 中 曾经 提 到 过 , 我 们 并 不 要 
做 完 一 条 平分 线 后 再 做 另 一 条 ， 而 是 可 以 在 每 条 线 上 做 一 两 个 试 
验 吏 可 以 利用 “ 陡 度 了. 也 有 人 建议 : 第 一 批 试验 不 在 对 折线 上 
做 , 而 在 0.618 线 上 用 单 因素 法 求 出 这 直线 上 的 最 优点 ， 这 建议 
好 , 下 一 批 实验 可 以 少 做 一 个 。 我 们 也 提起 过 , 在 温度 难 调 ,时 间 好 
守 的 情况 下 , 用 平行 线 法 , 这些 变 “ 着 ”都 显示 着 , 在 复杂 的 情况 下 ， 
更 需要 灵活 思考 ， 

我 们 还 是 从 两 个 变数 谈 起 ， 

我 们 假定 在 单位 方 


0<z<1, 0<y<1 


中 做 实验 ,寻求 f(z, 9) 的 最 大 值 ， 从 几何 角度 来 看 ,f (wv, 可 以 
看 成 为 在 (z, 9) 处 的 高 度 。 如 果 把 f(w, 办 取 同一 值 的 曲线 称 为 
等 高 线 , J(w, y) =o 的 曲线 称 为 高 程 是 4 的 等 高 线 。 这 样 两 个 恋 
数 问题 的 几何 表达 方式 就 是 更 有 等 高 线 的 地 形 图 . 

我 们 再 回顾 一 下 , 以 往 我 们 在 一 直线 上 求 最 佳 点 的 几何 意义 ， 
例如 在 z 一 0.618 的 直线 (1) 上 , 照 单 因素 方法 做 实验 ; 找到 最 佳 点 
在 4 处 , 数值 是 4， 这 一 点 是 一 等 高 线 (高 程 为 @) 的 切 点 ， 再 在 
通过 4 的 、 平行 于 2 轴 的 直线 上 找 最 佳 点 ， 这 点 在 B 处 , 数值 是 
5， 这 样 5>w, 而 且 B 点 是 等 高 线 f(w, s) =b 的 切 点 ， 再 在 通过 
B 平 行 于 gy 轴 的 直线 上 找 最 佳 点 等 ……。 这 一 方法 就 是 一 步 一 步 


地 进入 一 个 高 过 一 个 的 等 高 轿 , 最 后 达到 制高点 的 方法 ， 

注意 ; 有 人 认为 ,找到 一 点 横 算是 最 优 , 坚 算 也 最 优 , 这 样 的 点 
称 为 “ 死 点 ”因为 以 上 的 方法 再 也 做 不 下 去 了 . 实际 上 , 这 是 误会 ， 
这 不 是 “ 死 点 ”而 是 最 有 意义 的 点 (读者 试 从 咒 一 0， 2 一 0， 识 
可 以 看 出 这 点 所 处 的 地 位 了 ) ， 

有 了 几何 模型 ,就 可 以 启发 出 不 少 方法 , 第 二 部 分 所 讲 的 陡 度 
就 是 其 中 之 一 ， 例 如 还 有 : 最 陆 上 升 法 (梯度 法 )， 切 块 法 , 平行 切 
线 法 等 等 

多 变数 的 方法 不 少 , 不 在 这 儿 多 叙述 了 。 但 必须 指出 ; 资本 主 
义 国家 流行 了 很 多 名 异 实 同 ， 巧 立 名 目 ， 使 人 看 了 眼花 综 乱 的 广 
法 .为 专 名 .为 专利 ,这 是 资本 主义 制度 下 所 产生 的 自然 现象 ， 但 
我 们 必须 循 名 核实 .分 析 取 售 才 行 ， 


$7 统计 试验 法 


把 一 个 正方 形 (或 长 方形 ) ,每 边 分 为 一 百 份 ,总 共有 一 万 个 小 


99999999898 目的 是 : 找 出 一 点 ,在 哪 点 实验 所 得 的 指标 
lelefslelelolelelele| 最 好 


BDOBEBges 
geggggggogo 如 了 我 们 考虑 容易 一 些 的 问题 ， 找 出 
让 一 点 比 8000 点 的 指标 都 好 ,我 们 建议 用 以 
BBOG0565055 


下 的 方法 : 

把 这 些 点 由 一 到 一 万 标 起 号 来 .另外 做 一 个 号 码 袋 , 里 面 有 一 
万 个 号 码 ， 摸 出 哪 一 个 号 码 就 对 号 做 试验 , 这 方法 叫做 统计 试验 
法 .也 束 是 外 国文 献上 所 谓 的 蒙特 - 卡 罗 (Monte-0arlo) 法 ， 

它 的 原理 是 : 一 个 红 内 闭 有 2000 个 白 球 ，8000 个 黑 球 , 摸 出 


“本 已 Be 
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一 个 白 球 的 可 能 性 是 2000/10000= 0.2=20 多 ， 摸 出 -- 个 黑 球 的 
可 能 性 是 ; 
1—0.2=0.8 
连 摸 两 个 都 是 黑 球 的 可 能 性 是 ， 
0.83=0.64, 
连 摸 四 个 都 是 黑 球 的 可 能 性 是 ， 
00.8) 一 (0.64)2 一 0.41， 
连 摸 八 次 全 是 黑 球 的 可 能 性 是 ， 
(0.8) 50.41)*=0.17, 
连 摸 十 次 全 是 黑 球 的 可 能 性 是 ， | 
(0.8)*= (0.8)3(0.8)*?=0.11, 
也 就 是 连 摸 十 次 有 白 球 的 可 能 性 是 ， 
1 —0.11=0.89, 
也 就 是 差不多 十 拿 九 稳 的 事 了 . 
结合 以 上 的 问题 , 我 们 随机 做 十 次 试验 ， 有 89% 的 把 握 找到 
一 太 比 8000 点 的 指标 都 好 。 
这 方法 的 优点 在 于 , 不 管 峰 弯 起 伏 , 奇形怪状 都 行 , 因素 多 少 
关系 也 不 大 
缺点 在 于 毕竟 是 统计 方法 , 要 碰 “ 运 气 ”, 大 数 规律 、 实 验 次 数 
多 才 行 . 
其 中 还 包括 一 个 “ 摸 标号 ”的 问题 。 除 在 上 面 所 介绍 的 号 码 袋 
外 , 还 有 所 谓 “ 随 机 数 发 生 器 ”。 一 种 是 利用 盖 格 计数 器 计算 粒子 
数 ,看 奇偶 ,用 二 进位 法 来 决定 的 ; 另 一 种 是 利用 噪声 放大 器 ， 这 
些 机 器 有 快速 发 生 随机 数 的 优点 ,但 就 做 实验 的 速度 而 言 , 并 不 需 
要 如 此 快速 地 产生 随机 数 . 
更 好 的 方法 是 数论 方法 ( 见 华 罗 庚 与 王 元 < 数值 积分 及 其 应 
用 >, 科学 出 版 社 , 1963 年 )， 这 一 方法 既 不 需要 任何 装置 ,而 且 误 
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差 不 象 上 述 亡 讲 的 两 种 机 天 那样 是 概率 性 的 , 而 是 肯定 性 的 ， 
这 一 方法 , 谈 痢 务必 要 分 析 接 受 , 不 要 轻 多 应 用 


$8 效 采 估计 

把 [0, 菇 均 分 为 2 分， 做 对 个 试验 ， 可 以 知道 最 优点 在 
-二 长 的 区 间 内 。 如 果 约 定 的 精度 是 5, 则 我 们 需要 做 的 试验 次 
数 便 是 使 得 

2 
| 7 十 1 “0 

的 n， 也 就 是 n 的 数量 级 是 二 

对 黄金 分 割 法 来 说 ， 做 久 次 试验 可 以 知道 最 优点 在 一 个 长 度 
为 (0.618)"! 的 区 间 内 , 如 果 要 求 它 小 于 8, 不 难 算出 


7 和 .8 lop = 


也 就 是 说 的 数量 级 变 成 为 log 和 
对 个 变数 来 说 均 分 法 的 数量 级 是 (二) ， 上 面 讲 过 的 由 
黄金 分 割 法 处 理 的 多 变数 的 方法 需要 实验 次 数 的 数量 级 是 


Ge) 


“我 们 有 达到 数量 级 hlog 二 的 方法 . 


实质 上 我 们 还 有 数量 级 为 (loglog -5 ) 的 方法 ， 而 在 指数 
上 不 好 ,我 们 又 路 进 了 一 步 , 得 出 数量 级 为 


2 


£ 
] 
TD log lop 6 


的 方法 ， 


as 站 直人 。 


但 千 万 注意 ， 并 不 是 理论 上 最 精密 的 方法 ， 也 在 实际 上 最 适 
用 . 最 重要 的 是 根据 具体 对 象 ,采用 简 快 适用 的 方法 . 

注意 : 预先 估计 精度 8, 并 不 是 完全 可 靠 的 。 有 时 平坦 些 , 很 
大 的 间隔 都 不 易 分 辨 高 低 , 有 时 陡 些 , 很 小 间隔 就 有 着 差异 ， 也 就 
是 说 , 我 们 所 能 处 理 的 是 z 的 分 隔 , 而 实际 上 要 辨别 的 是 我 们 还 不 
知道 的 y=f(z) 的 大 小 ， 因 和 而， 这 儿 的 估计 只 能 作为 参考 而 已. 
以 “分 数 法 ”而 言 , 其 优点 是 在 实验 次 数 估 计 得 一 个 不 差 时 ,而 恰巧 
是 数列 FP 中 的 一 个 数 时 , 可 以 比 “ 黄 金 分 割 法 ” 少 做 一 次 , 但 如 果 
合乎 要 求 的 数据 提前 来 了 ， 也 就 不 少 做 了 。 如 果 不 够 而 还 要 做 下 
去 , 胸 反 而 要 多 做 一 两 次 了 。 
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在 中 华人 民 共 和 国 普及 数学 方法 的 
在 二 个 人 体会 ” 


一 引 证 


在 第 五 届 国 际 数学 教育 会 议 上 ,我 能 够 作为 四 个 主讲 人 之 一 ， 
我 个 人 感到 光荣 , 这 也 是 中 国人 民 的 光荣。 但 另 一 方面 , 人 贵 有 日 
知之 明 , 我 的 数学 是 自学 出 来 的 , 对 于 数学 教育 ， 实 践 不 多 . 近 二 
十 年 来 ,我 从 事 把 数学 方法 交 到 工人 和 技术 人 员 手 里 .为 生产 服务 
的 工作 ,也 是 一 面 搞 理 论 研究 、 一面 教学 、 一 面 在 实践 中 摸索 着 做 
的 。 这 是 我 第 一 次 有 机 会 问 完 进 的 数学 教育 工作 者 学 习 . 在 数学 
教育 方面 ,我 仍然 是 个 初学 者 、 自 学 者 , 许多 有 关 数 学 教育 的 名 者 
都 没有 学 习 过 。 在 我 的 讲话 中 , 如 有 缺点 错误 , 屿 请 大 家 指教 和 弓 
正 ， 


二 三 个 原则 


我 从 事 普及 数学 方法 的 工作 是 从 60 年 代 中 期 开 如 的 , 运 今 我 

们 已 经 到 过 中 国 的 23 个 省、 市 、 目 治 区 , 几 百 个 城市 , 几 和 于 小 工厂， 

会 见 了 成 百 万 的 工人 、 农 民 和 技术 人 人员。 从 工作 实践 中 , 我们 体会 
到 在 普及 数学 方法 时 有 以 下 三 个 原则 ，， 

中 这 是 华罗庚 同志 在 第 四 届 国 际 数 学 教育 会 议 上 的 报告 的 修订 稿 ， 原 文 是 英文 


WU. K. Hua and H., Tong, Some personal cxperiences in popularizing mathema- 
tical methods in the People’s Republic of China, Int. J. Math. Educ. Bei. Technol’; 
13: 4, 1982, 371 ~386.) 这 次 会 议 是 1980 年 8 月 在 旧金山 召开 的 。 


e Aa 


(1)“ 为 谁 ?* 或 “目的 是 什么 ?” 

(2)“ 什 么 技术 ?” 

(3)“ 如 何 推广 ?” 

我 现在 对 这 三 个 问题 简单 地 分 述 如 下 ; 

(1) 在 专家 与 工人 之 间 并 不 一 定 有 共同 语言 ， 要 找到 共同 语 
言 , 必须 要 有 共同 的 目的 。 决 不 能 你 想 你 的 , 他 想 他 的 无穷 维 空 
闻 对 一 个 数学 家 来 说 很 引人入胜 ， 但 对 工人 来 说 ， 他 不 关心 这 一 
点 . 他 希望 尽快 地 找到 砂轮 或 锡 林 (cylinder) 的 平衡 位 置 . 因此 搞 
普及 工作 , 首先 要 找到 讲 着 与 听 者 间 的 共同 目标 。 有 了 共同 目标 ， 
就 能 为 产生 共同 语言 打开 道路 . 这样 才 有 可 能 提 到 (2) 选 择 什么 技 
术 的 问题 . / 

(2) 关于 这 一 问题 ， 我 以 后 还 要 比较 详细 地 讲 ， 现 在 仅 提 出 
“ 选 左 二 原则 

1) 群众 性 .我 们 提出 来 的 方法 , 要 让 有 关 的 群众 听 得 懂 , 学 得 
会 ,用 得 上 , 见 成 效 . 

2) 实践 性 , 每 个 方法 在 推广 之 前 都 要 经 过 实践 ， 通 过 实 如 去 
检验 这 个 方法 可 以 适用 的 范围 ,然后 在 这 个 范围 内 进行 推广 , 在 实 
践 中 会 发 现 ， 在 国外 取得 成 功 的 方法 ， 如 果 原 封 不 动 地 搬 到 中 国 
来 ,往往 也 不 一 定 能 取得 预期 的 成 果 ， 

3) 理论 性 ,必须 有 较 高 的 理论 水 平 , 因为 有 了 理论 ,才能 深入 
浅 出 ; 因为 有 了 理论 ,才能 辨别 方法 的 好 坏 ; 因为 有 了 理论 ,才能 创 
造 新 的 方法 ， : 

(3) 如 何 推广 的 问题 ,我们 的 经 验 是 : 亲 目 下 去 , 从 小 范围 做 
起 。 例如 先 从 一 个 车 间 做 起 ,从 一 个 项 目 做 起 ， 如 果 一 个 车 间 做 
出 成 绩 , 引起 了 注意 , 其 它 车 间 会 闻 风 而 来 ,邀请 我 们 前 去 . 如 果 整 
个 工厂 从 领导 到 群众 大 多 感 兴 趣 了 , 那 束 可 以 推广 到 整个 工厂 ,一 
直到 整个 城市 、 整 个 省 和 自治 区 .就 这 样 ,有 时 我 们 要 对 几 十 万 个 
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听众 演讲 .演讲 的 方法 是 有 一 个 主 会 场 ， 并 设 若干 个 分 会 场 ， 我 
们 的 闭路 电视 还 不 普遍 , 所 以 在 每 个 分 会 场 都 有 我 的 助手 、 负 责 演 
示 与 画图 。 讲 完 后 , 我 们 不 仅 要 负责 答疑 , 更 重要 的 是 到 现场 去 ， 
和 大 家 一 起 工作 、 实 践 , 务必 让 讲授 的 方法 在 生产 中 见 到 效果 . 


三 书本 上 如 

作为 一 个 学 者 , 往往 会 到 文献 中 或 书本 上 寻找 材料 。 如 果 能 
注意 分 析 比 较 , 这 料 作 不 失 为 一 个 好 方法 , 可 以 从 中 获得 不 少 经 验 
和 教训 .例子 很 多 ,我 仅 举 其 中 之 一 . 

如 何 计算 山区 的 表面 积 ?我 们 存 书 上 找到 了 两 个 方法 ; 一 个 是 
地 质 学 家 的 Bayxa 法 ， 另 一 个 是 地 理学 家 的 Boxk08 法 。 这 些 方 
法 的 叙述 如 下 : 

从 一 个 画 有 高 程 差 为 急 的 等 高 线 地 图 出 发 I。 是 高 度 为 0 
的 等 高 线 , 1 是 高 度 为 44 的 等 高 线 ,……, 加 是 制高点 , 高度 为 及 
W,; 是 4 与 &ii 间 平面 上 的 面积 ， 

1) 地 质 学 家 的 方法 分 两 步 . 


a) 令 Ci= 吉 (ji 十 |2sal)，ij 是 等 高 线 冯 的 长 度 ， 

by) B,= 5, MWi+Os. 

地 质 学 家 把 Bs 看 作 是 这 块 山 地 区 域 面积 值 . 

2) 地 理学 家 的 方法 , 也 分 两 步 . 

a) 1 > 

b) Vs = VW CR 

地 理学 家 把 ,看 作 是 这 块 山地 区 域 面积 值 . 

这 是 我 们 从 不 同 的 科学 分 支 找 来 的 两 种 方法 。 当 这 些 方法 摆 


* 444。 


在 我 们 面前 的 时 候 , 立刻 就 出 现 了 两 个 问题 ，(i) 它们 是 否 收敛 于 
其 面积 ? (ii) 哪个 方法 好 些 ? : 
使 人 失望 的 是 , 两 个 方法 都 不 收敛 于 真 面 积 4, 确切 地 说 ,他 
B=lim B,, VY =1lmV,, 
则 得 出 V<B<A. 
证 明 是 不 难 的 ,但 似乎 有 些 趣味 。 我们 把 曲面 写成 为 
p=p(z, 0)，0 委 0 一 2r 
这 是 以 制高点 为 原点 、 高 度 为 z 的 等 高 线 方程 , 则 习 知 
2 Op VY oo y 
Pt) + 中) dz 
如 果 引 进 一 个 复 值 函数 
__ of ，， 2 opY 
f(z, 0) = -pti p +(50) ， 


则 
六 =- [re 0)d0 dz <B -| | fl g) dg de 


1 
| 
| 


<A -| | f(z, 0) 1d0 dz. 


我 们 还 发 现 了 它们 取 等 号 的 可 能 性 ， 很 不 幸 , 只 有 在 一 些 非 
常 特殊 的 情况 下 , 才 取 等 号 ， 

这 个 例子 ， 一 方面 说 明了 数学 工作 者 从 其 他 科学 领域 寻找 问 
题 的 可 能 性 ， 另 一 方面 , 也 说 明了 数学 理论 的 作用 . 没有 数学 理 
论 就 不 能 识别 方法 的 好 坏 。 经 过 理论 上 的 分 析 , 我 们 就 有 可 能 由 
之 而 创造 出 更 好 的 方法 来 . 

找 出 了 较 好 的 方法 ， 是 不 是 能 够 成 为 我 们 应 该 普及 的 材 料 ? 
不 ! 这 个 方法 只 要 让 地 质地 理学 家 们 知道 就 够 了 ， 也 就 是 建议 他 
们 写 书 的 时 候 改 用 新 法 ,或 作为 我 们 教授 微 积分 时 的 资料 就 行 了 ， 

虽然 这 不 是 我 们 可 以 推广 的 项 目 ， 但 我 还 是 觉得 这 样 的 工作 
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是 必要 的 。 这 祥 的 材料 积累 多 了 ,就 可 以 使 我 们 改写 教材 时 显得 
更 充实 , 习题 可 以 更 实际 , 不 是 仅仅 在 概念 上 先 圈 子 , 或 凭空 地 去 
想 些 难题 ， 


四 车 间 里 找 


从 一 个 车 间或 从 个 别 工人 那里 得 来 的 问题 ， 也 有 不 少 是 很 有 
意义 的 . 我 在 这 上 儿 举 其 中 一 个 作为 例子 , 叫做 挂 轮 问 题 . 

那 是 1973 年 ,我 们 到 了 中 国 中 部 的 洛阳 市 去 推广 应 用 数学 方 
法 . 洛阳 拖拉 机 厂 的 一 位 工人 给 我 们 提出 一 个 “ 挂 轮 问题 ” 

用 数学 的 语言 来 表达 ， 给 定 一 个 实数 &， 寻求 四 个 介 于 20 和 
100 之 间 的 整数 w 5, c, 使 


最 小 。 
这 位 工人 给 我 们 指出 , 从 机 械 手 册 所 查 到 的 数字 是 不 精确 的 . 
他 以 5=w 为 例 ,手册 上 给 出 的 是 
377 82x29 


ro Oy 


120 20x24’ 
他 自己 找到 的 


2108 68 x 62 
671 22 x61 


要 比 手 册 上 上 的 好 .他 问 还 有 比 这 更 好 的 吗 ? 
这 是 Diophantine 逼近 问题 , 粗 看 起 来 容易 ,用 连 分 数 有 可 能 
解决 这 个 问题 . 或许 从 和 的 渐 近 分 数 
3 22 3338 355 103993 


J 


1 7’? 106’ 118’ 8831027” 
中 能 找到 一 个 数 比 这 位 工人 找 出 的 数 更 好 ?可 是 不 行 3 以 前 


。* 4 。 


的 分 数 太 锤 糙 , 不 比 他 的 好 ， 以 后 的 分 子 分 母 都 超过 100?, 不 合 要 
求 。113 是 素数 ,不 能 分 解 为 cxad， 这 个 问题 竞 成 了 若 手 的 问题 ， 
怎么 办 ? 

时 间 仅 有 一 天 ! 在 我 离开 洛阳 的 时 候 ， 在 火车 站 给 我 的 助手 
号 了 一 张 小 纸 条 ， 


377 ”22 十 355 
120 7 十 113 


我 的 助手 看 了 这 小 纸 条 , 知道 我 建议 他 用 Farey 中 项 法 ， 
我 的 助手 用 这 方法 , 又 找 出 两 个 更 好 的 分 数 . 
19x85BD+3x333 77144 88x88 


rp 


19x1ii3-+3x106 2465 88x29 


及 TLX355 十 22 _ 8927 _ D1 X77 
1T1XIT3 十 7 1250 ”50X25 


最 后 一 个 分 数 是 最 好 的 . 

上 面 是 以 w 作为 例子 ， 但 得 出 来 的 方法 可 以 用 来 处 理 任 意 的 
实数 . 根据 这 个 方法 我 们 发 现 工程 手册 上 有 好 些 4.58、c.9 并 不 是 
最 好 的 , 并 且 还 有 漏 列 ， 我 在 此 顺便 一 提 .; 我 们 可 以 根据 这 些 经 验 
去 帮助 编写 工程 手册 的 单位 和 人 员 , 改 进 他 们 手册 的 质量 . 

找到 这 个 方法 , 是 否 能 作为 我 们 推广 普及 的 材料 ?虽然 需要 这 
方法 的 人 比 算出 区 表面 积 的 人 多 些 ， 但 用 挂 轮 计算 的 毕竟 还 是 
工人 中 的 极 少 数 , 而且, 如 果 工 程 手册 改进 了 , 也 就 可 以 起 到 同样 
的 作用 ， 于 是 ,“ 选 题 问题 还 需要 多 方 探 讨 . 


五 优选 法 


来 回调 试 法 是 我 们 经 常用 的 方法 . 但 是 怎样 的 来 回调 试 最 有 
效 ? 1952 年 J. Kiefer 解决 了 这 一 问题 。 由 于 和 初等 几何 的 黄金 
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分 割 有 关 , 因而 称 为 黄金 分 割 法 .这 是 一 个 应 用 范围 广阔 的 方法 ， 
我 们 怎样 才能 让 普通 工人 掌握 这 个 方法 并 用 于 他 们 的 工作 中 ? 

我 们 讲授 的 方法 是 ( 先 预备 一 张 狭长 纸 条 ) 

1) 请 大 家 记 好 一 个 数字 0.618. 

2) 举例 说 : 进行 某 工艺 时 ， 温 度 的 最 佳 点 可 能 在 1000C~ 
2000 4 之 间 ， 当 然 , 我 们 可 以 隔 一 度 做 一 个 试验 , 做 完 一 千 个 试 
点 之 后 ,我 们 一 定 可 以 找到 最 佳 温度 ， 但 要 做 一 千 次 试验 . 

3) 《取出 纸 条 ) 假 定 这 是 有 刻度 的 纸 条 ， 刻 了 14000°C 到 
2000 C, 第 一 个 试点 在 总 长 度 的 0.618 处 做 ,总 长 度 是 1000, 乘 以 
0.618 是 618, 也 就 是 说 第 一 点 在 1618C 做 ,做 出 结果 记 下 ， 


1618 
| 
1000 (DD 2000 


4) 把 纸 条 对 折 , 在 第 一 试点 的 对 面 ， 肥 点 己 (13820) 处 做 第 
一 试验 . 


fr 


1382 1618 
1000 © © 2000 

比较 第 一 、 二 试 后 结果 ,在 较 差点 (例如 (DD) 处 将 纸 条 撕 下 不 要 . 

5) 对 剩 下 的 纸 条 , 重复 名 的 处 理 方法 , 直到 找 出 最 好 点 . 

用 这 样 的 办 法 ,普通 工人 一 听 就 能 懂 , 懂 了 就 能 用 .根据 上 面 
第 二 部 份 提出 的 “ 选 题 三 原则 ,我 们 选择 了 若干 常用 的 优选 方法 ， 
用 类 似 的 浅显 语言 加 工人 讲授 ， 

对 于 一 些 不 易 普 及 但 在 特殊 情况 下 可 能 用 上 的 方法 ， 我 们 也 
作 了 深入 的 研究 , 例如 1962 年 提出 的 DFP 法 (Davidon-Fleteher- 
Powell) 。 声 称 收敛 速度 是 

[gtd gp | oC wD — |), 

我 们 曾 指 出 此 法 的 收敛 速度 还 应 达到 


[wet — | =0(]|2 0 — wo*|?), 


1979 年 我 们 在 西欧 才 得 知 W. Burmeister 于 1973 年 曾 证 明 
了 这 结果 ,但 是 我 们 早 在 1963 年 就 给 出 了 收敛 速度 达到 
| ze) 一 2 -0( TD 一 0 | 2 


的 方法 。 这 方法 比 DFP 法 人 至少 可 以 少 做 一 半 试 验 ， 


六 分 数 法 
有 时 客观 情况 不 是 连续 变化 的 。 例如 一 台 车 床 ， 只 有 若干 档 
速度 . 这 时 候 , -号 二 上 ~0.618 似乎 难以 用 上 ， 但 连 分 数 又 起 了 


作用 . V5 一 + 的 渐 近 分 数 是 
0 1 1 2 3 5 8 FF, 


de aE 


TT’ 1’ 3’ 8’ 6B’ 8’ 18° 2? fr 
这 儿 约 {FZ,} 是 Fibonacci 数 ， 由 Fo=1, Fi=1 及 下 十 二 Wi 一 
卫 s42 来 定义 。 这 个 方法 , 我 们 是 利用 “火柴 ”或 零件 ,在 车 床 劳 四 
工人 们 讲述 的 ， : 
例如 ,一 台 车 床 有 12 档 
DOOODOOPOOOVD 


我 们 建议 在 第 @ 档 做 第 一 个 试验 , 然后 用 对 称 法 , 在 @) 做 第 二 
试验 , 比比 看 哪个 好 .如 果 加 好, 便 忆 掉 ~@ 而 留 下 


ODPOODoD 


DOOGO0OO) 


再 用 对 称 法 ,在 他 处 做 试验 ， 如 果 还 是 @ 好 , 则 甩 掉 曲 曲 思 , 余 
下 的 是 | 


ION, 


再 用 对 称 法 在 @ 处 做 试验 , 如果 @ 好 , 便 留 下 
OO 
最 后 在 @ 处 做 试验 ,如果 @ 较 @ 好 , 则 @ 是 十 二 档 内 最 好 的 一 


档 ,我 们 就 在 @ 档 上 进行 生产 ， 
这 种 方法 易 为 机 械 加 工 工人 所 掌握 ， 


七 ”黄金 数 与 数值 积分 


9- 立马 - 土 称 为 黄金 数 ， 不 但 在 黄金 分 制 上 有 用 ， 它 在 
Diophantine 逼近 上 也 占有 独特 的 地 位 。 因而 启发 我 想到 以 下 的 
数值 积分 公式 

Jf Wari 到 二 总 太太 
这 是 用 单 和 来 逼近 重 积分 的 公式 , 这 儿 花 } 天 的 分 数 部 分 ， 

如 何 把 这 个 方法 推广 到 多 维 积分 呢 ? 关键 在 于 我 们 要 认识 到 

5 一 + 是 什么 ? 它 是 分 单位 加 为 五 份 而 产生 的 ,也 就 是 从 
| 

到 2 十 好 十 0 十 和 十 工 一 0 

中 ， 今 yw 十 二 而 得 到 2 十 y 一 1 一 0, 解 之 ,得 y= 


M5 一 4 也 说 


是 y=2cos 企 . 这 是 分 回 数 ,既然 分 图 为 5 份 的 2cos < 二 有 用 处 ， 
那么 分 圆 为 2 份 的 
2 c0g SL 1<1< p— 1 一 和 
nD 2 
是 否 能 用 来 处 理 多 维 的 数值 积分 ? 此 处 p 表示 奇 素 数 。 
Minkowski 定理 时 已 证 加 有 0 0- 及 2 使 


用 SO 0 


2 cog 


2r! wi| 8 开 | 

了 | < Sy/ s+ * 

但 Minkowski 的 证 明 是 存在 性 证 明 ,对 于 分 贺 域 忆 (2cos 2 而 
言 ， 因 为 有 一 个 独立 单位 系 的 明确 表达 式 ， 所 以 能 够 有 效 地 找到 
V1, “**, 区 8 一 与 2， 因此 可 用 


和 的 和 
来 从。 ([p} [tb 


这 不 但 可 以 用 于 数值 积分 而 且 凡 用 随机 数 的 地 方 , 都 可 以 试 
用 这 点 列 ， 


八 统筹 方法 


教学 改革 既 要 帮助 学 生 扩 大 知识 面 ， 还 要 有 促进 社会 生产 发 
展 的 作用 。 以 上 介绍 的 优选 法 的 例子 既 便 于 普及 , 又 是 改进 生产 
工艺 的 好 方法 .另外 , 质量 控制 是 在 出 了 次 品 , 废品 后 , 不 让 它们 
出 厂 , 从 而 保持 本 厂 产品 质量 荣誉 的 方法 ,但 是 ， 与 其 出 了 废品 后 
再 处 理 , 不 如 先 用 优选 法 找到 最 好 的 生产 条 件 而 减少 废品 率 。 这 
样 , 再 用 质量 控制 把 关 也 就 比较 轻而易举 了 . 

在 生产 中 , 除了 生产 工艺 的 管理 问题 外 , 还 有 生产 组 织 的 管理 
问题 .处 理 这 类 问题 所 用 的 数学 方法 ,我 们 称 之 为 统筹 方法 (或 统 
筹 学 ) . 

统筹 学 中 也 有 许多 好 方法 , 可 以 进行 普及 , 仅 举 几 例 。 

(1) OPM 法 

我 们 开始 普及 时 , 为 了 容易 接受 起 见 ,而 把 让 工期 缩 到 最 短 作 
为 目标 。 但 是 , 一 旦 大 家 学 会 了 这 个 方法 , 就 会 懂得 去 搞 投资 最 少 
及 人 力 、 资 源 平衡 等 较为 复杂 的 问题 ， CPM 是 什么 , 大 家 都 已 知 


es 不 Dj 。 


道 了 ,我 只 准 簿 介绍 我 们 是 怎样 工作 的 ， 

我 们 的 第 一 原则 是 根据 实际 工程 ， 使 技术 人 员 或 工人 学 会 这 
一 方法 ,步骤 是 

(i) 调查 . 调查 三 件 事 ，a) 组 成 整个 工程 的 各 个 工序 ; b) 各 
工序 之 间 的 衔接 关系 ; 6) 每 道 工序 所 需 的 时 间 , 要 做 好 这 一 条 ,一 
定 要 注意 恢 千 生产 第 一 线 的 工人 和 技术 人 员 ， 他 们 的 佑 计 比 起 上 
层 的 技术 人 员 的 佑 计 更 切合 实际 ， 

(证 ) 依据 这 些 材料 , 使 大 家 学 会 画 出 草图 , 再 教会 大 家 找 关 键 
路 线 的 方法 , 然后 大 家 讨论 , 献计 献策 ， 努 力 缩短 工期 ， 定 出 计划 ， 
画 出 CPM 图 ， 

(i 这) 注意 矛盾 转化 .在 工程 进行 过 程 中 , 经 常会 有 提前 或 延 
期 完成 的 现象 , 因此 关键 路 线 不 会 一 成 不 变 . 我 们 就 要 经 常 注意 
变化 的 情况 , 给 有 关 工 段 下 指示 ， 

(iv) 总 结 。 在 工程 完成 后 , 依照 实际 的 进度 重 画 CPM 图 , 这 
样 可 以 把 这 次 的 经 验 记录 下 来 , 作为 下 次 施工 的 参考 ， 

我 们 体会 到 , 这 一 方法 宜 小 更 宜 大 , 或 者 从 基层 工段 做 起 ,， 逐 
步 汇 成 整个 工程 的 CPM 图 ， 或 从 全 局 着 眼 ， 先 拟 制 一 个 粗 线条 
的 计划 ,然后 由 基层 单位 拟订 上 自己 的 CPM 图 , 再 综合 起 来 , 大 家 
讨论 修改 ， 

(2) 序 贯 分 析 (sequencing analysis) 

如 采 有 硅 干 工程 (每 个 工程 各 有 了 时间 估计 ， 或 可 用 CPM 佑 
出 ), 可 以 任意 安排 先后 次 序 施工 ， 如 何 安排 次 序 ， 使 总 的 等 待 时 
间 最 短 ， 

在 解决 这 一 问题 之 前 , 先 讲 一 个 数学 问题 ， 

有 两 组 非 负数 


* 2s. 


怎样 的 次 序 使 | 
之 op 


最 小 , 或 最 大 ? 答案 是 :“% 与 “5 同 序 时 最 大 , 逆序 时 最 小 ,证 明 是 
容易 的 , 从 下 面 最 简单 的 情况 ,不 难 推出 最 一 般 的 结果 ， 

大 和 ca，0 委 ba， 则 

W101 + Gobo > a1bot Gob1, 

即 (cs 一 ai) (bs 一 1) 之 0， 一 般 来 说 ,和 中 若 有 一 个 不 同 序 处 , 则 改 
之 为 同 序 后 , 和 数 更 天 . 

再 用 通俗 的 话 来 讲 : 有 一 个 水 龙头 , 有 郊 个 容量 分 别 为 @1, @2， 
…， on 的 水 桶 , 依 怎 样 的 次 序 安排 才能 使 总 的 等 待 时间 最 短 ? 第 一 
桶 注 满 的 时 间 是 ci, 第 二 桶 是 ci: 十 ce，…, 所 以 总 的 等 待 时 间 是 

Qi 十 (Qi 十 @2) 十 … 十 (Qi 十 Qa 十 … 十 Qn) 
一 01 十 (7 一 二 aa 十 … 十 20n-1 十 cn。 
它 当 “7? 依 如 一 nb2 一 n 一 1，…,b, 一 的 反 向 排列 时 最 小 , 即 
0 和 0o< Gn, 

也 就 是 容量 小 的 先 灌 ， 

如 果 有 s 个 水 龙头 ， 第 一 个 水 龙头 上 的 水 桶 容量 次 序 为 @1 

,4m 7。 第 二 个 是 4 名， …, gq%?,，…， 因 此 总 等 待 时 间 是 
Ema + ml) ot +a 

(我 们 不 排除 有 些 4:”==0). 

命 0 一 0 一 … 一 0 一 7， 

01 一 0 一 … 一 02s 一 亿 一 工 ， 

便 得 出 结论 : 仍然 是 “小 桶 先 洪 ”. 

(3) 上 面 两 段 初等 介绍 , 使 大 家 对 多 工程 ,总 安排 有 了 初步 认 
识 。 然 后 再 向 负责 组 织 管理 的 人 提供 当前 他 们 所 用 得 着 的 方法 ， 
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(4) 另 一 个 可 以 普及 的 方法 是 关于 运输 调配 的 图 上 作业 法 . 
有 对 个 小 麦 产地 g1,，…, 0 各 生产 麦子 41,…，4,( 吨 )， 要 运往 
5 个 消费 点 ,各 需要 麦子 Bl,.…，Bm、， 要 求 运输 的 吨公里 数 最 小 ， 
这 问题 当然 可 以 用 线性 规划 来 处 理 ， 但 我 们 往往 用 较 简 单 的 图 上 
作业 法 .这 个 方法 的 原则 是 : 利用 交通 图 , 消灭 对 流 和 还 回 . 


九 统计 方法 


(4) 经 验 公 式 及 数学 见识 的 重要 性 ， 

经 验 公式 往往 从 许多 统计 数据 归纳 而 得 ， 具 有 广博 知识 和 一 
定数 学 修养 的 科学 家 很 容易 看 出 某 个 经 验 公式 的 意义 。 举 个 例 
子 ， 印 度数 理 统计 学 家 及 . 0Q. Bose 分 析 了 印度 稻 叶 的 大 量 样 本 ， 
得 出 一 个 计算 稻 叶 面积 4 的 经 验 公 式 | 


_ 长 x 帘 
4 一 1.9 ， 


我 不 怀疑 此 公式 的 可 靠 性 . 一些 中 国 农学 家 应 用 相同 的 公式 去 信 
计 他 们 的 稻 子 试验 田 的 产量 , 我 看 了 他 们 稻田 里 叶子 的 形状 后 , 便 
立刻 指出 这 公式 不 适合 他 们 的 稻 时 。 他们 采集 了 一 些 稻 吐 梓 本 来 
测量 , 采 然 发 现 这 公式 估计 的 面积 比 实际 稻 叶 面积 大 。 他 们 很 奇 
注 ,我 名 了 下 面 的 一 个 图 向 他 们 解释 . 
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汶 影 部 分 表示 叶片 的 面积 . 
在 这 种 情形 下 , 长 方形 面积 与 4 的 比 近似 为 6/5 即 1.2。 但 
在 他 们 的 试验 田 里 ,叶片 的 形状 更 为 狭长 . 我 又 画 了 另 一 个 图 : 
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这 时 , 长 方形 面积 与 4 的 比 当 然 大 于 1.2 了。 很 容易 解释 为 什么 
用 Bose 的 公式 会 高 佑 了 他 们 称 叶 的 面积 ， 

由 此 ,我 们 得 到 了 很 好 的 教训 : 一 个 经 验 公 式 的 数学 背景 是 非 
常 重要 的 ， 

(2) 简便 统计 

在 实验 科学 中 我 们 常常 应 用 统计 方法 , 当然 不 能 否认 , 这 些 方 
法 是 重要 的 .然而 ,我 个 人 认为 某 些 方法 太 复杂 繁琐 , 而且 很 容易 
被 滥用 、 误 用 ， 先 举 一 些 例子 . 

例 1 某 一 试验 独立 地 重复 了 20 次 ,以 wi1,…, wao 表示 观察 
值 ， 命 

ZX 一 《2 十 … 十 oo)/20， (均值 ) 
一 也 (mi 一 /19 。 (标准 离 差 
这 时 , 做 实验 的 人 可 以 声称 ; 观察 值 落 在 区 间 (2 一 1.78s/MV30, 7 二 
1.73s/wW30) 的 置信 概率 为 0.9， 这样 复 杂 的 方法 似乎 不 易 为 中 
国 的 普通 工人 所 理解 , 此 外 , 基本 的 Gauss 假设 很 可 能 不 成 立 ! 
实际 上 , 我 价 向 于 用 如 下 的 简便 方法 ， 
将 观察 值 排 好 次 序 , 记 为 
四 VD ENV) S'S V90) 
我 们 可 以 如 实地 说 , 试验 值 落 在 (< 中 广 < 加， 了 00) 的 可 能 
性 大 于 18/20 一 90%. 

例 2 假如 有 两 种 生产 方法 ， 每 种 方法 有 巨 个 观察 值 ， 要 求 
检验 哪 种 方法 较 好 ， 以 {&1,…, 4s} 与 {01,…, bs} 分 别 表 示 第 
一 法 与 第 二 法 的 观察 值 ， 我 们 可 以 借助 于 通 稍 的 stiudent 分布 ， 
试 一 试 比 较 两 者 的 均值 ， 但 要 知道 ,用 这 样 一 个 复杂 的 办 法 , 要 基 
于 一 系列 的 假设 , 诸如 正 态 性 、 同 离 差 , 独立 性 等 等 ， 对 于 这 些 东 
西 ,普通 工人 是 不 容易 理解 的 。 


de 


有 一 个 更 为 可 靠 的 简便 方法 ， 它 只 基于 有 序 样 本 wa >c 盖 
…>4G) 和 >…>p) 的 比较 ， 可 能 更 适 于 在 中 国 推广 ， 学 例 
说 ,如果 将 两 组 样本 混 起 来 比较 次 序 , 有 

D> Ws)> Ua) > > b> > b> b>bw> 0 
或 do)>0y > >05)>bw> be>bs)>bwy>b0) 
我 通 利 偶 出 两 只 手 、 两 只 大 拇指 互相 交叉 ,用 以 说 明 前 者 : 


ot bes 
CL (2) (2) Qs Dey ) bu p 
Qn) AE k Q | 问 2 
- < - C2 


即使 是 普通 工人 也 很 容易 明白 : 不 能 说 两 种 生产 方法 一 样 好 . 进 一 
步 讲 ,两 组 样品 有 5x5=25 种 比较 关系 ,除了 pm>eca 外 ,4% 都 
大 于 “5”。 所 以 “第 一 种 生产 方法 比 第 二 种 好 ” 有 55 一 96% 的 可 
能 性 ， 

(3) PERT 

考虑 Program Evaluation Review Technidque(PERJT)， 假 
如 在 表示 某 工 程 的 网 络 中 共有 和 个 活动 , 描述 第 i 活动 持续 时 间 
的 基本 参数 有 三 个 ， 以 mw, 5; 和 5 表示 “乐观 时 间 、 “最 可 能 时 
间 “和 “悲观 时 间 ”.。 第 个 活动 的 持续 时 间 通 常 假定 是 服从 beta 
分 布 ( 在 (@, 6;) 上 ), 具有 平均 持续 时 间 my， 

0 一 (Ci 十 40) 十 oj]6 

并 和 且 有 离 差 - (bi;—0)°/36 
整个 工程 所 需 总 时 间 的 概率 分 布 是 否 可 用 Gauss 分 布 来 近似 ? 对 
这 个 问题 仍然 有 和 争议, Gauss 分 布 的 前 提 是 中 心 极限 定理 (CLTI)， 


e 人 与 日 = 


“服从 beta 分 布 ? 这 个 假设 本 身 已 有 争论 ， 即 使 不 计 及 这 点 ， 能 香 
草率 地 应 用 OLT, 还 很 有 疑问 . 

(4) 试验 的 设计 

我 认为 , 迄今 为 止 还 没有 给 予 非 线 性 设计 足够 的 重视 ,过 去 偏 
重 于 线性 模型 的 研究 , 却 掩盖 了 一 个 重要 的 事实 ; 这 些 模 型 往往 不 
符合 现实 . 

我 们 需要 不 断 改 进 模型 ,使 之 更 接近 现实 ， 当 然 , 我 们 也 懂得 
任何 模型 都 不 是 实体 , 不 能 指望 有 一 个 完全 符合 现实 的 模型 ， 

(5) 分 布 的 类 型 

有 人 一 直 主 张 用 Pearson III 型 分 布 去 模拟 “特大 ”洪水 间隔 
时 间 的 分 布 ， 在 这 个 问题 中 , 数据 本 来 就 少 得 可 怜 ,因而 用 III 型 
分 布 是 否 符合 事实 ?是 否 明智 ?都 值得 怀疑 .更 不 用 说 从 这 模型 去 
预测 下 一 次 大 洪水 到 来 的 时 间 了 。 


十 数学 模型 
(1) 移 阵 的 广义 逆 
考虑 4 关于 …，2 的 一 般 回归 模型 ， 
y=—f (v1, ,tp) 十 6. 
这 里 。 表示 随机 “误差 > 项。 以 ge 表示 4 在 春 ) 9)，…, of? 的 
观察 值 。 若 假定 了 是 线性 的 , 且 有 7?(> 作 个 观察 值 ,那么 


， 。 > , 
一 十 6 ， 2 一 工 ， "yy 2 (1) 


估计 91,…, 0 的 一 般 方法 是 令 袜 [ee1? 关于 0; 达到 最 小 值 ， 亦 
即使 Q(8) = 凶 一 下 人 "人 一 允 纪 关于 吧 达 最 小 值 ,此 处 
Y= [六 3 ob 1 


se.457 。 


d= (01, :…, Hr) . 
为 简单 起 见 , 可 以 假定 下 是 2 阶 的 ， 那么 ， 
Q0) = [0 TM I WTO CBD) 11 
+y LT- MEM) y= St, 
因为 Si 之 0， 所 以 置 : 


8= (M’M)-1M'y (2) 
可 使 @(b) 达到 最 小 值 ,有 时 候 , (2) 被 看 作 是 方程 
y=— MY (3) 


的 广义 解 。 因 之 (MM' 疏 ) -+17 被 称 作 开 的 广义 赣 ， 

当然 , 如 果 模 型 是 线性 的 , 那么 (2) 是 正确 解 。 但 是 , 如 果 将 
(2) 代 入 方程 (3) 后 , y 的 “观察 值 " 和 “预测 值 ”* 之 间 出 现 本 质 上 的 
差异 , 那么 就 得 放弃 线性 的 假定 了 ， : 

有 许多 例子 是 将 本 质 上 非 线性 的 问题 当成 线性 去 求解 的 ， 广 
义 逆 的 应 用 只 不 过 是 其 中 之 一 ,另外 一 些 例 子 有 线性 规划 、 正 交 设 
计 等 . 

(2) 非 负 矩阵 

因为 许多 经 济 学 上 的 变量 都 是 非 负 的 ， 我 认为 非 负 敌阵 的 理 
论 , 很 适用 于 分 析 经 济 关系 .我 也 相信 , 在 建立 中 国 经 济 的 数学 模 
型 时 , 这 一 理论 会 很 起 作用 . 


十 一 结语 


如 采 要 我 用 几何 话说 明 我 在 最 近 十 五 年 来 推广 数学 方法 中 学 
到 了 什么 ? 我 会 毫 不 狐 静 地 回答 ， 从 中 我 学 会 了 一 个 螺旋 上 升 的 
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过 程 : 


附录 应 用 数学 
中 国 科 学 院 应 用 数学 小 组 分 队 


在 过 去 的 二 十 年 里 ， 华 罗 庚 教授 在 继续 纯 数学 的 理论 研究 
之 外 ,又 大 力 从 事 于 数学 方法 对 于 国民 经 济 的 应 用 。， 他 领导 了 一 
个 由 数学 工作 者 , 技术 人 员 和 工人 所 组 成 的 小 分 队 , 到 过 全 国 二 十 
三 个 省 市 , 下 到 成 千 上 万 个 工厂 去 进行 普及 推广 工作 。 用 这 种 办 
法 , 他 成 功 地 把 许多 有 用 的 数学 方法 直接 交 到 普通 工人 师傅 手 里 ， 
并 应 用 在 生产 上 取得 了 显著 的 经 济 效果 .他 在 这 项 工作 上 所 花 的 
时 间 和 精力 , 毫 无 疑问 ,不 比 他 在 纯 数 学 的 任何 一 个 领域 里 所 花 的 
来 得 少 。 由 于 这 个 原因 , 我 们 觉得 在 这 本 选集 中 应 当 收 进 一 个 说 
明 他 在 这 方面 的 贡献 的 简 表 由 于 这 种 成 果 饥 及 于 许多 不 同 的 行 
业 和 部 门 ,所 以 不 可 能 详细 地 一 一 叙述 它们 . 

纺织 

1. 提高 2014 纱 卡 的 质量 ， 

2. 解决 美丽 岗 退 色 的 问题 ， 
3. 提高 织 机 的 效率 . 
4. 提高 细 纱 的 单产 。 


Q@ 原 载 Loo-Keng Hua, Belected [apers. Springer- Verlag, 1983. 
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. 提高 深 棉 布 热 定 型 的 戏 率 ， 

. 减少 细 纱 的 断 头 率 . 

. 改进 滚 简 表 面 的 状况 ,减少 强 纱 的 现 综 . 
. 锡 林 动 平衡 回 题 ， 

. 提高 染色 质量 , 节约 原材料 ， 


电子 


| 一 
OO OO 0 ol 


2 
pk 


1 
Le 
OO 


. 试制 新 的 160V 电容 器 ， 

. 100 万 米 废 钼 丝 复活 ， 

. 提高 品 体 管 防潮 漆 的 抗 潮 性 能 . 

. 凋 试 XDi 信号 发 生 圳 的 功率 放大 和合 ， 
.解决 BP-3 宽频 谱 分 析 仪 的 源 电 压 波 动 问题 ， 
. 回收 笑 有 金属 乌 ， 
. 提高 在 制造 锂电 解 电容 器 中 锂 粉 的 利用 系数 ， 
.改进 单 唱 硅 衬 底 的 质量 ， 
控制 铝 膜 的 厚度 

， 高 纯 铝 稍 的 退火 . 

. 提高 点 腐蚀 工艺 的 质量 ， 
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.提高 球磨 机 的 效率 . 
. 改进 浇 链 耳 30 焊条 钢 中 铝 封 项 的 效果 . 
.克服 熔炼 -Cr 硅 铬 合金 中 的 技术 障碍 ， 
. 减少 电炉 炼 钢 的 时 间 . 
.提高 20r13 不 锈 钢 的 质量 ， 

， 提高 钴 的 产量 ， 

.提高 钛 的 产量 。 
.改进 硅钢 片 涂 层 的 质量 ， 
.提高 三 辊 冷 轧 管 机 的 产量 。 


10. 减少 $500 轧机 的 废品 率 ， 
11. 提高 金属 锰 的 回收 率 ， 
12. 解决 由 于 钢锭 收缩 产生 的 和 孔 际 的 问题 ， 
13. 延长 炉 龄 ， 
煤 厂 
1. 合理 安排 , 提高 煤 的 产量 . 
2， 调整 联合 采 煤 机 的 参数 , 提高 机 器 效 座 ， 
3. 减少 炸药 消耗 , 提高 采 煤 工作 面 的 单产 ， 
4. 提高 精 煤 回收 率 ， 
5. 提高 圆 环 锚 链 和 连接 环 的 破 履 强度 ， 
电力 
1. .恢复 汽 轮 发 电机 组 的 输出 ， 
2. 提高 锅炉 的 效率 . 
3. 改变 工业 供水 系统 ， 
4. 调 优 供水 泵 的 运行 ， 
5 实现 在 开机 并 列 时 的 自动 频率 调节 
6. 降低 汽轮机 轴承 的 温度 ， 
7. 提高 移动 床 软化 水 的 效 骏 ， 
es 

织 铁路 施工 . 
可 
. 降低 车 船 的 燃料 (油料 ) 消 耗 ， 
.改进 气象 导航 . 

组 织 泸州 长 江 大 桥 的 施工 建设 。 
建筑 和 建材 
1. 建筑 工程 的 组 织 . 
2. 建筑 工程 的 预算 . 
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. 桥梁 工程 的 组 织 ， 
.提高 纤维 板 的 产量 . 

. 降低 来 氧 乙 烽 胶泥 的 成 本 ， 
. 提高 混凝土 预制 板 的 产量 ， 
.提高 水 磨 石 制品 的 质量 ， 
.提高 膨胀 珍珠 岩 的 膨胀 系数 . 
， 降低 矿渣 混凝土 的 成 本 . 
i0., 
11. 


试制 多 硫化 钙 洲 液 . 
提高 离心 浇注 混凝土 管 的 效 府 ， 


食品 、 粮 油 加 工 
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. 提高 大米 加 工 中 的 出 米 座 ， 
.提高 油料 加 工 中 的 出 油 率 ， 

. 提高 小 麦 加 工 中 的 出 粉 率 ， 

. 提高 酿酒 工艺 中 的 出 酒 率 ， 

. 提高 糖 的 回收 率 ， 

. 提高 馈 糖 的 产量 ， 
.降低 细 挂 面 的 再 加 工 率 ， 

. 提高 由 天 牙 制 糖 的 出 粮 座 ， 
:提高 豆腐 质量 , 降低 大 豆 消耗 
， 提高 糖 采 的 质量 . 

11. 


提高 猪 毛 溶解 工艺 中 和 蛋 昌 的 得 率 。 


设计 


- 设计 无 线 电网 络 ， 

. 设计 滤波 需 ， 

. 设计 秆 修 髓 ， 

.在 给 定 地 形 上 的 机 场 的 设计 ， 


光学 设计 , 


6. 行星 兴 毗 的 设计 ， 

7. 无 线 电 发 射 机 的 频带 的 设计 ， 
83. 电路 开关 的 设计 ， 

9. 水 样 采 集群 的 设计 ， 
10. 多 级 提 水 站 的 位 置 的 设计 . 
化 工 

， 提高 液晶 对 温度 变色 的 灵敏 度 。 
. 提高 全 二 酸 的 质量 . 

. 提高 双 氰 胺 的 回收 率 ， 
. 提高 活性 类 的 产量 和 质量 ， 


. 在 错 气 酸 钾 生产 中 , 节约 原料 硅 氛 酸 钾 。 
. 提高 抗 氧 剂 1010 的 回收 率 ， 

. 改进 精 馅 塔 的 分 离 系数 ， 
.提高 糠 醋 的 产 率 ， 

10. 提高 苛 性 碱 的 回收 蒜 ， 

11. 增加 来 苏 尔 的 产量 . 

12. 在 硫化 碱 的 生产 中 , 提高 产量 , 节约 原材料 。 
13. 减少 电能 消耗 , 增加 碳化 钙 的 产量 ， 

14. 增加 造 粒 塔 的 产量 ， 

15. 增加 气体 发 生 器 的 产 气量 ， 

16. 增加 磷肥 的 产量 。 

五 油 

.提高 破 乳 剂 GP 122 的 效能 . 

. 提高 原油 脱水 的 质量 ， 

. 提高 在 常 减 压 加 工 中 , 减 压 塔 的 总 产 率 。 
.计算 油 并 的 最 大 产能 ， 
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.延长 辛 烯 醛 加 氨 ( 触 媒 ) 反 应 中 催化 剂 的 寿命 。 
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:提高 化 学 清 腊 中 的 游 腊 容 ， 
.优选 锅炉 运行 的 最 佳 条 件 ， 
.降低 厚 油 的 粘性 ， 

.选择 地 震 资 料 基 地 的 回放 仪 滤波 因素 。 
.增加 币 球 奎 化 铝 ( 催 化 剂 ) 的 产量 ， 

10. 
11. 


用 铝 重 整 法 试 燃 狐 油 种 ， 
提高 抗 凝 剂 605 的 质量 ， 


轻工业 
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.提高 热水瓶 的 质量 . 
.增加 肥皂 的 产量 . 


提高 纸张 的 质量 ， 


. 提高 轰 制 皮革 的 质量 . 
.增加 反 鞋 的 产量 ， 
.提高 IJ0 W 至 光 灯 光 效 ， 
.增加 卷烟 的 产量 ， 
提高 把 头 内 涂料 的 质量 ， 

. 提 融 肛 绵 分离 机 的 效率 ， 

. 利用 干枯 变质 木材 生产 火 案 ， 
.提高 锯 纶 丝 的 产量 . 

. 增加 特种 甘油 的 产量 . 

13. 


改进 1ifs 玻璃 的 质量 ， 


机 械 制造 
1. 提高 各 类 机 床 的 加 工效 率 和 精度 ， 


: 挂 纶 间 的 最 优 瘟 近 ， 


砂轮 的 评 平 衡 . 
如 高 落地 匀 床 镜面 标尺 的 光 党 虐 。 


- 提高 球墨 铸铁 的 质量 . 


.提高 法 兰 盘 加 工 的 质量 ， 

. 己 速 镀 锁 . 

. 提高 电 注 镀 漂 的 质量 ， 

. 各 类 切削 工具 的 尝 火 工艺 ， 

此 轮 平面 表面 的 高 频 漆 火 工 艺 . 
振动 膜 的 热处理 ， 

: 不 开 坡 口 单 层 双 面 埋 弧 自动 笃 撑 。 
. 用 88 锐 铀 钒 加 工 锋 头 . 

， 氧气 瓶 的 收口 成型， 
.无 氛 镀 锌 工艺 . 

16 . 


降低 高 炉 的 焦 铁 比 ， 


制药 


1. 优选 酰 化 反应 时 间 增 加 扑 热 电 痛 的 产量 ， 
:提高 海 市 提取 磺 的 得 至 ， 
降低 磺胺 喀 喧 的 成 本 ， 
增加 敌 百 虫 农药 的 产量 ， 

. 改进 四 环 素 的 压 片 工 忆 ， 
:提高 甲醇 钠 的 产量 ， 
.提高 土 霉 素 盐酸 盐 的 回收 率 ， 

. 在 师 顺 类 药物 生产 中 ,节约 原料 ， 
提高 磺胺 喀 旺 的 发 酵 指数 ， 
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